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Bdtr&ge la einer Fehlertheorie d. geometr. KonstroktioxLen. Von Eohbad Kitz 1 



Beiträge zn einer FeUertheorie der geometrischen 
Konstruktionen.') 

Von Eonbad Nitz in Königsberg i. Pr. 

InhaltsübeMioht. ^^^ 

i 1. Geschichtliche Einleitang 1 

I S. Die YoAuesetnuigen der Theorie 8 

1 1. Die FehlerellipBen 11 

i 4. Die Fehlerhjperbeln 14 

§ 6. Numerische Angaben 16 

§ 6. Anwendimg der Theorie auf Elementarkonstroktionen 28 

I 7. üntersnchnng einiger anderer EonstmUdonen S4 

1 1. Gtosohiöhtliohe Binleitimg. 

Die ersten Betrachtungen über die Geticmgkeit geometrischer 
Operationen beim Feldmessen und beim Zeichnen dürften im 17. Jahr- 
hnndert angestellt worden sein.') Bei B. Gotes') finden wir schon 
eine ganze Beihe Ton Sätzen über die Fehler bei Dreiecksbestimmungen 
(mit besonderer Bücksicht auf die Astronomie). In einfacherer Fonri 
imd mit mehr Anwendungen stellte Chr. y. Wolf dieselben Unter- 
suchungen an^); bei ihm beanspruchen nicht nur die verschiedenen f&r 
die Praxis des Zeichnens bestimmten Vorschriften über die Zeichen- 
instrumente^) ein historisches Interesse, sondern auch besonders die 

1) Diese Arbeit steht in Zusammenhang mit der auf Anregung meines hoch- 
verehrten Lehrers, Herrn Prof W. Frans Meyer, Ton mir yerfaßten Dissertation 
über „Anwendungen der Theorie der Fehler in der Ehene auf Konstruktionen 
mit Zirkel tmd Lineal'* (Königsberg 1905), indem sie nehen andern Ergänzungen 
TOT allem eine Beihe ron Anwendungen der dort ausgeführten Theorie gibt; sie 
ist aber in der Hauptsache selbständig und nimmt nur an wenigen unwesent- 
lichen Stellen auf jene Dissertation Bezug. 

8) Eaestner, Gesch. d. Math.; Terschiedene Stellen in Bd. 1 und 3. 

3) Aestimatio errorum in mixta mathesi per variationes partium trianguli 
plani et sphaerici. 1709. 

4) Elementa Matheseos, 1718; z. T. schon vorher in den Anfangsgr. d. 
Math. 1710. 

h) Elementa Gteometriae, Cap. 11. 

Ztitsohrifl f. Matiiemfttik tu Phytik. 63. Band. 1906. I.Heft. 1 



2 Beitrftge zu einer Fehlertheoiie der geometrischen Konstaroktionen. 

Frage noA dem Verhältnis der GencmigkeUen hei geometrischer Kon- 
struktion einerseits und Berechnung andrerseits.^) Wolf scheint also 
der erste gewesen zn sein, der sich mit der Oenaoigkeit geometrischer 
Zeichnungen im engeren Sinne beschäftigt hat. 

Nach einer zweiten Seite hin laßt sich der Gegenstand yorliegender 
Abhandlung ebenfalls bis in den Anfang des 18. Jahrhunderts zurück- 
verfolgen: es war wieder Cotes, der am Schlüsse der zitierten Aestim. 
err. etc. den Grund zu einer Theorie der Fehler in der Ebene und im 
Baum gelegt hat in dem später nach ihm benannten ^^Prinzip des 
Schwerpunkts^ (die wahrscheinlichste Li^e eines gesuchten Punktes ixa 
Raum ist der Schwerpunkt der beobachteten Punkte).') 

Besonders bemerkenswert sind dann weiter die Arbeiten von 
Lambert') sowohl über die Theorie der Fehler in der Ebene, ala 
auch über die Fehler bei einer Zeichenoperation. Die Betrachtungen 
über Fehler in der Lage eines Punktes (^er Fehler besteht in dem 
Abstände des gefundenen Punktes Yon seinem wahren Orte, und dieser 
Abstand ist also dem Grade der Zuverlässigkeit umgekehrt proportional^ 
(§ 395)) werden angeknüpft an geodätische Operationen, speziell an das. 
Yorwärtseinschneiden mit zwei Strahlen. Als Spielfläche für den wahren 
Punkt erhält Lambert dann richtig ein Parallelogramm] die günstigste 
Punktlage für das Einschneiden sucht er nach dem Prinzip zu er- 



1) Elementa Trigonometriae planae, §§ 58 ff. 

2) Axif dieses Prinzip haben bekanntlich Schols (1876) und unabh&ngig- 
Yon ihm Bertrand (1888) eine Ableitung des Gesetzes fOr Fehler im Baaxn 
gestützt. 

3) Beyträge zum Gehrauche der Mathematik tmd deren Anwendung ^ 1. Teil^ 
Berlin 1765; Abschnitt I ,, Anmerkungen und Zusätze zur praktischen Oeometrie^^ 
Die fehlertheoretischen Arbeiten Lamberts scheinen unverdienterweise g&nzlich 
in Vergessenheit geraten zu sein; es möge deshalb au dieser SteUe darauf hin- 
gewiesen werden, daß schon in seiner Photometria (1760) ein ganzer Abschnitt 
(§§ 271 — 806) über die Methoden zur Pehlerabschätzung handelt, und daß die zu 
§ 296 gehörige Figur 31 die erste gut getroffene Zeichnung einer Fehlertcahrseheinr- 
lichkeitskurve gibt (das bei Simpson, 1755, als Fehlerkurve auftretende gleich- 
schenklige Dreieck entspricht zu wenig dem wirklichen Sachyerhalt). Auch ein 
Halbkreis erscheint als Fehlerkurve schon vor D. Bernoulli (1778) bei Lambert. 
Die „Theorie der Zuverlässigkeit der Beobachtungen und Versuche'' behandelt 
die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen nach einem Prinzip, das schon 
sehr an die Methode der kleinsten Quadrate erinnert, nämlich: „Die Summe der 
Abweichungen auf beiden Seiten soll einander gleich sein.** Auf das von Lambert 
angewandte einfache Bechnungsverfahren ist man wiederholt zurückgekommen 
(s. z. B. Weinstein, Handb. d. physik. Maßbest. 1, S. 462). Femer hat Lambert 
auch die „Theorie der Fehler im Triangel*' zum ersten Male systematisch ent- 
wickelt und an einigen Beispielen ausführlich diskutiert (Kap. XI— XIV der An- 
merk. u. Zusätze). 



Von KOHSAD NiTZ. 3 

mittein, daß der größte Fehler (die längere der beiden Diagonalen des 
Felderparallelograninis) relatiy klein zn machen ist^ was freilich zu 
keiner bestimmten Lösung führt. ^) 

Lambert scheint auch der erste — und beinahe einzige — ge- 
wesen zu sein, der eine Versuchsreihe über die Genauigkeit einer Zeichen- 
operation angestellt hat, nämlich über den Fehler beim Abgreifen einer 
gegebenen Strecke mit dem Zirkel (§ 435 ff.); dieselbe ist so geschickt 
und sorgfältig ausgeführt, daß sie später (in § 5) genauer erörtert 
werden soll. 

Unter besonderen geometrischen Gesichtspunkten handelt es sich 
um die Genauigkeit von Konstruktionen in der yßeomei/ria dd compasso^ 
von Mascheroni.^ Der ursprüngliche Plan dieses Werkes war zwar 
ein rein theoretischer (wie ich mir entgegen der Darstellung von Elein^) 
zu bemerken erlaube), nämlich Rückkehr zu der elementaren Geometrie 
und Neubelebung ihrer Aufgaben durch „Spaltung des mathematischen 
Elements (Zirkel und Lineal) in seine beiden Bestandteile^^; bei der 
Ausarbeitung aber trat eine praktische Absicht in den Vordergrund, 
nämlich die Ereidung größerer Genauigkeit durch Verwendung des Zirkels 
allein; das Lineal wird als ungeeignet für exakte Konstruktionen be- 
zeichnet Neben diesem Grunc^edanken ziehen sich durch das ganze 
Buch Bemerkungen über die Genauigkeit eineeiner Konstruktionen; so 
weiden vor allem Schnitte von Kreisbögen unter spitzem Winkel zu 
Termeiden gesucht, und in einigen Fällen werden besondere Hilfs- 
konstruktionen zur Erhöhung der Genauigkeit ang^eben; es wird 
auch die Verwendung mehrerer Zirkel empfohlen, welche ihre Öffiiung 
während derselben Konstruktion unverändert beibehalten. Nähere Aus- 
f&hrongen über die Art und Größe der zu erwartenden Fehler sind 
freilich nirgends zu finden. 

Die aus der Theorie der geometrischen Konstruktionen bekannten 
Werkchen von Servois (1804) und Brianchon (1818) bieten hin- 
sichtUch der Genauigkeit der geometrischen Operationen nur wenig^), 

1) Untenachnngexi dieser Art sind meines Wissens erst wieder von Jordan 
in Angriff genommen worden (Über die Genauigkeit einfacher geodätischer Ponktr- 
beiiunmnngen, diese Ztschx. 16, 1871). 

2) Pavia, 1797; es existieren yerschiedene Übersetzungen, z. B. von Carette, 
2. ^t., Paris 1828. 

8) Ausgewählte Fragen der Elementarmathematik, S. 26. 

4) Es sei aber bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen, daß besonders 
Brianchon bei vielen Konstruktionen schon darauf aufmerksam macht, daß sie 
allein mit Lineal und Streckenübertragei- (Meßkette) ausführbar sind. Die FaraXleUn- 
*WM*ru*<ton bei Brianchon (§ 20, Fig. 6) iat identisch mit der von Hubert 
(Grundl. d. Geom., 2. Aufl., S. 74) angegebenen. 

1* 
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Beiträge eu einer Fehlertbeorie der geometrischen EoDatniktioaeu. 



ebeneo die 8 t einer sehe AbhandluDg von 1833, aus welcher hier nur 
bemerken &wört ist, daß sie ein umfafl senden Programm für eine Weiter- 
entwicklung der elementaren Geometrie ^ auch mit Rücksicht auf die 
Genauigkeit der Konstruktionen ^ autsteUt.^) 

Ans den nächsten Jahrzehnten ist hier nur zu erwähnen die Ent- 
wicklung der Theorie der Fehler in der Ebene dnrch BraTais (1846) 
Andrae (1858), Helmert (1868) u. a,*) 

Über die Gei^^iamgkcit von Zeicfmungen aber kann ich erst aue dem 
Jahre 1871 eine Arbeit von Chr. Wiener anführen^}, welche ebenfalls 
in § 5 besprochen werden aoU, In etwas veränderter Darstellung findet 
luan diese Abhandlung in Wieners Lehrbuch der darMdl€f^(i4M Gm- 
meine wiederholt»*) Dieae Untersuchung hat wahrscheinlich die Ver- 
anlassung zu den Ausführuugen des dort folgenden Abschnittes ge- 
geben, überschrieben: Einige Begeln über genaues Kotishi^ieren. Hier 
tritt wohl zum ersten Male der Gedanke an eine rationelU FeMertheark 
der ffwnietrmken K<m.siruhtionen in bestimmter Form auf (S. 190 ,yDie 
Aufgaben des genauesten Konstruierens müßten in der Weise der Auf-- 
gaben der höheren Geodäsie mittels der Methode der kleinsten Quadrate 
behandelt werden"). Wiener begnügt sich mit der Angabe von einigen 
y^mehr oder weniger sicheren Sätzen, welche auf Erfahrung, Anschauung 
nnd Abschätzung gegründet sind^* (z. B. Satz 2: j^Der Schnittpunkt 
zweier Geraden ist um so sicherer bestimmt, je näher diejenigen 
Punkte, welche jede Gerade bestimmen, bei dem Schnittpunkt liegen*'). 

Auf Grundlage dieser Sätze (im ganzen 5) werden dann für drei 
einfache Aufgaben die Regeln für das genaueste Konstruieren abgeleitet, 
nämlich: 1) Errichten einer Senkrechten, 2) Halbieren einer Strecke, 
3) Fällen einer Senkrechten. Diese elementare Methode empfiehlt sich 
natürlich sehr durch ihre Einfachheit Sie zeigt aber ihre Un Voll- 
kommenheit schon darin, daB die Bedingungen für die genaueste Kon- 
stmktion nicht immer richtig erhalten werden^ und vor allem auch 
darin, daß sie keine Anhaltspunkte für die Größe der zu erwartenden 
Fehler liefert. 

Es scheint, als ob derartige Betrachtungen keine weite Verbreitung 
gefunden haben* Ich kann hier nur das Ldtrhucli der ^eivhfienden Gea- 



1) Gee. Werke 1, S. &09; Oatw, KlaBH, Nr. 60, S. 64. 

2) Darstellutig dieser Theorie neb&t Literaturiib ersieht bei Cznber, Theorie 
der Beobachtnngßfehler, 3. Teil, Lp«, 1891 und Referat iu Deut-Bche Math .-Ter. 7» 
1807/98, S. 217—234. S. auch meine Diisertation S. 6/7. 

3) Über die möglichst gena-ue meehaniache Eaktifikation einea TeraeidmeteE 
Kurreabogenfl uhw.^ diete Zt&chr, 16 (1871), S. 112—124, 

4) Bd. 1 (1«84), S. ISiff. 
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mekie yon Q. Müller anf&hren^), welches sich^ wahrscheinlicli im An- 
sehluB an Wiener, ausführlicher mit solchen Regeln über genauestes 
Konstruieren befaßt. U. a. wird darin auch folgender Grundsatz auf- 
gestellt (§ 2y 7): ^us je weniger Elementargeschäften sich die Lösung 
einer Aufgabe zusammensetzt, um so genauer wird (im allgemeinen) 
die Zeichnung'' usw. 

Dies ist genau der Gedanke, den Lemoine in seiner Geometrographie 
(seit 1888) für die Beurteilung der Genauigkeit einer Eonstruktions- 
methode angewendet hat. Er stellt bekanntlich jede Konstruktion mit 
2^kel und Lineal durch ein Symbol yon der Form: Op. ({^22^ + ^s-^ 
+ m^Ci + ^^s + ^^s) ^^ ^^^ bezeichnet die Zahl l^ + m^ + m^ sIb 
Maß der Genauigkeit (coefGcient d'exactitude). Wie schon aus dieser 
Festsetzung hervorgeht und wie Lemoine auch ausdrücklich herror- 
hebt, wird dabei auf die Praxis des Zeichnens insofern gar keine Rück- 
sicht genommen, als z. B. ein sehr spitzwinkliger Schnittpunkt gleich- 
berechtigt mit einem rechtwinkligen erscheint. Ein geometrographisches 
OenauigkeitsmaB kann also immer nur eine ganz summarische, an- 
genäherte Beurteilung der Genauigkeit gestatten und kann höchstens 
als ein vorläufiger Ansatz zu einem rationellen Genauigkeitsmaß be- 
zeichnet werden.*) Aber selbst so ist die Berechtigung der von Le- 
moine gebrauchten Genauigkeitszahl noch einem erheblichen Einwand 
ausgesetzt, der vor einiger Zeit von Mehmke') auch hinsichtlich der 
Einfachheitflzahl geltend gemacht worden ist: muß nicht das Einsetzen 
der Zirkelspitze in den Schnittpunkt zweier Geraden mit 2 (7, bezeichnet 
werden, entsprechend der Zahlung 222^ für das Anlegen des Lineals 
an zwei Punkte? Dadurch würde natürlich die Genauigkeitszahl in 
vielen Fallen bedeutend größer werden (indem (7^ »» 20) gesetzt wird), 
und die Yergleichung verschiedener Lösungen derselben Aufgabe würde 
zu ganz anderen Resultaten fQhren. Die von mir nach der hier zu 
entwickelnden genaueren Fehlertheorie durchgerechneten Beispiele er- 
laubten noch keine bindenden Schlüsse in dieser Richtung, weil das 
Verhältnis zwischen der wirklichen und der durch die Genauigkeitszahl 
angegebenen Genauigkeit durch die Abänderung der Zählung ebenso 
oft verbessert, wie verschlechtert wurde (3 : 3). *) Zu Gunsten der 

1) 6. Aufl., Stuttgart 1901; ich wurde auf dasselbe aufmerksam durch die 
ftezaiiaion in dieser Ztechr., 48 (1908), S. 823. 

2) Vgl. Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geo- 
metsie. Vorlesungen, Sommer 1901. S. 860. 

3] Bemerkungen zur Geometrographie von M. E. Lemoine. Deutsche Math.- 
Ver. 12 (1903), S. 118-116. 

i) Da sich die verschiedenen Lösungen einer Aufgabe hinsichtlich ihrer 
wizklichen Genauigkeit nur selten in allgemeiner Weise vergleichen lassen, so 
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Ändemng von Op, C, in Op. 2C^ möcht« ich hier aber auf den auf- 
falleödeii Dualismufi hinweisen, der ßich in den Formehi für die Ge^ 
nanigkeit tod Op, Cj und Op. 2 ü^ heransgeBtellt hat,*) 

Weiter ist hier, wenn auch nur kurz, eine Programmabhandlung 
Ton Witting*) zu erwähnen, welche^ an die ProblemstoUnng Ton 
Steiner anknüpfend^ in ihrem ersten Teile eine Reihe interessanter 
Bemerkungen über die Ungenauigkeiten beim Zeichnen, über Koustruk- 
tionen zur Erhöhung der Genauigkeit usw, enthält; dieselbeQ scheinen 
mir aber nicht immer einwandfrei zu sein. 

In besonders nachdrücklicher Form findet sich der Gedanke an 
eine rationelle Felilertheorie der zeichnenden Geometrie in den schon 
angeführten Vorlesungen von Klein über Differentialgeometrie ans- 
gesprochen (S. 358 ff.) ^ as wird darin auf die mustergültige Ausbildung 
der Fehlerrechnung in der Geodäsie hingewiesen, der gegenüber die 
üblichen unbestimmten Anschauungen über die Genauigkeit geo- 
metrischer Zeichnungen höchst mangelhaft erscheinen müssen, und es 
wird auch an dem Beispiele des Pascalschen Satzes gezeigt, wie eine 
solche Fehlenrntersuchung etwa anzufangen wäre. 

Vom Standpunkt der Ausgleich ungsrechuung aus hat F. Geuer^) 
einen Beitrag zu diesem Problem geliefert. Er behandelt die kcnst^uk- 
tive Aiist}lekhmfj einer durch mehr als zwei Punkte bestimmten Gfersden 
und eines durch mehr als 2wei Geraden bestimmteu Punktes; dabei 
muß also TorauHgesetzt werden, daß man bei einer Zeichnung zur Er- 
höhung der Genauigkeit und zur Beurteilung der Größe der Fehler 
mehrfache Ulierhestimmmtgeti vorgenommen hat. Es kann zugegeben 
werden, daß dies bisweilen angebracht ist, yielleicht auch noch, daß 
man in ganz seltenen Fällen eine exakte konstruktive Ausgleichung 
wirklich TOmehmen wird (raeisteua wird man sich ja auf das zeichne- 
rische Gefühl allein Terlasaeu können); im allgemeinen aber liegen 
Überbestimmungen nicht im Wesen der zetchnenden Geometrie (anders 
hei der Geodäsie); und Oeuer selbst ist zu dem Resultat geführt 
worden (S. 27), daß es ,,eine mühsame und mißliche Sache ist, den 

wifd eine ^o6e Anzahl von Beispielen nötig Bein^ nm übi^r den Grad der Zu- 
Terläflaigkeit eines geotnetrographigch«!! GeiiB.tii|^keitämaBes ein igemi aßen sicher 
entflohaideti £u kdiineD. 

1) Dft ich anf diesen Dnaliamus hier nicht weiter einzngeben brauche, ao 
verweise ich anf die AnefühningieQ in meLner Diaaertation, §§ 6 und 7. 

2) Geometriiche Kotittruktionen, insbesondere in begrenzter Ebene. Progr. 
d* Gjmn. z. heil Kreuz, Dresden, 1S99. 

S) Die Genauigkeit geometrischer ZeichnuDgen behandelt uach dem Gauß- 
echeti Ausgleichung^ verfahren. Disa. Freiburg l^OS, auch Frogr. d. Progymn. La 
Durlach, 1902. 
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Grad der absolaten Genauigkeit einer Zeichnung durch zahlreiche 
Überbestimmungen zu heben^^ Auch die wenigen durchgeführten An- 
wendungen auf einzelne Eonstruktionsaufgaben sprechen nicht für die 
Frachtbarkeit dieser Methode; Yor allem erhält man auch hier nur die 
Bedingungen für die maximale Genauigkeit , während Angaben über 
die numerische Größe der Fehler weder gemacht werden, noch über- 
haupt möglich erscheinen. 

Die von Klein 1. c. ausgesprochenen Gedanken hat P. Böhmer 
in seiner Dissertation ^) auszuführen unternommen, aber, was wesentlich 
ist, ohne Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fehlertheorie. 
Die yerwendeten Methoden (es kommt hier hauptsächlich das 1. Kapitel 
der Diss. in Betracht) sind daher ganz elementargeometrisch und voll- 
ständig im Sinne der älteren Geuauigkeitsuntersuchungen (yor Gauß 
und Laplace) gehalten. Dies zeigt sich besonders an dem Auftreten ' 
eines Parallelogramms als „Spielfläche^^ für das Einsetzen der Zirkel- 
spitze in den Schnittpunkt zweier Geraden und in der Art der Fehler- 
zusammensetüung] beides findet sich in fast genau derselben Form schon 
bei Lambert yor. In diesen beiden Punkten (Begriff des Spielraunaes 
nnd Zusammensetzung der Spielräume) liegt aber die Schwäche und 
streng genommen sogar XJnhaltbarkeit dieser elementaren Methoden. 
Denn ein Spielraum für den wahren Wert einer beobachteten Größe 
oder, was doch nur darunter yerstanden werden kann, eine Fehlergrenze 
(Maximalfehler) läßt sich nicht einmal streng definieren und noch 
weniger mit genügender Schärfe experimentell bestimmen; und bei der 
Fehlerzusammensetzung ergibt die einfache Addition der Partialspiel- 
ränme schon bei zwei Fehlem einen zu hohen Wert für den Maximal- 
fehler, der in Wirklichkeit nicht erreicht wird und daher nicht mehr 
als Fehlergrenze im eigentlichen Sinne bezeichnet werden kann.^) Trotz- 
dem aber ist die Arbeit yon Böhmer als ein erster Versuch zu einer 
Fehlertheorie der geometrischen Konstruktionen anzusehen, weil es mit 
Hilfe der „DifferenHalformelnf' wohl in den meisten Fällen möglich 
sein wird, die Bedingungen für die größte relatiye Genauigkeit richtig 
festzustellen, und weil man wenigstens Anhaltspunkte für die nume- 
rischen Werte der Fehler erhält. 

Endlich habe ich yor kurzem in meiner schon zitierten Disser- 
tation den Versuch gemacht, im engen Anschluß an die Theorie der 

1) Über geometrische Approximationen. Diss. GöttiDgen 1904. 

2) Ftb: die Schwierigkeiten, welche bei dem Rechnen mit Maximalfehlem 
aoftieten, findet man bei Lambert interessante Belege; insbesondere wird ein 
Fehlschluß, der ihm bei der Zusammensetzung von Fehlem begegnet ist, in § 6 
aoseinuidergesetzt werden. 
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Fehler in der Ebene, insbesondere an eine Arbeit von Helmert^), die 
ffir die Fehlenmtersnchnng der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal 
nötigen Formeln anzugeben. Während es mir dort nur auf die rein 
mathematische Seite des Gegenstandes ankam, ist das Hauptziel Yor- 
liegender Arbeit die Anwendung der Theorie auf eine größere Anzahl 
Yon Konstruktionen (§§ 6 u, 7). Jedoch sollen vorher (§§ 3 u. 4) die 
wichtigsten Formeln der Theorie noch einmal zusammengestellt werden, 
sowie auch die Voraussetzungen der Theorie (§ 2) und die numerische 
Größe der Fehler (§ 5) ausführlicher erörtert werden. 

% 2. Die VoranssetBimgen der Theorie. 

Man kann bei den Fehlem der geometrischen Zeichnungen im 
wesentlichen zwei Arten unterscheiden: 1. solche; die yon den ünroU- 
kommenheiten der Zeichenapparate herrühren und daher als yjtechnische 
Fehter^^ bezeichnet werden können (Unebenheiten des Reißbretts, un- 
gleichmäßige Breite und unscharfe Begrenzung der Striche; Federn der 
Zirkelschenkel und Schlottern in den Gelenken; Mangelhaftigkeit des 
Lineals, schwankende Führung der Reißfeder beim Ziehen von Geraden; 
ünkorrektheiten von Dreiecken, Maßstäben usw.), 2. Fehler, welche 
allein in der Person des Zeichners ihren Grund haben (z. B. Ungenauig^ 
keiten beim Einsetzen der Zirkelspitze, beim Anlegen des Lineals, 
beim Abmessen von Entfernungen) und daher vielleicht als ^^sutjektive 
Fehle/^ zu bezeichnen wären; ihre Größe hängt natürlich ab von der 
Geschicklichkeit^ Übung und Aufinerksamkeit des Zeichnenden, außer- 
dem Yon äußeren Umständen, wie Beleuchtung usw. 

Es ist klar, daß bei einer Fehlertheorie der geometrischen Kon- 
struktionen im allgemeinen nur die Fehler der 2. Art Berücksichtigung 
finden können, denn die der ersten Art sind zum größten Teile kon- 
stante Fehler, welche in jedem einzelnen Falle besonders behandelt 
werden müßten. Nur ganz summarisch läßt sich aussagen, daß die 
technischen Fehler im allgemeinen dahin wirken, die subjektiven Fehler 
zu vergrößern, und daß man sie daher vielleicht implizite berücksichtigen 
kann, wenn man die Größe der subjektiven Fehler aus Konstruktionen 
ermittelt, die mit einer Reihe verschiedener Zeichenapparate ausgeführt 
worden sind. 

Wir setzen nun von diesen subjektiven Fehlern voraus, daß ihre 
Größe nur abhängig sei von der Individualität des Zeichners, unabhängig 
dagegen von besonderen UmsiÄnden, wie der Lage der Zeichnung in 
der Zeichenebene und der Stellung des Zeichners zu ihr. Wir erhalten 



1) Studien über rationelle Vermessungen usw., diese Ztgchr. 13 (1868). 
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damit, unablmngig ven einer speziellen Form des Felllergesetzes, so- 
gleich folgende Aussagen über einige einftiche Arten von Fehler- 
verkUunffen: 

Beim Einsebsen der ZirkdspiUe in einen beliebigen Punkt einer 
gegebenen Gieraden liegen alle Trefi^unkte gleicher Wahrscheinlichkeit 
auf einer aus der Schar Yon Parallelen zu dieser Geraden. 

Beim Einstechen in einen gegebenen kreisrunden Bleistiftponkt^) 
liegen alle Punkte gleicher Wahrscheinlichkeit auf einem aus der Schar 
konzentrischer Kreise um diesen Punkt. 

Beim Anlegen des Lineals an einen gegebenen kreisförmigen Punkt 
in beliebiger Bichtung umhüllen alle Geraden gleicher Wahrscheinlich- 
keit einen aus der Schar konzentrischer Kreise um diesen Punkt. 

Femer setzen wir die GriätigkeU des Gaussischen Fehlergesetees 
f&r die subjektiyen Fehler voraus. Es erscheint zweifellos, daß dies 
mit nicht yiel geringerer Annäherung richtig sein wird, als es von den 
gewöhnlichen Beobachtungsfehlem bekannt ist Immerhin aber möchte 
ich darauf hinweisen, daß gerade bei den geometrischen Konstruktionen 
die Er£ahrung wahrscheinlich etwas größere Alweichangen vom Gauss- 
ischen Fehlergesetz zeigen wird, weil die endliche Breite der Striche 
besondere Sichtbarkeitsbedingungen mit sich bringt.') Wie sich die 
folgenden Betrachtungen dann etwa ändern würden, läßt sich ungefähr 
übersehen; jedoch scheint es Yorläufig nicht lohnend, naher darauf ein- 
zugehen. 

Den Entwicklungen der beiden nächsten Paragraphen voraus- 
greifend wollen wir hier gleich die Frage nach der Unabhängigkeit 
gewisser Operationen voneinander streifen, weil wir auch hierbei eine 
für die ganze Theorie sehr wesentliche Annahme machen müssen. Es 
handelt sich dämm, ob z. B. beim Anlegen des Lineals an zwei 
gegebene Punkte die Fehler des Anlegens in beiden Punkten als un- 
abhängig voneinander angesehen werden können. Lemoine fordert 
dies ausdrücklich, und nur so hat er das Recht, diese Operation mit 
222| zu bezeichnen. Auch wir werden im Interesse einer möglichst 
einfachen Theorie die gleiche Voraussetzung treffen; dieselbe wird wohl 



1) Beim Einsetzen der Zirkelspitse in ein schon yorhandenea Stichlooh ent- 
geht, wie Böhmer (S. 10 n. 19) richtig bemerkt hat, gewöhnlich kein neuer 
Fehler; jedoch ist daraus nur selten Vorteil zu ziehen. 

2) Die physiologische Grenze des Sehvermögens, welche hier eine wichtige 
Bolle spielt (s. weiteres in § 6) tritt mehr oder weniger wohl bei allen Beobachtungs- 
fehlsn in Erscheinung; vielleicht ist hierin der Grund zu suchen für die eigen- 
tümliche Axt der Abweichungen vom Gaussischen Fehlergesetz in größeren Be- 
ohachtongsreihen. 
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Fig. 1. 



1 



im allgemeinen ungefähr richtig sein; nur wenn die beiden Punkte 
sehr nahe aneinander liegen, so faßt das Auge sie als ein Ganzes auf 
and bewirkt dadurch^ daß die Yerbindungsgerade etwas genauer gezogen 
werden kann, als es nach der Theorie der Fall sein sollte. Noch 
deutlicher tritt dies hervor an dem Einsetzen der Zirkelspitze in den 
Schnittpunkt zweier Geraden: bei aufinerksamer Selbstbeobachtung 
wird man finden^ daß besonders bei sehr spitzen Schnittwinkeln nicht 
nur die beiden Geraden als bestimmende Elemente des Schnittpunkts 
aufgefaßt werden, sondern daß es noch andre Anhaltspunkte fOr das 

Auge zur genaueren Erfassung des wahren 
Schnittpunkts gibt, nämlich in erster Linie 
die Spitzen der keilförmigen weißen Flachen 
zwischen den schwarzen Strichen; genau in 
der Mitte zwischen ihnen muß ja der ideale 
Schnittpunkt liegen (Fig. 1); außerdem richtet man sich auch nach der 
Stelle der kleinsten Breite, indem man die Figur der beiden Geraden 
wieder als ein Ganzes betrachtet.^) Die Fehler des Einstechens inbezug 
auf beide Geraden sind also nicht unabhängig yoneinander, und infolge- 
dessen wird ein sehr spitzwinkliger Schnittpunkt in Wirklichkeit nicht 
als so ungünstig empfunden, wie es nach der Theorie sein müßte. Es 
würde aber sehr umfangreicher experimenteller Untersuchungen bedürfen, 
um die Größe der Abweichungen von Theorie und Praxis festzustellen, 
und eine solche verfeinerte Hieorie würde yoraussichtlich gleich erheb- 
lich yerwickelter werden. 

Zum Schluß dieser einleitenden Bemerkungen mochte ich noch, 
besonders in Anknüpfung an die zitierte Arbeit Yon Böhmer, auf die 

Definition und Bedeutung der geome- 
trischen Bedlgehüde eingehen. Indem 
wir bei den empirisch darstellbaren 
Strichen und Punkten absehen ron 
der physikalischen Beschaffenheit, von 
der unscharfen Begrenzung der Bänder, 
von der ungleichmäßigen Breite der 
Striche und unregelmäßigen Gestalt 
der Punkte usw., können wir folgende einfachen Festsetzungen treffen: 
Unter BeaUgeraden verstehen wir schmale, von zwei parallelen 
Idealgeraden begrenzte Streifen CyGeradenstreifen"). (Fig. 2.) 

1) Zar Bestätigung möchte ich eine Stelle aus Culmanns Graphischer 
Statik anführen (Vorrede S. V): ,,der Ingenieur ist vermöge seiner topographisch- 
geodätischen Bildung mehr als der Architekt und der Mechaniker gewohnt, die 
Genauigkeit von Schnitten zu beurteilen und Linien und Punkte scharf zu bestimmen". 



Flg. s. 
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Als Bealpunkte nehmen wir kleine, genau kreisförmige Flächen 
an; sie mögen y^Punktkreise^^ heißen.^) (Fig. 2.) 

BeaOcreise (Fig. 2) und andere Bealknrven sind analog den Geraden- 
streifen zn definieren {y^Kurvenstreifen^^). 

Jedes Realgebilde repräsentiert uns genau ein und nur ein Ideal- 
gebilde, nämlich ein Eurvenstreifen die ideale Mittellinie und ein Punkt- 
kreis den idealen Mittelpunkt.') Mit den in dieser Weise idealisierten 
Realgebilden werden wir im folgenden operieren und sie in den Figuren 
in etwa 20facher Vergrößerung wiedergeben (ygl. die Angaben in § 5). 

8 3. Die Fehlerellipsen. 

Als Aufgabe einer rationellen Fehlertheorie der zeichnenden Geo- 
metrie ist anzusehen: die Berechnung des in dem Resultat einer be- 
Uebigen Konstruktion zu erwartenden Fehlers aus den Fehlem einer 
beschrankten Anzahl von Grundoperationen. Indem wir uns fortan auf 
die Konsiruktionen mit Zirkel und Lineal beschranken , haben wir es 
bekanntlich mit 5 solchen Grundkonstmktionen zu tun*, demnach sind 
nur folgende 5 Grundfehler zu berücksichtigen: 

L Fehler beim Einsetzen der Zirkelspitze in den Schnittpunkt 

a) zweier Geraden \ 

b) einer Geraden und eines Kreises | (§ 3). 

c) zweier Kreise J 

IL Fehler beim Anlegen des Lineals an zwei gegebene Punkte (§ 4). 

in. Fehler beim Konstruieren eines Kreises^ der durch Mittelpunkt 

und Radius gegeben ist (§ 4). 

Wir können die beim Einsetzen der Zirkelspitze in einen gegebenen 

Schnittpunkt auftretende Fehlerverteilung leicht mit einer andern, aus 

1) Tgl. Lambert, Anm. u. Zns. § 429: „Wir gebrauchen hierzu eine Circul- 
üftche, weil kein Gnmd da ist, waram man sich einen Punkt, den das Auge nicht 
mehr nnterscheidet, als eckicht yorstellen sollte/' 

2) Eb scheint yielfach die Ansicht zu bestehen (z. B. bei Klein, Witting 
und Böhmer), als ob die Bealgebilde schon an und für sich wegen ihrer endlich 
grofien Dimensionen den repr&sentierten Idealgebilden einen gewissen Spielraum 
ließen und als ob z. B. die Genauigkeit der Lage eines Schnittpunktes auch ab- 
liingig w&re Yon der Breite der sich schneidenden Geraden. Dementgegen meine 
ich, daß jeder Strich, sei er noch so breit, einen ganz bestimmten Idealstrich 
(die Mittellinie) festlegt, daß aber auch in praxi die Bestimmtheit eines Real- 
gehfldes nur yon der Scharfe der Begrenzung, nicht yon der Größe der Abmessungen 
abh&ogt. Als Bestätigung möchte ich anfuhren, daß die internationalen Meter- 
piototype bei einer Breite der Endstriche yon 0,006 — 0,008 mm bis auf 0,0001 mm 
genau bestimmt gelten. Die ideale Mittellinie einer sauber auf Papier gezeichneten 
Geraden yon etwa 0,1 — ^0,2 mm Breite kann mikroskopisch mit leichter Mühe bis 
*iif etwa 0,006 mm g^enau festgestellt werden. 
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der Geodäsie her bekannten, identifizieren, indem wir ans vorstellen, daß 
der wahre Schnittpunkt der beiden geometrischen Örter immer genau 
getroffen wird, daß aber diese selbst mit einer Unsicherheit in ihrer 
Lage behaftet sind. Wir können dann sofort auf Grund der Theorie 
der „Genauigkeit van Punktbestimmungenf^ folgenden Satz aussprechen: 

Die Genauigkeit des Einstechens 
^*«- *• j^^ in den Schnittpunkt zweier Geraden 

ist in der Art durch eine Scha/r von 
konzentrischen, homothetischen Ellipsen 
um den gegebenen Schnittpunkt cha- 
rakterisiert, daß alle Trefi^unkte 
gleicher Wahrscheinlichkeit auf einer 
dieser Ellipsen liegen. (Fig. 3.) 

Werden die gegebenen Geraden 
als Achsen eines schiefwinkligen 
Koordinatensystems genommen (Schnittwinkel gi), sind femer m^ and 
m, die mittleren Fehler des Einsetzens der Zirkelspitze in bezug auf 
die erste resp. zweite Gerade, so ist 

— A. ^ 2x*^ 

m\ mj sin* o 

die Gleichung dieser ,JFehlereUipsen^^ (x* willkürliche Konstante). Vor- 
ausgesetzt ist dabei also die Gültigkeit des Gaussi sehen Fehlergesetzes 

und die Unabhängigkeit der Fehler 
in bezug auf die erste und zweite 
Gerade voneinander.^) 

Bei den hier beabsichtigten An- 
wendungen handelt es sich gewöhnlich 
nur um die Kenntnis der mittleren 
Fehlerkomponente in einer bestimmten 
Richtung, d. h. des mittleren Wertes 
der Quadrate aller Projektionen der Fehier auf diese Richtung. Be- 
zeichnet man die Fehler (senkrechten Abstände) eines beliebigen Punktes 
in bezug auf beide Geraden mit e^ und £,, so erhält man als Pro- 
jektion € dieses fehlerhaften Punktes auf die Richtung, welche mit der 
ersten Geraden den Winkel ^ bildet (Fig. 4): 

«1 COB (l^ — flö) + «t COB t^ 

*** sino 



Flg. 4. 





1) In meiner Dissertation habe ich auf S. 8/9 eine ausführlichere direkte 
Ableitung gegeben; ich habe dort auch gezeigt, wie man mittels der Yon Brayais 
gegebenen Formeln zum Ziele gelangen kann. 
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Durch Bildtmg des Mittelwertes der Quadrate dieser Projektionen 
erhalt man dann die wichtige Formel: 

•p^ mf cos* (v» — «ö) + w| coB* ff) 

wobei K^ die Fehlerkomponente in der Richtung ^ g^en die erste 
Gerade bedeutet. 

Die Anschauung über Lage und Größe der FehlereUipsen und 
Fehlerkomponenten wird am einfachsten durch die beiden folgenden 



Die mitäere FehiereUipse (x^ = j) ist dem Parallelogramm ein- 
beschrieben, welches von den Parallelen zu den sich schneidenden Ge- 
raden im Abstände ± m^ bezw. ± m^ gebildet wird. 

Die Fehlerkomponente in irgend einer Richtung ist gleich der 
Lange des in dieser Richtung gezogenen Radiusvektors der Fußpmkt- 
kurve zu der mittleren FehlereUipse. 

Li dem Spezial&Ue n^ *=> m, »> m sind die Längen der halben 
Hauptachsen: 

tm — cos — 

2 2 

Der Ausdruck fQr die große Hauptachse a (wenn a» < 90®) ist 
die PriLzisierung der gewöhnlichen Anschauung, wonach der Fehler des 
Einstechens gerade in der Richtung der Halbierungslinie Ton a» um so 
großer ist, je kleiner der Schnittvmikel o ist. 

Für 914 »> m, »> m und co » 90^ gehen die FehlereUipsen in Fehter- 
kreise über. Ln Sinne unserer Theorie sind also Schnittpunkte von 
Geraden unter rechtem Winkel und isoliert markierte Punkte gleich- 
wertig. Es erweist sich daher in vieler Hinsicht als Yorteilhaft, beide 
mit demselben Namen zu bezeichnen, also auch rechtmnklige Schnitt- 
funkte jjPufüäkreistf^ zu nennen. Allgemein könnte man überhaupt die 
Terschiedenen Arten von Schnittpunkten nach der Form der zu ihnen 
gehörigen Fehlerflächen unterscheiden, also beliebige Schnittpunkte von 
Geraden als y^PunkteUipsen'^y Schnittpunkte von Kreisen, wie wir gleich 
flehen werden, als „Funktavai&^ bezeichnen. Die Benennung nach der 
durch die Realgebilde gegebenen Figur (Punktquadrate, -rhomben, 
Parallelogramme) wäre hier wenigstens unangebracht; bei den Schnitt- 
punkten Yon Kreisen würde es anscheinend sogar an einer passenden 
Bezeichnung fehlen. 

Handelt es sich nun femer um das Einsetzen der Zirkelspitze in 
den Schnittpunkt einer Geraden und eines Kreises oder zweier Kreise, 
80 wird man sich ja meistens damit behelfen können, die Kreise durch 
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ihre Tangenten in den Sclinittpimkten zu ersetzen. Ich möchte hier 
aber wenigstens knrz darauf hinweisen ^)y daß es möglich ist, diese 
Fehlerflächen genauer (unter Berücksichtigung der Krümmung) zu be- 
stimmen. Man erhalt für die Schnittpunkte Yon Gerade und Kreis an 
Stelle der Ellipsen ovalf&rmige Kurven 4. Ordnung, für die Schnitt- 
punkte zweier Kreise Ovcde 8, Ordnung. Es ist auch nicht schwer, die 
Breite und Höhe dieser Fehlerovale angenähert zu bestimmen, besonders 
in den Fällen von Berührung, die hierbei ja am meisten interessieren. 
Jedoch bedarf diese Theorie der Fehleroyale noch einer eingehenderen 
Untersuchung und soll hier daher ganz bei Seite gelassen werden. 

8 4. Die Fehlerhyperbeln. ^) 

Beim Anlegen des Lineals an zwei gegebene Punkte O^ und 0,, 
die wir Yorläufig als Punktkreise yoraussetzen, sind die Fehler als senk- 
rechte Abstände der ge- 
^**^* zogenen Geraden von den 

beiden Punkten zu rech- 



^^V-^;^'-- -; .. .' " ' -V r-^-^- ■'^-^^' /.-;;. --^ 



^ nen (Fig. 5). Bezeichnen 



' ^ " ^ wir sie mit p^ und p^ 

(bipolare Linienkoordi- 
naten), femer die mittleren Fehler des Linealanlegens in 0^ und 0, 
mit ^i resp. f4, so ergibt eine ähnliche Berechnui^, wie bei den Fehler- 
ellipsen, daß alle Geraden gleicher Wahrscheinlichkeit der Gleichung 

genügen. Durch Übergang zu rechtwinkligen Gartesischen Punkt- 
koordinaten findet man zunächst, daß die umhüllten Kurven Kegel- 
schnitte sind, deren Mittelpunkt auf der Strecke 0^0^ im Abstände 

-^^*,von Ol liegt (die Entfernung 0.0^ werde mit o bezeichnet), 

f*l "T /*» 

und deren eine Hauptachse in die Richtung 0^0^ fällt. Auf den 
Mittelpunkt und die Hauptachsen bezogen lautet dann die Gleichung: 

v^\± A) _ ^\A + A)' _ 1 

Die Kegelschnitte sind also konfohüj es treten Hyperbeln und 
Ellipsen auf. Jedoch ist es klar, daß unter gewöhnlichen Verhältnissen 
nur die Hyperbeln in Betracht kommen, deren beide Züge sich von 

1) Einige weitere AusfOliningen über die Fehlerovale und Feblerbyperbeln 
findet man in den §§ 4 — 8 meiner Dissertation. 
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der idealen Yerbindungsgeradeii nicht weit entfernen (letztere ist die 
imaginäre Achse aller Hyperbeln). Wir erhalten also den Satz: 

Die Genauigkeit der Yerbindungsgeraden zweier Pnnktkreise ist in 
der Art dorch eine Schar Iconfokaler Hyperbeln gekennzeichnet, daß alla 
Geraden gleicher 
Wahrscheinlich- 
keit eine dieser 
Hyperbeln um- 
küUen (Fig. 6). 

Wenn die zu yerbindenden Punkte, wie es ja meistens der Fall 
ist, als Punktellipsen (oder Punktoyale) gegeben sind, so muß man 
sich, weil eine genaue Theorie hier große Schwierigkeiten machen 
würde, damit begnügen, /i^ und ^4 als Fehlerkomponenten des Lineal- 
anlegens allein in der Richtung senkrecht zur idealen Yerbindungs- 
geraden anzusehen. Dann sind alle Betrachtungen sofort auch auf 
diesen allgemeineren Fall ausdehnbar. 

Von besonderer Wichtigkeit f&r die Anwendungen sind die mitt- 
leren Fdder der Creradenbestimmung , welche in fönender Weise zu de- 
finieren sind: 

Aus dem T^inkelfehler irgend einer Geraden mit den Koordinaten 

Pi und Q^: sin ^ = ^' "~ ^* erhält man durch Bildung der Mittelwerte 
den ,,müaerepi Richtungsfehler der Geraden'^ 

sin«ö = ?^-i^*. 



Aus dem senkrechten Abstände q eines auf 0^ 0, im Abstände p 
Ton Oj gelegenen Punktes von der Geraden ((>,Pj) (Fig. 7): 



p=Pi(i-f) + Pt 



Fig. 7. 



^ 






findet man durch Berechnung 
des Mittelwertes den „mittleren 
Abstandsfehler in dem beireffenden PunkUf^ 

Die geometrische Bedeutung dieser Formeln liegt in den folgenden 
beiden Sätzen: 

Der mittlere Richtungs-(Winkel-)fehler einer durch zwei Punkte 
gelegten Geraden ist gleich dem Komplementwinkel des Äsymptoten- 
mnkds der mittleren FehUrhyperbd (x* = |). 
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Schlägt man am jeden Punkt der wahren Yerbindnngsgeraden 
«inen Kreis mit dem mittleren Abstandsfehlier ftir diesen Ponkt^ so ist 
die HüUkurve aller dieser Kreise die mittlere Fehlerhyperbel selbst. 

Bei dem letzten der in § 3 aufgezählten Grundfehler handelt es 
sich ebenfaUs um Hüll-Fehlerflächen; er möge deshalb hier anhangsweise 
kurz erledigt werden. Man erkennt sofort die Richtigkeit des folgenden 
Satzes: 

Alle mit gegebenem (oder einfacher: beliebigem) Radius tun einen 
gegebenen Mittelpunkt gezogenen Kreise gleicher Wahrscheinlichkeit 
tunhüllen eine sog. ParaUdkurf?e zu einer FehlereUipse (oder einem 
Fehleroyal) des Mittelpunkts. 

Da gewöhnlich nur kleine Teile von Kreislinien zur Bestimmong 
Yon Schnittpunkten gebraucht werden, so ist die Charakterisierung der 
Genauigkeit durch vollständige „FMerioroiden^ nur selten nötig, bietet 
übrigens auch keine besonderen Schwierigkeiten. Im folgenden bleiben 
die Fehlertoroiden ganzlich außer Betracht. 

% 6. NomexiBOhe Angaben. 
A. Breite von Strichen und Durchmesser von Punkten. 

Die einzigen Angaben hierüber habe ich bei Böhmer (S. 7) vor- 
gefunden; die kleinste für das Zeichnen zulässige Strichbreite soll 
demnach 0,08 mm, der kleinste zulässige Punktdurchmesser 0,10 mm 
betragen. 

Ich stellte an Strichen yerschiedener Dicke, mit Bleistift oder Reiß- 
feder auf yerschiedenem Papier gezogen, mikroskopische Messungen an 
tmd fand folgende Werte: 

Dicke Striche sind etwa 0,25 — 0,40 mm breit 
Mittlere „ „ „ 0,15 — 0,25 mm „ 
Feinere „ „ „ 0,05 — 0,15 mm „ 
Ganz feine „ „ „ 0,03 — ^0,05 mm „ 

Als am häufigsten yorkommende Strichbreite beim Zeichnen kann 
wohl 0,10 — 0,15 mm angenommen werden. 

Zum Vergleich führe ich noch an, daß die Teilstriche auf gewöhn- 
lichen Millimetermaßstäben aus Holz 0,08 — 0,13 mm breit sind, und 
daß feine Teilungen auf Metall eine Strichbreite von etwa 0,025 mm 
haben. 

Bleistiftpunkte sind fast immer so unregelmäßig, daß sie bei 
feineren Zeichnungen nicht verwendet werden dürfen. Dagegen geben 
Zirkelspitzen und Nadeln meistens ganz genaue Pwücticreise. Bei 
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gröberen Spitzen betragt der Durchmesser 0^15 — 0^5 mm, bei feineren 
zylindrischen Nadelspitzen 0,10 — 0,13 mm. Bei ganz feinen Stichen 
Yon 0,05 — 0,10 mm Dnrchmesser, welche ich durch die Spitze eines 
NnllfaUenzirkels erhielt, hörte oft schon die Sichtbarkeit fOr das bloße 
Ange auf. 

B. Große der subjektiven Fehler. 

Die Fehler von Op. C, und 12^ sind an kleinen Zeichnungen ein- 
fachster Art mikroskopisch leicht auszumessen. Op. Q macht selbst 
bei rechtwinkligen Schnittpunkten schon mehr Schwierigkeiten; eine 
größere Reihe von Versuchen darüber ist so wenig befriedigend aus- 
gefallen, daß mir die Angabe der Resultate nicht angebracht erscheint, 
bsTor ich weitere Bestätigungen derselben erhalten haben werde. 

Ich beschranke mich also auf die beiden für unsre Theorie wich- 
tigsten Falle: Fehler beim Einsetzen der Zirkelspitze in einen be- 
liebigen Punkt einer Geraden, und beim Anlegen des Lineals an 
gegebene Pnnktkreise; als solche nahm ich nicht nur Zirkelstichpunkte, 
sondern auch rechtwinklige Schnittpunkte von Geraden, wobei ich das 
Lineal etwa in der Halbierungslinie anlegte. 

Als besondere Aufgabe bei diesen Messungen stellte ich mir die 
Untersuchung des Einflusses der Strichbreiten (die Durchmesser der 
Stichpunkte konnte ich nur schlecht variieren) atrf die Größe der sub- 
jektiven Fehler. Ich fährte also an Geraden verschiedener Breite die 
Ghimdoperationen zu je 10 an der Zahl aus und maß die Gbroße der 
Fehler und die Strichbreiten bezw. Punktdurchmesser; aus den Werten 
jeder Gruppe berechnete ich dann die mittleren zu fürchtenden 
Fehler. Zur Probe gebe ich ein paar Werte für Op. C, an, wobei 2ß 
die Breite der Geraden und m den mitäeren Fehler von Op, C, 
inbezog auf dieselbe bedeutet (die letzten Stellen sind um einige Ein- 
heiten unsicher.^) 



ß 


m 


0,048 mm 


0,043 mm 


0,053 „ 


0,053 „ 


0,074 „ 


0,054 „ 


0,101 „ 


0,064 „ 



Es zeigte sich deutlich eine, wenn auch nur langsame Zunahme 
der Fehler mit wachsender Strichbreite, Ich setzte dieselbe zunächst 



1) Ich mochte zu diesen Zahlenangaben noch bemerken, daß ich kein guter 
Zeichner bin, nnd daß andre vielleicht erheblich geringere Werte finden werden. 

ZtStMliTift f. MafhamAtik u. Physik. 5S. Band. 1906. I.Heft 2 
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als Imeare Relation an und fand nacJb. der Methode der kleiuBten Quadrate 
ungefähr folgende Werte: 

Op. Ca ... in = 0,042 mm + 0,12 * ß mm 
Op. üj . . , p = 0,025 „ + 0,20 ß ,, . 

Die auffällige Verechiedenlieit in dem konstanten und variabeln 
Fehleranteil bei m und pL kann bei mir mcht zufällig gewesen sein^ 
solange jedoch keine anderen bestätigenden Beobachtungen vorliegen 
möchte ich Ton dem Versuch einer Erklarujag dieser Tatsache absehen. 

Für die üblichen Strichbreiten folgt hieraus: 

m = 0,045 bis 0,050 mm 
(i = 0,035 bis Ü,04ö oim. 



len. 



Der Fehler Ton Op. R^ für ein gegebenes Punktloch fiel merklich 
größer aua, nämlich ^ = ca. 0,060 mm. 

Die nähere Überlegung zeigte min aber^ dafi die Annahme einer ■ 
linearen Beziehnng zwischen m bezw. pt nnd ß theoretisch nicht halt- 
bar ist (für praktische Zwecke würde sie nicht nur zulässig, sondern 
sogar vorzuziehen eein). Da nämlich jeder einzelne FelJer € ans einem 
konstanten Anteil V (der Volkmann sehen Konstanien^)) und einem 
proportional ^) der Strichbreite wachsenden Anteil W * ß ( Wi die 
Web ersehe Variahle^)) zusammengeäetzt ist: 

^= V+ Wß, 

so miiB der berechnete mittlere Fehler in folgendem Zusammenhang 
mit ß stehen: ^^^s = y^ -l. >f äl 

Die genaue BerechnuGg von V und W nach der Methode der 
kleinsten Quadrate wäre sehr mühsam; es genügte für vorliegenden 

1) Nach G, Th, Fechner, Elemente der PsychophyBik (1860) 8. S20 ff. f 

2) Die Annahme der Proportionalität int freilich auch nnr ein AuBatz» der 
jotloeh sehr plausibel ist und in dem Wober ichen pEjycbophy ei sehen GeeetÄ 
Pinnen allgemeinen Ausdruck findet. Die angenüheite Richtigkeit bei Halbiernng 
foo Btrecken ist durch Fechner und A. W. Volkmann experimentell nach* 
friwie«en worden. Wenn die neuesten Versuche TOn Pearson über Emektions- 
fMir (Phil. Trans. (Ä) 19S (1902) S. 236—2911) ein anscheinend widersprechendea 
Batnltat erglühen (der Halbiernngafehler war nahezu konstant) ^ eo ist das wohl 
dfcilürch %u erklären, daß sich die Tersuche auf ein ziemlich kleines Intervall 
ifeltrecken tob 4 — 10 cm Lü,nge) beechrilukten, und daß in diesem Bereich aufallig ^ 

koiao Proportiomilität stattfand. Es ist ja ohnebin wahrscheinlich, da6 die Qal- I 
^"Hiumgiä fehler kurve nickt genau eine gerade Linie ist, wie daa Webersche 
ÖMiU es verlangt, sondem daß «ie bald mehT,r bald weniger von derselben 
«biruoht. 
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Zweck y die Ausgleichimg für F^ und W^ als lineare Größen vorzn- 
zunehmen.^) Ich erhielt so für Op. C^ (Op. R^ lohnte die Bereehnong 
nicht) die abgerundeten Werte: 

F- 0,040 mm TT« 0,20. 

Wenngleich meine Versuche manche Berührungspunkte mit den 
imten angeführten von Fechner hatten, so war eine wirkliche Ver- 
gleichung der Zahlen werte doch nicht möglich; es bleibt daher abzu- 
warten, wieweit meine Messungsergebnisse durch solche von andrer 
Seite Bestätigung finden werden. 

C. Sichtbarkeitsgrenzen. 
Kleinste erkennbare Größen. 

unter guten Beleuchtungsrerhaltnissen können mit bloßem Auge 
nodi Linien von 0,002 mm Breite wahrgenommen werden. Demnach 
dürfte die Strichbreite beim Zeichnen ruhig bis auf ca. 0,005 mm 
sinken, was freilich mit gewöhnlichen Hilfsmitteln nicht erreichbar 
zu sein scheint. 

Wenn aber die Länge der Striche weniger als etwa 0,04 mm 
betragt, so sind sie um so schlechter zu sehen, je kürzer sie 
Bind. Ich fand als Verhältnis der Sichtbarkeitsgrenzen für Punktkreise 
und längere Geradenstreifen gleicher Dimension 1 : 15, was auch mit 
anderen Angaben über die Gesichtswinkelgrenze (20" bis 60'") zur 
G^üge übereinstimmt Da die Stichpunkte auf Papier sich verhälir 
nismäßig schlecht abheben, so darf demnach ihr Durchmesser keinesfaUs 
imter 0,06 mm sinken (vgl Seite 16/17). 

Kleinste erkennbare Distanzen. 
Die TJngenauigkeiten von Op. C, und Op. R^ rühren in erster 
Linie davon her, daß das ünterscheidungsvermögen des menschlichen 
Auges nur bis zu einer bestimmten, relativ hohen unteren Grenze 
reicht; Böhmer spricht in diesem Sinne von „physiologischer Inzidene^* 
von Punkt und Strich. Obwohl die Sichtbarkeitsbedingungen bei den 
Zeichenoperationen noch wieder besonderer Natur sind, so werden die 
Eoinzidenzgrenzen doch ungefähr mit denen für gleichartige Elemente 
übereinstimmen, also z. B. för schwarze Punkte und Striche auf weißem 
Grande. Diese kleinsten erkennbaren Distanzen sind annähernd die- 
selben für zwei Punkte (Auflösung von Doppelstemen), zwei parallele 
Geraden und Gerade und Punkt; sie betragen sicher nicht unter 0,06 mm 

1) Zar nfthezen Rechtfertigang verweiee ich auf Fechner, 1. c, S. 226—227. 

2* 
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(in der kleinsten normalen Sehweite von etwa 20 cm); als Durchsclmitt 
wird angegeben 0,08 — 0,10 mm, häufig sogar 0,12 mm. 

Hiemach könnte also bei AusfQhmng von Op. C, fQr eine feine 
Linie ein Fehler von etwa 0,10 mm erst grade bemerkt werden. Rechnet 
man aber noch die Unsicherheit der Hand und kleine Nachlässigkeiten 
dazu, so kann man wohl 0,12 — 0^15 mm als oberste FeUergrenze an- 
nehmen. Schließen wir uns nun der vielfach üblichen Annahme an, 
daß bei Beobachtungsreihen gewöhnlichen ümfangs als Maximalfehler 
etwa das Dreifache des mittleren Fehlers zu erwarten ist, so können 
wir umgekehrt aus einem Maximalfehler von 0,12 — 0,15 mm auf einen 
mittleren Fehler von Ofid — OfiS mm schließen, was ganz gut mit den 
Angaben unter B übereinstimmt. 

D. Die Versachsrelhe von Lambert. 

Die schönste Bestätigung meiner Werte für den mittleren Fehler 
von Op. 0, erhielt ich aus der schon in § 1 erwähnten Versuchsreihe 
von Lambert über den Fehler heim Abgreifen einer gegebenen Strecke 
mit dem Handzirkd. Lambert vergrößerte den beim Abgreifen von 
AB (s. Fig. 8 in halber natürlicher Gbröße) gemachten Fehler dadurch, 

daß er die Zir- 

'*^'- , kelöffiiung auf 

""^ ci^ der Streckern) 

20mal weiter- 
trug; zwischen C und E stellte er sich eine Teilung her, auf der er die 
bei verschiedenen Versuchen erhaltenen Endpunkte ablas. Er wiederholte 
das Abgreifen 80 mal; die Resultate mit Berechnung des arithmetischen 
Mittels sind von ihm 1. c. angegeben. Ich benutzte sie zur Berechnung 
des mittleren Fehlers des Einsetzens der Zirkelspitze in einen der Punkte 
A oder B (die Rechnung ist ganz leicht, da es sich nur um lineare 
Fehler handelt) und erhielt: 

m = 0,047 mm. 

Wegen einiger zweifelhafter Beobachtungen und wegen der Maßreduk- 
tionen ist die letzte Stelle (7) um 1 — 2 Einheiten unsicher; doch 
ändert das nichts an der auffallend guten Übereinstimmung mit den 
von mir gefundenen Werten (m = 0,045 — 0,050 mm). 

Lambert bezweckte mit diesem Versuch eine Bestimmung der 
Grenee des Sehmnkeis. Er fand, daß (nach Streichung einer sehr stark 
abweichenden Beobachtung) die größte Abweichung der Zirkelöffiaung 
AB vom arithmetischen Mittel auf einen Gesichtswinkel von 2' (in 
Sexagesimalteilung) schließen ließ. Daraus folgerte er weiter, daß in 
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jedem der Punkte A und B ein Fehler von höchstens 1' begangen 
sei, so daß „der scheinbare Diameter eines Punktes zwo Minuten seyn mng,^' 
Auf diesen Fehlschluß habe ich auf S. 7 hinweisen wollen. Da es 
sich nämlich nur höchst selten ereignet, daß große Abweichungen in 
den Punkten Ä und B zugleich auftxeten, so erhalt man durch diesen 
Schluß zu kleine Werte für die Fehlergrenzen in Ä und B, Der richtige 
Wert für die Sehwinkelgrenze würde etwa 1,4' sein (2 ist durch |/2, 
nicht durch 2 zu dividieren). Übrigens möchte ich hier noch bemerken 
daß die ganze Methode keine zuverlässige Bestimmung erlaubt, weil 
eben der gesuchte Maximalfehler, auf den alles ankommt, im all- 
gemeinen eine Funktion der Anzahl der Beobachtungen ist. Bei nur 20 
Beobachtungen hätte Lambert voraussichtlich statt 2' den Wert 1^6' 
erhalten, bei 500 Beobachtungen dagegen rund 2,4', bei 5000 2,9' usw.*) 

E. Das Zeichenezperlment von Chr. Wiener. 

In der auf S. 4 angeführten Arbeit Wieners handelt es sich um 
die Ermittelung eines technischen ZeichenfehlerSy nämlich des zufälligen 
Fehlers beim Weitertragen einer beliebigen Zirkdöffnung (Handzirkel) 
auf einer vorgezogenen Geraden. Die hierbei wirkenden Fehlerquellen 
sind: Einstechen unter wechselnder Neigung; Rauhigkeit des Papiers usw. 
Durch hinreichende Wiederholung werden die Fehler mit bloßem Auge 
meßbai- gemacht; es ergibt sich als mittlerer zu fürchtender Fehler bei 
einmaligem Weitertragen (umschlagen) einer beliebigen Zirkelöffiiung 
Ton etwa 1 — 7 mm der Wert: ± 0,018 mm. Aus zwei Versuchsreihen, 
die ich zur Eontrolle ausführte^ erhielt ich in guter Übereinstimmung 
± 0,020 mm. 

Diese technische Fehlerquelle beeinflußt etwas die Lambert sehe 
Versuchsreihe, wie er selbst schon vermutet hat; ich überzeugte mich 
aber durch direkte Ausrechnung, daß der hierdurch entstehende Fehler 
ruhig vernachlässigt werden kann. Übrigens habe ich auch durch eine 
eingehendere Untersuchung gefunden, daß durch das Einstechen seit- 
lich der Linie, welches Wiener auch als Fehlerquelle angibt, ein für 
gewohnlich so geringfügiger Fehler im Endresultat entsteht, daß er 
überhaupt nicht gemessen werden kann (die mittlere zu fürchtende 

Verkürzung beträgt bei der Zirkelöffiiung a: — j/S; es käme aber erst 

auf die Schwankungen dieser Verkürzung an). 

Es ist nicht schwer, nach dem Prinzip der Wiederholung gleicher 
Operationen weitere Versuchsanordnungen zu ersinnen, durch welche 

1) Nach der Tabelle in Cznber, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 207. 
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die Fehler von Op. C^ und Op. B^ mit den einfachsten HillBmitteln 
gemessen werden können. Ich mochte hier aber nur anführen, daB ich 
durch einen einfachen Versuch dieser Art bei Geraden gewohnlicher 
Breite fttr Op. C, den Wert m »= 0,048 mm erhalten habe, wiederum 
in sehr guter Übereinstimmung mit den früheren Werten. 

I 
§ 6. Anwendung der Theorie auf Elementarkonstraktionen. 

Vorbemerkungen. 

Die Zusammensetsfung von Fehlem in der Ebene laßt sich in den 
hier vorkommenden Fällen immer leicht auf die Zusammensetznng 1 

linearer Fehler zurückführen, wie die weiter unten ausgeführten Bei- , 

spiele des näheren zeigen werden. Somit steht der Fehleruntersuchnng | 

ganz beliebiger Konstruktionen mit Zirkel und Lineal nichts mehr | 

im Wege. 

Was die Rechnung im einzelnen betrifft, so muß sie Schritt für | 

Schritt dem Gange der Konstruktion nachfolgen und die Bestimmungs- 
elemente der mittleren Fehlerellipse für jeden Schnittpunkt, sowie der 
mittleren Fehlerhyperbel für jede Yerbindungsgerade ableiten. Es 
müssen also für jeden Punkt zunächst die drei Größen m^, m^ und o 
angegeben werden, und zwar, wenn die Konstruktion weiter fortschreitet, 
gleich in solcher Form, daß die Unsicherheit des Schnittpunkts (Parallel* 
yerschiebungen der Schnittgeraden) mit dem Fehler von Op. C| oder 
Op. jRi für denselben zusammengesetzt wird. Die Orientierung über 
die Bezeichnungen (1. und 2. Gerade, Winkel a und ^) erfolgt am 
besten durch eine beigefügte kleine Figur in den Lageverhaltnissan 
der Hauptfigur.^) Dann ist die Richtung für die Fehlerkomponenie, 
welche bei der weiteren Konstruktion in Betracht kommt, durch den 
Winkel ^ gegen die 1. Gerade anzugeben und die Fehlerkomponente 
selbst nach der Formel (vgl S. 13) 

j^ _ 1»} cofl* (if) — (d) -f m\ cos* t^ 
tp Bin*(D 

ZU berechnen.*) Für jede Verbindungsgerade sind die Fehlerkompo- 
nenten von Op. jRi (senkrecht zur idealen Yerbindungsgeraden) in den 
beiden gegebenen Punkten zu ermitteln; sie mögen mit ^ und [i^ 
bezeichnet werden (wobei alsdann eine Nebenfigur nötig ist), oder, wo 
das genügt, durch (i mit der als Index angehängten Bezeichnung des 

1) Häufig erlaubt der Zusammenhang eine leichte Rekonstruktion der Be- 
•ift^iittngen und macht die Nebenfigur unnötig. 

i"^ Die Fehlersusa mmensetzung könnte auch erst nach Berechnung der Fehler- 
erfolgen, was sich jedoch weniger empfiehlt. 
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Punktes, z. B. ftA, ^b- Außerdem ist immer die Eemitnis der Ent- 

femtuig der zu verbindenden Punkte notig. Dann handelt es sich 

entweder um den mittleren Richtungsfehler, der nach der Formel 
(TgL S. 15) 

or 

ZU berechnen ist^); oder um den mittleren Abstandsfehler in einem 
Punkte, der von dem ersten der gegebenen Punkte* um p entfernt ist 
W & 16): 

Ä;-rt(i-f)'+.'.(f)" ■ 

Auf diesen drei Formeln beruhen alie Anwendungen der Theorie. 

Es kommt manchmal vor, daß mehrere Linien durch einen Punkt 
gezogen werden müssen. Dieser Fall (Überbestimmung) läßt sich nach 
unserer Theorie nicht behandeln; er kann aber meistens leicht dadurch 
Tennieden werden, daß die Geraden nicht vollständig ausgezogen werden, 
wie es ja besonders beim technischen Zeichnen vielfach üblich ist 

Es mußte vorläufig darauf verzichtet werden, für die Fehler von 
Op. C, und von Op. R^ zwei verschiedene Konstanten zu gebrauchen, 
weil dadurch alle Formeln gleich erheblich verwickelter wurden. Es 
ist alfio, wie es ja auch in Wirklichkeit annähernd der Fall zu sein 
scheint, m ^ [i gesetzt worden, und diese einzige Konstante ist mit d 
lemcknet. 

In den Zahtenbeispiden ist für d ein ziemlich kleiner Wert ge- 
nonunen, nämlich d = 0,040 mm, einerseits weil gute Zeichner solche 
Genauigkeit noch bequem erreichen dürften, andrerseits weil bei dieser 
Wahl die Abweichungen der Theorie von der Wirklichkeit (bei kleinen 
Sclmittwinkeln usw.) numerisch weniger bedeutend werden, was für 
Vergleichungen mit den Leistungen andrer Zeiohenapparate wichtig ist. 
Bei einigen Eonstruktionsaufgaben habe ich z. B. die Frage zu lösen 
gesucht, ob sie genauer durch geometrische Konstruktion mit Zirkel 
und Lineal, oder durch Rechnimg und Verwendung von Maßstab und 
Transporteur ausführbar sind. Als mittleren Fehler für Ablesungen 
an einem in Millimeter geteilten Maßstab habe ich dabei ebenfsdls 
'»0,040 mm angenommen. Mit großen Transporteuren kann man 
noch Winkeldifferenzen von 1' feststellen; jedoch ist im allgemeinen 
ein mittlerer Fehler von 1' — 2' auch bei guten Listrumenten (mit 
Alhidade und Nonius) zu befürchten. 

1) Bei der Kleinheit dieser Winkel genügt es meistens, den Bogen S statt 
des siani in nehmen. 



Af^ 4^ H^0ßrA$M$t 4^ Zm^ii^gMkMmit tmd des liaeala liabe ich 



k. KMftfiktlM 4«r KttMMkmkt«. 

l/f^^/ßff, (V\fi. i9.) (ittmn\mi Ah^a. Kreise ^(r) mid B{r), Ver- 

tfi4* HiftmU*» A H m Atir Rinfachheit halber durch senkrechte End- 
«f'fW<h^ ft^K^^'^ff ^^^ ifi Molr.h«!! f "allen immer angenommen werden 

«oll); dann haben wir fßr Op. C^m A und jB 
mittlere Fehlerkreise mit dem Radios d, 

Fehhrellipsen in C und D (Fig. 9 a). 
Wegen dei Fehlers von Op. C^ in J. hat die 
1. (]era<le in C die mittlere Parallelverschie- 
bimg df dazu kommt die Fehlerkomponente 8 
fWr (Ion Bubjektiyen Fehler in C (Op. B^ oder 
Op. (*|); also zusammen (nach der Regel 
nbi^r die Zusammensetzung linearer Fehler): 
m» - d» + d" - 2d*, ebenso wj = 2d\ Schnitt- 



^ftf ff 



iip. 



.r 



if 



\ 



I? 



f 



ii 



winki^l: oosco — 1 — 



«r« 



tih 



Ft^^Uf^hjfptrhti für CD. [ic nnd hd sind 
di^ Hallvaohsti^u der mittleren Fehlerellipsen in 

r Ihniw. />♦ also Ma i' — * ist\i 



«^ ~ «i^^ - 



VAt * <% 



< 






W^^^J^ *^^ " ^r ^^^ *^* 



v*V 



t«^ 



-^^., _* .Jl; C P-V«|4r^-«*. 
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miitlereii Abstandsfehler der Geraden CD in ilirem Mittelpunkte E\ 
derselbe ist, wie man leicht findet (für p » ^ j : 



^c . ^ r. 



"|/2 a ^ ' 

2) den mittleren Winkdfehler der Senkrechten CD: 



M — 0,028 mm 


r = }/2-a, M- 0,080 mm 


itf= 0,040 „ 


r- 2-a, Jf- 0,113 „ 


Jlf = 0,057 „ 


r- 3 a, Jlf- 0,170 „ 



Diskussion, 

1) Ans dem Ausdruck für M folgt: 

Der Halbierungspunkt wird am genauesten erhalten, wenn der 
Radius des Hilfskreises möglichst klein, also nur wenig größer als die 
halbe Strecke ist.^) 

Das Anwachsen des Fehlers bei größer werdendem r zeigen folgende 
Werte für * - 0,040 mm 

a 
a 

2) Die Formel für sin ^ ergibt folgende Regel: 

Der rechte Winkel wird um so genauer erhalten, je größer r ist; 
es gibt aber eine untere Grenee des Fehlers (für r » oo\ die umgekehrt 
proportional der Strecke a ist; die erreichbare Genaaigkeit ist also 
nicht beliebig groß. ' 

Die Grenze ist: hZA © = ± -V^; dies gibt für d = 0,040 mm und 

a = 1 mm, 10 mm, 50 mm, 100 mm, 
««) « 3,24^ 0,324^ 0,065«, 0,032<>. 

Die Fehler sind also bei kleinem a recht erheblich (der Unter- 
Bchied zwischen Fehlerellipsen und Fehlerovalen macht hierbei nur 
wenig aus). Da in vielen Fallen ein mittlerer Fehler von 0,1® und 
darüber als unzulässig zu bezeichnen ist^ so muß bei kleinen Strecken 
(etwa unter 30 mm) unbedingt eine Hilfskonstruktion zur Erhöhimg 
der Genauigkeit angewendet werden (vgl. § 7). 

1) Dieses wichtige Resultat ist zuerst von Wiener (Darst. Geom. 1, S. 191) 
g«^den; vgl. G. Müller, S. 29 nnd Geuer, S. 36. 

t) Die Winkel sind nach der 6 -stell. Logarithmentafel von Bremiker in 
^^Motteiltifi^ des cCUen Oradea berechnet. — Zu bemerken ist noch, daß a >- <^y2, 
^ > 0,07 mm sein mu£. 
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Von der Abnahme des Winkelfehlers bei wachsendem r gibt folgende 
Tabelle f&r a » 50 mm eine Vorstellung. 

r = 30 mm, 50 mm, 100 mm, 200 mm, <x> 
® ^ 0,117^ 0,075«, 0,067^ 0,066^ 0,065«. 

Das auffälligste Resultat dieser Untersuchung ist, daß man bei 
der Konstruktion der Mittelsenkrechten die Wahl hat, entweder den 
Mittelpunkt oder den rechten Winkel möglichst genau herzustellen, daß 
aber beides zugleich nicht möglich ist, weil eine Änderung yon r ent- 
gegengesetzte Wirkung auf M und S ausübt. Will man trotzdem 
beides zu yereinigen suchen, so ist zu beachten, daß der Winkelfehler 
bei Vergrößerung von r nur langsam abnimmt, während der Fehler 
des Mittelpunkts bald sehr schnell wächst. Es ist daher noch am 
vorteilhaftesten, einen nicht zu großen Radius zu nehmen, unter 
gewöhnlichen Verhältnissen &nd ich r =» a am geeignetsten.^) 

Übrigens dürfke es in den Anwendungen nur sehr selten vorkommen, 
daß von einer Mittelsenkrechten zugleich der Mittelpunkt und der rechte 
Winkel gebraucht werden; denn meistens handelt es sich nur am eine 
kleine Anzahl von Punkten auf der Mittelsenkrechten; für diese lassen 
sich die Bedingungen der größten Genauigkeit immer eindeutig fest- 
stellen. Außerdem gibt es noch den, wie ich glaube, sehr empfehlens- 
werten Ausweg, zwei Paare von Kreisen um Ä und B zu schlagen, 
eines mit kleinem, eines mit möglichst großem Radius, und die Oerade 
durch vier Schnittpunkte zu legen. 

B. Errlohten der Senkrechten in einem gegebenen Punkt einer Geraden. 

1. Lösung. (Fig. 10.) Kreis mit r um den gegebenen Punkt C; 
Kreise um Ä und B mit r'; Verbindungsgerade CD, 

FeKleruntersuchung. 
^*« ''• In G Fehlerkreis mit Radius d. In il 

und B Fehlerellipsen mit den Bestimmungs- 
'^^^ stücken (Unsicherheit des Schnittpunkts + 

/\^ subjektiver Fehler von Op. C^): 

wf-=d«, w|«2dS ai«90« 

^DäC wird als Hilfswinkel 9? eingeföhrt: 

cos (p ^ -,' Für die Fehlerkomponenten in 

A und B nach D hin ist ilf '^ (p, also 

JCJ^ ,,j - iS:^^^^) - mJsinV + mfcosV - d«(l + cos«<jp). 

1) Übereinstimmend mit G. Müller, S. 29, jedoch aus andern Gründen. 
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Pehlerellipße in D: mj « mj = **(2 + cos»^?); ca - 180 - 2(p. 
Felllerhyperbel für CD: fic»-^^); ^d ist die Halbachse der mitt- 
leren Fehlerellipse La D (^ » |^k also 

, _ »*? ^ ^'(2 + cog« y) 

^^ "^ ^ . , OJ *" 2 COB* qp 

2sm' — 

Da « CD =» r' sin 9; so ist der gesuchte mittlere Richtungs- 
fehler TOD CD: 

a^r^t Ad _ ^C + l'D _ <y'( 2 + 8COg'y) 

o" 2r * Bin' qp cos" g> ' 

2^ 



sin 9 » . . ^ Vi + 1,5 cos* g>, 
r Bm2g} ^ ' ' ^' 

oder, in r und r' ausgedrückt 
sin 9 '- 



-'VW' 



woraus die Abnahme von 6 bei wachsendem r' und r zu erkennen ist. 

Wegen der Begrenetheü der KonstntkHonsparameter r tmd r' gilt es, 

dasjenige Verhältnis r :r' oder denjenigen Winkel tp zu ermitteln, für 

den B ein Minimum wird. Man findet durch Differentiation des Aiv- 

dracks . A^ ^ die quadratische Gleichung für tp: 

cos»29 + ^cos29) + 1=0, 

Tind als deren Losung ^^ » rund öl,5^, folglich r » 0,63 • r^^ Nehmen 
wir der Einfachheit halber 45^ ab günstigsten Winkel an (Dreieck ABD 
rechtwinklig-gleichschenklig), so erhalten wir als kleinsten erreichbaren 



sin©-* 1/7 -4 -2,65, 



FeUer 

sinö== . 

r 

dM z. B. für * — 0,040 mm und r' =- 200 mm: 

© « 0,030«. 

2, Losung. (Fig. 11.) Eü-eis um den beliebigen Punkt mit 
OC^mf'^ die Yerbindungsgerade ÄO gibt den Punkt B, der senkrecht 
«ber C Hegt. 

1) Wenn der den Ponkt C markierende Strich genau senkrecht auf AB 
*^t und einigermaßen lang ist, so wird der Fehler von Op. jß^ in C in Wirk- 
liefakait Terschwindend klein (die umhüllten Fehlerkreise haben hier eine Diskon- 
^nit&tMtelle); wir schließen das natürlich ans. 

S) Wiener und G. Müller (8. 82) geben r =» 0,6 r' an. 
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Fehleruntersudiung, 

Der Radius OC hat den mitÜeren Fehler ± d. Daher ist für 
Punkt Ä: 




wj 



2d\ w|«d«, © = 90-9, 



wenn <^ OCÄ mit (p bezeichnet wird. 
Op. iZ^ in j1 ist ^ »» 0, also: 



Für 






wf 008» a> + w} 8* {1 + 2 sin* y) 



cofl'9) 



Es ist 11% » d', folglich ist der Abstandsfehler 
der Verbindungsgeraden AO in, B: 



Felllerellipse in B (Fig. IIa): 

mJ-2*», «,;»JlfJ + a« = 3d>*-±^, «0-90». 

1 ' « ' C08* qp ' 

Für Op. JSj in J8 ist ^ = 90 — 9?, also 

xrt t s f ■ B*« ^9 2 + Bin' qp (1 4- 008* <p) 

Kl^lii^ ml cos«<p + m\ sm'<p = d«-^^ ^^^^^ ^ . 



Fi«. IIa. 




Wegen [il ^ d* und BC « 2r sin 9? wird schließ- 
lich der mittlere Winkelfehler von BC: 

sin«© = d»?4^^5^^!^^ 

C0B'qp*4r'8in'qp 

sin*© * 



r8in2(p 



y3 + 7Bin«29?. 



Das relative Minimum von 9 inbezug auf 9 tritt, wie ohne weiteres 
ersichtlich, für 9? -= 45** ein, d. h. der Punkt muß in der Halbierungs- 
linie von -^ACB gewählt werden, und zwar möglichst entfernt von C, 
weil sin B umgekehrt proportional zu r ist. Da fQr 9 » 45® sin @ 

— 1,80 • — wird, so ist diese Konstruktion unter sonst gleichen Um- 

»tJlnden um etwa 30% genauer als die vorige, imd daher immer voizu- 
»it^hen. Man erhält für d = 0,040 mm und 

r = 100 mm, 200 mm, 300 mm 
ö= 0,041^ 0,022», 0,013« 

Km ließe sich also mit einem sehr guten Transporteur oder rechten 
Wiiik^kl kaum ein besseres Resultat erzielen; freilich ist hier die TTn- 
VitUkiuuuitmheit der Lineale unberücksichtigt geblieben. 



Yon KOHBAD NiTK. 



29 



Fig. IS. 



C. Weitere EonstniktioiLeii von rechten Winkeln. 

Zur Entscheidung der Frage, auf welche Weise überhaupt zwei 
sich rechtwinklig schneidende Geraden am genauesten konstruiert werden 
können^ untersuchte ich noch folgende ein- 
fache Konstruktionen.^) 

1) Beliebige Gerade AC\ beliebiger 
Kreis 0{r)] Yerbindungsgeraden AO und 
BC. (Fig. 12.) 

Die Fehlerberechnung ist gauz ähnlich, 
wie bei der yorigen Konstruktion; man er- 
halt für den Fehler des rechten Winkels 



sinO» 



r8iii2qp 



ys — COS 29 + 1 BiQ*29, 




worin tp wieder den Winkel OCA be- 
deutet. Sein günstigster Wert ergibt sich aus der Gleichung 

cos' 9 — 6cos29) + 1=0 

zu rund 40^, wofür wir wieder jü annehmen können. Dann wird 

sin©- 1,94-. 

la) Modifikation von 1), indem erst ein beliebiger Ej-eis 0{r) und 
in ihm ein beliebiger Durchmesser AB gezogen wird. Die Genauigkeits- 
formel (deren Ableitung an einer Stelle eine 
besondere Überlegung erfordert) ist die gleiche, 
wemi die Voraussetzung: m » ^ zutrifft; ist 
aber etwa m < fi, so ist Konstruktion 1) die 
genaiiere, und umgekehrt. 

2) Büreise 0(ir) und O'if) um beliebige r/ x^ 

Punkte einer Geraden; Yerbindungsgerade AA\ 
(Rg. 13.) 

Der unterschied gegen die Konstruktion 
der Mittelsenkrechten besteht nur in den Fehler- 
komponenten von Op. C| in und 0\ die 
hier nicht ^dj sondern nur »dsin^) sind, 
wenn -^AOO'^fp gesetzt wird. Man findet 
als Winkelfehler von AA'i 



Fig. 18. 



X 



'r 



yi 



Ö^ 



sin 9 



raia2q> 



yi + BinV, 



1) Z. T. nach Lemoine, Gtomätrognphie (Scienti», Nr. 20), S. 19. 
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oder unter Einf&hrang der Strecke 00' '^ a 



— ii/:Ef 



4r* 

Der (Grenzwert fQr r » oo bei festem a: sin 9 » — 1/2 ist also 
genau derselbe wie bei der Mittelsenkrechten. Bei beschränktem r ist der 
günstigste Wert yon tp wieder angenähert 45^; dafür ist sin 9 «= 1^2-- 

2 a) Noch einfacher für die Fehleruntersuchung ist es, zuerst zwei 
beliebige Kreise 0(r) und 0'(r), dann die Yerbindungsgeraden 00' 
und ÄÄ' zu ziehen. In denselben Bezeichnungen wie oben ist der 
mittlere Richtungsfehler von 00': V2 — , von ÄÄ': — ="0— ; »l*o ^^ 
der Fehler des rechten Winkels: 



sin Ö «= JT/ , . ,a — h —1 • 

Für den günstigsten Winkel q> » 45® folgt daraus 
sin©=y2*«l,41.^. 

Die folgende SkisammensteUung der Winkelfehler bei bester Wahl 
der Eonstruktionsparameter (überall g> » rund 45®) 

A. 1,41 . 1 

B. 1)2,65.^, 2) 1,80.^, 

C. 1) und la) 1,94 * , 2) 1,22 *, 2a) 1,41 • j 

zeigt nun, daß die Konstruktion C 2) im allgemeinen die genaueste sein 
dürfte; ihr mittlerer Fehler betragt für d = 0,040 mm und r«=200mm 
nur ± 0,014®. Ein solcher rechter Winkel konnte also schon zur 
Kontrolle von Transporteuren und Winkelscheiten benutzt werden. 

Das Fällen einer Senkrechten von einem gegebenen Punkt auf eine 
gegebene Gerade möge hier übergangen werden, weil die Fehlerformel 
dafür ziemlich verwickelt ist. 

D. Antragen eines Winkels. 

Wird der gegebene Winkel mit a imd der Radius des Hilfskreises 
mit r bezeichnet, so ist der mittlere Richtungsfehler des angetragenen 
Schenkels 



sin © -—1^0,5 + 5 cos« 
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Das Versagen dieser Formel für a = 180® ist eine Folge des Setzens 
der Ereistangenten fftr die Bogen. Trotzdem aber werden die Fehler 
auch schon bei mäßig stampfen Winkeln so bedeutend^ daß man immer 
besaer tnt^ sich auf das Antragen spitzer Winkel (unter Umständen also 
der Nebenwinkel) zu beschränken. Folgende Tabelle zeigt dies an 
einigen Zahlenwerten fELr r = 200 mm. 

«=0« 20« 40° 60« 90«> 120® 

©-0,027® 0,027® 0,029® 0,031® 0,040® 0,061®. 

Ob sich mit einem Transporter beim Übertragen von Winkeln 
eine solche Genauigkeit erzielen läßt, ist wohl zweifelhaft. Wenn es 
. sich dagegen um die Ermittlung der numerischen Große eines Winkels 
handelt, wozu ja die Ausmessung einer Sehne in einem Kreise mit 
ebenfalls ausgemessenem Radius dienen kann, so ist, wie eine der obigen 
ähnliche Rechnung zeigt, der Transporteur etwas im Vorteil (bei 
r = 200mm). 

E. Halbierung eines Winkels. 

Da die Untersuchung dieser Konstruktion etwas schwieriger ist 
und zu einem bemerkenswerten Resultate führt, so soU die Rechnung 
einigermaßen ausführlich wieder- 
gegeben werden. ^«- **• 

Bezeichnungen (Fig. 14): 
^Cil£=a; AB^AC^^r, 
BD^CD ^r'-, Hilfswinkel 
BBE = 9?. 

Für die Fehlerkomponente 
in A nach B resp. (7 ist ^ = 
resp. = a; folglich ist 



In Punkt B ist also 



1 + COB* a 




-B 



m: 



ml 



d' 



CD = 90®. 



Für die Komponente in B nach D (wobei wir natürlich den yon 
A entfernteren Schnittpunkt nehmen) ist ^f ^ q>j demnach • 

K^B,D) =» ^c, D) = wi\ sin*9 + m\ cos^^ 

m/ • 9 1 2C08*qp\ 
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Elliiwe iB D: 

— l^j - r?^ — o Für Op. ^ in D TeriMiidiingBgenkde ÄD) igt 
Feraer: ^i .-j-^: o =- AD ''"' 






Daimiis ergibt ndi der mittkr» Wakelftdder toa ^D: 

sin 9 =» := 

Die Bestnnniiiniff des Jftmflniatf dnrdi DiffeicBiiitiUH thii ^ fthit 
mnf folgende GkkkiiBgeB: 

28in*^ eo8^ — 2iiB^ SB^I^ SB<'2^ ' c ^eos^ m'cH-Seoe'^ 

scUiefilieh: 

Zahlen werte: 

«- 0* 30* 6c»* ^y i^y lyy iscf 

^-JKV^ SS,3« SK>* Tt^,:* 75.4» S«:«.? 90*. 

D*« Minimum von ^ liect bei ä = il6,7* xmä betiigt 75J*. 

O^n^r ^^8. 38^ und 0. Müller S. ?7 »r«. wmigsbaM für spitie 

WinW, (U;ii Re^l lur uuvliolisj cesÄa« HjLl'rüernng an. dmB der 

B«dm r' *W rweiU^n Hilfeknn^ses F J* = CT* z.-zt ^€iiig linger ab 

Ä% Ifittft# dw Kreisiiehne K(" sein s^rU iSezD^Teegm sagt obige 

Pwwi mt ÄUUoureihe äuä. a^iß -^ uir. 5o crofer «pen die Sehne BC 

*U irVKW ilt^ jo jrW^&T *ior 5u hAlb:eresSe Wi-kel isi: beueidmai wir 

^f^ rXiW ti^ «6 ki^unon >Mr tolci-na^. t^-r w.rilici^ Terwraümg xielleicht 

M(ih WftM flHK^^«^<<' TjilvUo ;ftut^tx'r;e:i 
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Weon wir für qp den konstanten Wert 90^ annehmen, so erhalten 
wir noch das merkwürdige Resultat, daß die Genauigkeit der Winkel- 
halbierenden unabhängig von a wird, nämlich sin ö = yT^ • - = 1,22 • — ; 
der Fehler ist also yerhältnismäßig recht klein. 

F. Konstruktion von Parallelen. 

Es gibt in der Hauptsache 4 Lösungen (vgl. Lemoine, Scientia^ 
S. 25). Die in Deutschland üblichste Konstruktion (Fig. 15) beruht 
auf der Gleichheit der Wechselwinkel 
(oder Gegenwinkel) bei Parallelen; 
sie gehört zu den verwickeltst^n und 
lohnt schon aus diesem Grunde kaum 
eine Fehleruntersuchung; ich gebe nur 
an, daß die beliebige Gerade durch 
Ä anter möglichst spitzem Winkel gegen BC gezogen werden muß. 

Die klassische französische Konstruktion (nach L.), auf der Her- 
stellung eines Pardüdogramms beruhend, ist etwas einfacher, führt aber 
zu einer verwickelten Fehlerformel. 

1. geometrographische Konstruktion: Bhomhusprimip. (Fig. 16.) 
Ausführung: Kreise -4(r), B(r)y C{r)] Verbindungsgerade AD. Wird 
der Abstand des Punktes A von der 
Geraden BC mit d bezeichnet, so er- 
gibt sich für den mittleren Richtungs- 
fehler der Parallelen die höchst ein- 
fache Formel (wenn A als Punktkreis 
gegeben ist): 

. e-yg. 1 = 2,45. J. 




Fig. 16. 
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Daß der Fehler sich als unabhängig von r, außerdem als umgekehrt 
proportional zu d herausstellt, ist zuerst vielleicht befremdend. Eine 
aufinerksame Betrachtung der Änderungen der verschiedenen Schnitt- 
punkte usw. zeigt aber auch anschaulich die Richtigkeit dieses Resultats. 

2. geometrographische Konstruktion: ParaUeltrapezprinzip. (Fig. 17.) 
Augfahrung: Kreis um beliebigen Punkt mit OA = r; Kreis um C 
mit BA\ Yerbindungsgerade AD, 

Z«itoclu1lt f. Mathonuktlk u. Physik. 59. Band. 1906. 1. Heft. 8 
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Die Behandlnng f&r ganz beliebige Lage Yon macht mmotige 

Schwierigkeiten; man erkennt nam- 

^ ^^*' ^^' \2) lieh leicht, daß bei gleichem r die 

^^^^ ^^^ \^^ günstigste Lage von die sein miiß^ 
""^"--.^^ I bei der das Paralleltrapez ABGD ein 

/ Bechteck wird, was bei der Ausfährong 
— i jL — durch das Augenmaß genügend ver- 
wirklicht werden kann. Li diesem 
Falle (Reditecksprimip) ist der Winkelfehler von AD: 



«°®=*yü^.- 



Er nimmt also bei konstantem d unbegrenzt ab mit wachsendem r. 
Eigentümlich ist aber, daß G hier um so größer ist, je größer d. 

Zahlenwerte f&r * =- 0,040 mm und r = 200 mm. 
1. geometr. Konstruktion: 

(7 »10 mm 50 mm 100 mm 
0-0,562« 0,112« 0,056« 

2.. geometr. Konstruktion 

S - 0,013« 0,013« 0,014« 

Die im allgemeinen bedeutend größere Genauigkeit der 2. Konstruktioii 
hat ihren Gbimd darin, daß bei derselben die Zirkelöfihung nach Mög- 
lichkeit ausgenutzt wird. Li Anbetracht der Wichtigkeit der Parallelen- 
konstruktionen und der anscheinend wenig verbreiteten Kenntnis der 
Lösung 2) hebe ich hiemach als besonders bemerkenswertes Resultat 
hervor, daß die Konstruktion ncu^ dem Bechtecksprimip wegen ihrer 
Einfadikeit und Genauigkeit gewöhnlich edlen andern ParaUdenkonstruk- 
Honen vorzuziehen ist. 

% 7. Untersnohung einiger anderer Konstruktionen 
A. Eonstraktion eines Dreiecks aus den drei Seiten. 

Böhmer hat auf S. 13 — 15 seiner Dissertation die Differential* 
formein hierfür aufgestellt (es ist dies die einzige Anwendung bei ihm 
und somit wohl überhaupt das erste und eifuige Beispiel einer derartigen 
Untersuchung) und folgendes interessante Resultat gefunden: 

Wenn es darauf ankommt, daß der Spidraum des letzten Punktes 
tnöj^ichst klein wird, so muß man die Konstruktion mit der größten 
Seite heginnen und die kleinste daran anschließen. 

An Stelle des „Spiebaums^^ nahm ich zur Beurteilung der Glenauig- 
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keit den „mittleren Fehler^ nach der Definition von Jordan: Af* = -V^— • 
" sin' (0 

Ich erhielt so bei der Eonstraktionsreihenfolge e,i,afui den mittleren 

Fehler des Punktes C den Ausdruck: 



Jf (c, b, a) = ^.^- y >/5 + sin» a + cos» /5 . 

Durch Nachrechnung an einem Zahlenbeispiel (a«6y 2)=>5^ c»4) 
£Etnd ich das yon Böhmer erhaltene Resultat testätigt und konnte auch 
noch feststellen^ daß sich die Differenz zwischen der besten und 
schlechtesten Konstruktionsreihenfolge (in obigem Beispiele etwa 1^4 d) 
auch in Wirklichkeit sehr wohl bemerkbar machen kann. 

B. Konstruktion eines regulären Sechsecks. 

Wird der Ausgangspunkt B auf der Kreisperipherie durch den 
Radius BÄ markiert gedacht (Fig. 18)^ so sind die Fehlerkomponenten 
Ton Op. C^ in den einzelnen Punkten der Reihe nach folgende: 



BC CD DE EF FG OB 

±s dys dYb *}/7 *y9 dYii. 

Die numerische Größe des Schließungsfehlers in B sollte demnach 
etwa 0,13 mm betragen. Bei einigen Versuchen, die ich anstellte, er- 
gab sich ein so hoher Wert nicht; wahr- 
scheinlich machten sich schon hier, bei ^^s- ^^ 
Schnittwinkeln von 60®, die Abweichungen -jg^--" ^"^HP 
der Theorie von der Wirklicheit bemerkbar. // V\ 

Natürlich erhält man die Eckpunkte //' '\\ 

des Sechsecks viel genauer, wenn man zuerst ^/^ \\ 

von B aus die Punkte C und G, dann D ^\\ "^ 

und 2^, schließlich E konstruieri Aber yX / / 

auch dann laßt die gesamte Genauigkeit der \\ /y 

Sechsedefigur y wie ich durch ausfährlichere ^^^^^^^ZZIIZ^^^^ 

Rechnungen feststellte, noch soviel zu 

wünschen übrig, daß es durchaus nicht angebracht erscheint, sie zur 
Grundlage einer Kreisteüung zu machen, wie Mascheroni es getan 
hat So interessant es daher auch wäre, die Kreisteilung nach den An- 
gaben Mascheronis vollständig auf ihre Fehler bei der wirklichen 
Ausfahrung zu untersuchen*), so dürfte es doch nicht der Mühe 

1) Über die Yierteilimg des Ereises nach Mascheroni habe ich noch er- 
mittelt, daß sie, falla dem Zirkel nicht ganz besondere Vorzüge gegenüber dem 
Lineal einzarftnmen sind, bedeutend ongenauer ausfällt, als eine der gewöhnlichen 
Komtraktionen von rechten Winkeln. 
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lohnen, weil diese Eonstraktionsmethode meines Wissens nur noch ein 
historisches Interesse besitzt. 

Die Fehleruntersuchung verwickelterer Konstruktionen beansprucht 
zu ihrer Darstellung zu viel Raum, als daß ich in dieser Arbeit noch 
darauf eingehen könnte.^) Ich möchte daher zum Schluß nur ein 
paar Worte über die 

C. Hilfskonstruktionen zur Erhöhung der Genauigkeit 

hinzufügen. Der Gedanke an solche Konstruktionen findet sich, wie 
schon in § 1 erwähnt, wohl zuerst bei Mascheroni. Q. Müller weist 
an yerschiedenen Stellen darauf hin; Witting hat sich 1. c. S. YII 
etwas eingehender mit ihnen beschäftigt.') 

Bei der Behandlung der Miüelsenkrechten wurde schon darauf auf- 
merksam gemacht, daß man die Strecke AB zur Vermeidung zu großer 
Winkelfehler künstlich vergrößern kann, in welcher Weise, braucht 
wohl nicht weiter auseinandergesetzt zu werden. Auch das Halbieren 
sehr stumpfer Winkel läßt sich dadurch umgehen, daß man von dem 

zu großen Kreisbogen auf beiden Seiten 
gleiche Stücke abschneidet. Daß in 

Fig. 19. ® 

diesen beiden Fällen der gewünschte 
Erfolg wirklich erzielt wird, ist un- 
zweifelhaft, wenn auch die Untersuchung 
über die Größe der Verbesserung und 
die beste Wahl der Hilfsgrößen etwas 
schwierig ist. 

Strittiger dagegen ist der Erfolg 
der bekannten Konstruktum Bur Ver- 
besserung eines sehr spitzwinkligen Schnitt- 
Punktes (Fig. 19): man schneidet die 
beiden Geraden durch zwei Parallelen in geeigneter Lage, trägt die 
ausgeschnittenen Strecken nmal weiter und verbindet die Endpunkte 
durch eine Gerade. Nach Witting soUte es unmöglich sein, auf diese 
Weise eine Verbesserung des Schnittpunktes zu erreichen. Durch eine 
ausführliche Untersuchung der Fehler bei dieser Konstruktion habe 
ich aber gefunden, daß dies doch immer möglich ist, meistens sogar 

1) Ich habe die nötigen Rechnungen bereits für verschiedene Beispiele durch- 
geführt, z. B. für 2 Konstruktionen des goldenen Schnittes und für 2 Näherungs- 
konstruktümen für n. 

2) Dabei möchte ich erwähnen, daß mir die von Witting angegebene 
Konstruktion sur Halbierung sehr kleiner Winkel beachtenswert scheint, und daß 
die von ihm selbst dagegen erhobenen Einwände größtenteUs nichtig sind. 
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schon durch eine ganz Meine Wiederholungsmhl n des Weitertragens 
der Strecke. Ich will aber hierauf nicht näher eingehen, weil die 
Untersuchung ziemlich umständlich ist; außerdem ist auch noch zu be- 
denken, daß gerade bei dieser Frage (sehr spitze Schnittwinkel) die 
mutmaßlichen Abweichungen unserer Theorie yon der Erfahrung stark 
ins Gewicht fidlen werden, sodaß eine endgültige Entscheidung hierüber 
doch noch nicht möglich ist. 

Königsberg, im März 1905. 



über die EnrzscIilnBstromkTirye eines Gleiclistromankers. 

Von Gustav Mie in Greifswald. 

In seiner kürzlich erschienenen Kieler Dissertation^) macht Herr 
P. Siebesell eine vor einigen Jahren yon E. Arnold und mir ver- 
öffentlichte Untersuchung^) zum Gegenstande seiner Kritik. Obwohl 
es jedesmal höchst erfreulich ist, wenn ein durchgebildeter Mathe- 
matiker sich mit den oft so interessanten technischen Problemen 
befaßt, so glaube ich doch, daß jeder, der diese Arbeit mit Aufmerk- 
samkeit Uest, nicht viel von dieser Freude empfinden wird. Leider ist 
Herr Riebe seil über die Elemente der Funktionenlehre noch so im 
Unklaren, daß man nicht viel von seiner Arbeit erhoffen kann. Nun 
ist aber seine Schrift als Doktordissertation angenommen, und dies 
notigt uns, seine Trugschlüsse mit einigen Worten aufzudecken, damit 
nicht diese scheinbare Billigung seiner Irrtümer von berufener Seite 
Zweifel an der Richtigkeit unserer Resultate erwecken möge. Ich er- 
laube mir deswegen, zugleich auch im Namen von Herrn Professor 
£. Arnold, zu zeigen, auf welchen falschen Voraussetzungen Herr 
Biebesell seine Schlüsse aufbaut. Zugleich möchte ich diese Ge- 
legenheit benützen, um einige Überlegungen und Rechnungen hinzuzu- 
ftgen, die unsere eben zitierte Arbeit vielleicht noch etwas ergänzen. 

1« Es handelt sich um die Integration der Differentialgleichung, 
welche für den Fall gilt, daß die Bürstenbreite gleich oder kleiner ist 
als eine Lamellenbreite: 

... dx ' ' \a; ' 1 — a;/ ' \l — x x) ^ 



1) P. Rieb es eil, Über den KuxzBchluß der Spulen nnd die Vorgänge bei der 
Kommntation des Stromes eines Gleichstromankers. Kiel, 1905. 

2) Elektrotechnische Zeitschrift, 1899, S. 97. 
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Hier bedeutet i die Stromstarke in der kurzgeschlossenen Spule, 

o; -» ^ die Zeit Tom Beginn des Eurzschlusses an, wobei die Dauer des 

Kurzschlusses T als Zeiteinheit genommen ist. Alle andern Größen 
sind Konstanten: / die Stromstärke eines Armaturzweiges, L die Selbst- 
induktion der Spule, r' = JB • T/i und t = iJj • T/L, wo JB, R^ die Wider- 
stände der Spule und der Übei^angsschicht Bürste-Kommutator^) be- 
deuten. Endlich soll e^ E + H -t die bei der Drehung des Ankers 
durch das Magnetfeld in der Spule induzierte Spannung sein, die wir 
in erster Näherung als lineare Funktion der Zeit ansehen. 

Es ist klar, daß das Integral der Gleichung (1) nur in drei 
Punkten der rt7-Ebene singulare Stellen haben kann: in o; » 0, :i; » 1, 
X ^ oo. Nun läßt sich zeigen, daß die Anfangsbedingung des Prob- 
lems rr » 0, t » / nur für eine Lösung bestehen kann, die um x =*0 
herum in eine Potenzreihe entwickelbar ist, die also hier keine Singu- 
larität hat. Das erkennt auch Herr Rieb es eil an. Es bleiben dem- 
nach nur noch x >- 0, x » oo. Wir behaupten nun, daß (abgesehen 
von einem Spezialfall) der Punkt ic =» 1 ein singulärer Punkt sei. In 
seiner Umgebung läßt sich dann das Verhalten der Funktion t nur 
durch einen Ausdruck von der Form: 

(2) i = ^(y)4.c.._yl-.e''» 

wiedergeben, wo y =» (1 — x\ ^ eine Potenzreihe, C eine, im all- 
gemeinen von Null verschiedene, Konstante bedeuten. Wenn x eine 
ganze Zahl ist (t » m), so ist der Ausdruck (2) etwas zu modifizieren; 
es tritt dann an die Stelle der durch y^ charakterisierten Singularität 
eine logarithmische: y'" • Iny. 

2. Da ist nun Herr Riebesell anderer Meinung. Er behauptet: 
C müsse unter allen Umständen gleich Null sein; mit anderen Worten: 
i müsse auch um x — 1 in eine Potenzreihe zu entwickeln sein. Nach 
Herrn Riebesell wäre demnach die einzige Singularität der Funktion 
ä? » cx>, sie hätte dann den Charakter einer ganzen Funktion. Die 
einzige Stelle, wo Herr Riebesell diese Behauptung, mit der er alle 
unsere weiteren Schlüsse umstoßen will, begründet, habe ich nach 
langem Suchen auf Seite 34 gefunden. Die Begründung ist ungefähr 
diese: „/n der Nähe des Punktes x^O gilt das holomorphe Integral, 
Also muß auch in der Umgebung des Punktes x ^1 das holomorphe 

1) Dieser Widerstand R^ wird in unserer Theorie zunächst als konstant betrachtet. 
Über das Unzutreffende dieser Annahme siehe: E. Arnold. Die Gleichstrom- 
maschine Bd. I. S. 864. 
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Integral genommen werden, d. h. £7=0".^) Herr Riebesell nimmt 
hier offenbar einen Satz an, der allerdings die ganze Mathematik 
Wimderbar vereinfachen würde, und der wohl ongefähr so lauten müßte: 
„Wenn eine Funktion um irgend einen Punkt der Ebene als Potenz- 
reihe zu entwickeln ist, so ist sie es auch um jeden anderen.'^ Darum 
stört es ihn denn auch nicht weiter, daß die Potenzreihe $(y), die ja 
eine ganze transzendente Funktion darstellen müßte, im Punkte y =» 1 
(d. h. a? = 0) divergiert. Er bemerkt dazu auf S. 19 ganz kurz: „£s 
erscheint für diese Entwickdung y = 1, d. A. a; = 0, i^ 1 als singulärer 
Pufiklf*. Ich glaube, daß nach diesen Proben niemand mein im Anfang 
ausgesprochenes urteil über die Riebe sei Ische Arbeit zu scharf 
finden wird. 

8. Man kann das Integral der Gleichung (1), das der Bedingung 
X » 0, i=^ I^ genügt, auch durch eine Quadratur ausdrücken. Es ist 
nämlich: 

(3, i_^....(l^>)-.j,....(ji_). 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen laßt sich in einen Faktor 
x'~^ und in einen nach positiven, ganzen Potenzen entwickelbaren 
Faktor zerlegen. Die Ausführung der Quadratur liefert also eine 
Potenzreihe, multipliziert mit a?*, es ergibt sich somit für i eine Potenz- 
reihe. Wenn man in (3) statt x die Variable y ^ 1 — x einfuhrt, so 
bekommt der Ausdruck die Form: 

(*) <— ■^■(t^t ■/'-'■ m 

V 

Herr Riebesell behauptet ohne Beweis, daß die Ausführung der Qua- 
dratur auch in diesem Falle ganz analog, wie in (3) zu einer Potenz- 
reihe ^iy) führe. Sicher beruht diese Behauptung auf irgend einem 
Trugschluß, denn sie ist zweifellos falsch. 

1) Wortwörtlich heißt es auf S. 84 so: ,^ a negativ, so existiert nur das 
liolomoiphe Integral. Dies trifit für die Gleichung (28) zu. Also muß auch im 
FaÜa 1) das holomorphe Integ^ral genommen werden, d. h. C" bezw. C* = 0.** 
Ol (28) ist unsere Differentialgleichung (1), aus dem Zusammenhang geht klar 
berror, daß unter dem holomorphen Integral die Potenzreihe um a; s» herum zu 
Tentehen ist Der „Fall 1)^* ist die Entwickelung der Funktion um den Punkt 
2»"0 herum. Unsere Eonstante C bezeichnet Herr Biebesell mit C7*. 



40 Über die KnzziebliiMiroinkiirTe einet Gleidutroaiftiiken. 

4. Einen einfachen Beweis daf&r^ daß in der Tat t durch den 
Ausdruck (3) wiedeigegeben werden müsse, gibt Professor Arnold in 
seinem Werk ^ie Gleichstrommaschine^. Er geht ungefähr so: 
Das allgemeine Integral der Gleichung (1) läßt sich folgendermaßen 
schreiben: 

WO c eine willkürliche Eonstante sein solL Durch Herübermultiplizieren 
bekommt man: 






Laßt man nun x gegen Null konyergieren, so wird die linke Seite Null, 
ebenso das bestimmte Integral Daraus folgt c « 0. Dieser einfsu^he 
Schluß ist Herrn Riebeseil so unyerständlich, daß er ihn meint mit 
der kurzen Bemerkung abtun zu können: JDas unzulässige dieser Be- 
stimmung ist ersichtlich.^' Er vermutet, einen ,,ahnlichen Fehler^ hatten 
wir auch bei der Berechnung der in Formel (2) yorkommenden Eon- 
stanten C gemacht. Soweit ich seine, an dieser Stelle sehr yer- 
worrenen, Auseinandersetzungen yerstehen kann, traut er uns aber 
allerdings einen wirklich erstaunlichen Fehler zu. Wir sollen nämlich 
eine Größe: 



lim[^(y).e-..f-;'^'] 



(wo ^(y) die in (2) angeführte Potenzreihe ist), als Null gerechnet 
haben, während sie in Wirklichkeit unendlich wird (?ß(0) ist von Null 
verschieden). Daß Herr Biebesell so etwas für möglich halt, kann 
ich mir nur dadurch erklären, daß er selber in mathematischen 
Schlüssen äußerst unsicher ist, und daher offenbar ein solches Ver- 
sehen für nichts Ungewöhnliches hält. Zum Beispiel sagt er gerade an 
der Stelle, wo er unseren vermeintlichen Fehler bespricht (Seite 25), 
in einem Atemzuge, daß das Integral: 

/«■■••(r^)'-|^-(i-i^)-*-i-^-T-K 

* 

„natürlich^' divergent sei, undy daß dasselbe Integral mit den Grenzen 
bis 1 einen bestimmten endlichen Wert C* habe, den er ausrechnet, 
und der dann mit unserer Eonstanten G übereinstimmt. 



Von GtJSTAv Mtb. 
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Pig. 1. 



5. Die Potenzreihe für i nm den Punkt rr » hemm konvergiert 
(was übrigens auch Herr Biebesell weiß) im allgemeinen nur bis 
x=^l. Daraus folgt ohne weiteres, daß auf dem Einheitskreise ein 
singularer Punkt liegt. Dieser Punkt muß, wie aus der Form der 
Differentialgleichung (1) zu ersehen ist^ x ^ 1 sein. Es ist also eigent- 
Kch selbstyerstandlichy daß in der Formel (2) die Eonstante C im all- 
gemeinen nicht NuU ist, wie Herr Biebesell im Oegensatz zu uns 
festzustellen wähnt. ^) 

Das einzige^ was etwas umständlicher ist, ist: den Wert yon C 
zfthlemnäßig festzustellen. Indem ich nun dazu übergehe, die B/eihenent- 
Wickelungen fär i und für C zu berechnen, bringe ich zunächst die Glei- 
chung (1) auf eine bequemere Form. 

Setzt man nämlich: 

(5) i-I.(l-2a;) + H, 

80 bedeutet i^ die Abweichung der 
Eurschlußstromkurve Ton dem ge- 
radhnigen Verlauf (Fig. 1) und ge- 
nügt der Differentialgleichung: 

+ E' + H''X^O 
wo: 



Wir können diese Oleichung noch etwas symmetrischer folgender- 
maßen schreiben: 

(«) S + v(r'+^:(i^)-«-:.-6-(l-a:) = 0. 

(7) 




a = /-(2 + r')-j-(i:+i?T) 
T 



6 = 7.(2-T')-i-£. 

Diese beiden Koeffizienten a und b haben eine sehr einfache Be- 
deutung, wenn -^ sowohl für x^ 0, wie fUr x^^:»! endlich bleibt Als- 



1) Vgl. £. Arnold, Die Oleiobstrommaschine. S. 284. 
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dann ist nämlich , wie aus (6) durch Grenzübergang folgte wenn man 
beachtet, daß (ii)x^o = und (ii)x^i = 0: 

Wir wollen nun die folgenden drei Differentialgleichungen be- 
trachten: 

dx * \ ' X'{X—x)l 



(9) 



Die 3 Integrale dieser Gleichungen, die um den Punkt x^Q herum in 
eine Potenzreihe entwickelbar sind, wollen wir bezeichnen mit: 

9oo(^;^'>^)^ 9io(^;^'j^); 9ai(^>^'>^)- 
Es ist alsdann: 
(10) »1 - a . 9io(^; ^', ^) + ^ • 9oi {^ tr', x). 

Aus (8) folgt, daß a — 0, & = gleichbedeutend ist mit: 



m.. -f-^ — "• 



,0 Wa?/,^i 

Demnach ist die hinreichende und notwendige Bedingung dafür j daß 
die KurgscMußstromkurve nirgends von einer Geraden abweichtf die: daß 
sowohl im Anfang als auch am Ende der Stromhurve der Differential' 

quotient ~ den Wert — 21 hat. 

Für das Magnetfeld, in dem dies gerade eintritt, ergeben sich aus 
(7) die beiden Bedingungen: 

(11) £.^-7.(2-0, (E + H.T).^-1.(2 + t'). 

Für die Lösungen der Gleichungen (9) haben wir femer die fol- 
gende Beziehung: 

(12) ip^(r, r', x) - q>^^(x, t', x) + tp^{t, t\ x). 

Setzt man in der dritten Gleichung: 

/ 1 — X 

g =^ B 

X 

so ergibt eine einfache B/Cchnung für e' die Gleichung: 
dz' , t / t , ^ — 1 \ c\ 
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Daraus folgt die Beziehung: 
(13) <Poi ih ^\ ^) - ^^ • 9io(^ - 1, t:', X), 

Damit ist das ganze Problem auf die Berechnung der Funktion 
9^0 reduziert. 

Wenn wir in den Differentialgleichungen (9) statt x die Variable 
y «= (1 — x) einfahren, so bekommen wir: 



Daraus folgt: 
(15) 



•A 



9i»{h^'yX) - ^{h^') ' —^r •^'''-<Poo(-^,-^',y) 






yt 

Vnih ^'f ^) - ^i(h ^') • ^^ • «*'*' - 9io(- -^^ - ^'; y); 

wo die JT Eonstanten sind, die wir noch bestimmen müssen. * Die Aus- 
drücke (15) rechts stellen die Entwickelungen der Funktionen um 
den Punkt x — 1 dar. Wir können gleich eine Reihe von Be- 
ziehungen für die £* aufstellen. Zunächst folgt aus (12) und (13) 
ohne weiteres: 

(16) K^it,x^^E,,ir,r') + K,,it,r') 

(17) JE.,(T,T')-ir„(r-l, r'). 

Wenn wir femer nach (15) flir die qp(y) die Entwickelungen um 
jf » 1 berechnen und diese in (15) einsetzen, so hebt sich auf beiden 
Seiten die Fotenzreihe (p(x) weg und wir bekommen: 

(18) \K^(-r,-t')^e---K,,(r,r') 

6. Wir wollen uns zunächst einmal mit der Reihenentwickelung 
in der Umgebung tou x ^0 beschäftigen. In der oben zitierten Ar- 
beit sind sehr bequeme Rekursionsformeln zur Berechnung der Koeffi- 
zienten g^eben (Formel (18)). Wir können aber auch explizite Aus- 
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drücke gewinnen^ wenn wir die Darstellung durch das bestimmte Integral 
zugrunde legen. Es ist nämlich: 



dx. 



(19) ^,.(.,.»-^-.(i^'.^^-..^£^ 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen läßt sich leicht in eine 
Reihe entwickeln: 






^* ^ 

OD V — 8 

J 

Ebenso ist: 





r — 1 



<P«o(^, < ^) - «-*'• • (1 - a;)* . 2 m • 2 (^ + »' - « - 2).-«-i- 

1 

Wir können auch noch (1 — x)* in eine Reihe entwickeln und ans- 
multiplLzieren. So ergibt sich: 

SOG 

Nun läßt sich der Faktor Ton ; — mit Hilfe der bekannten Be- 

n! 

Ziehungen zwischen Binomialkoeffizienten noch etwas einfacher aus- 
drücken. Man bekommt nämlich, wenn m > 0: 

™ (r) .(r+iw — /4— 1),^„ (y + y ^ m - 1)^^^ 



T 



W»,-! 



Ist aber m = 0, so ist die entsprechende Größe, wie man ohne 
weiteres sieht: 

Setzen wir nun für m den Wert v — n — 2 ein, so bekommen wir für 
die gesuchte Reihe: 



(21) 
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(22) 



Ebenso ergibt sich: 

Vo«(t,r',a;)-e-«'«.^^^:^^^ 



7. Um die Entwicklnng unserer Funktionen um den Punkt x^l 
zu haben, müßten wir in den Formeln (15) nur noch die Gh-oßen J^, 
Ky^ JÜ^^ als Funktionen Ton x und x' kennen. 

Wir wollen sie zunächst in dem Bereich < r < 1 suchen. Da 
^9» Vi» 7oi Potenzreihen sind, die mit der ersten oder zweiten Potenz 
b^innen, so ist in allen drei Fällen: 

lim| ^^~^\ ^^-^H ^O, sohmgeT<l. 
Daraus folgt: 

Wir bekommen also aus (20): 



Äi,(*,0-«-'' 



xsl 



Wir wollen den Ausdruck in der geschweiften Elammer, der eine 
Summe von lauter positiven Gliedern ist, nach Potenzen voi^r' um- 
ordnen. Wir bekommen so: 
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wo F eine hypergeometriBche Funktion bedeutet. Da nun für alle diese 
hypergeometrischen Funktionen: 

a + 6-c«r — 1<0, 
80 haben alle fär rr » 1 einen endlichen Wert, und zwar ist er f&r das 
n** Glied: tp/ r in r(c)r(c — o — ft) 

r(r + n + 8).r(l~ r) (r + n + 2)(t + n + 1) . .t . ,. p.. . 

n 



r(n + 8).r(i) 
(r + n + 2).(r + n + l),+, 



flinr» 
Setzen wir dies ein, so bekommen wir: 



(24) Jr,o(t,0 



«"''•Jf^-(^ + « + iW 



Diese Formel ist zunächst nur für die Werte < r < 1 als richtig 
erwiesen. Wir müssen nun die analytische Fortsetzung außerhalb 
dieses Bereiches suchen. Diese ist aber ohne weiteres ebenfalls schon 
durch (24) gegeben. Denn die rechte Seite Ton (24) stellt den Quo- 
tienten einer ganzen transzendenten Funktion von x und x' durch 
sin ;r T dar. Die einzigen Singularitäten von K^q(xj r') im Endlichen 
sind also da, wo x eine positiye oder negative ganze Zahl (einschließlich 
der NuU) ist 

Nach (16) und (17) ergibt sich nun sofort: 



(25) 



(26) 



^o.(r, O — n^ • ^*'-2"^" • (- + «w 



JE'ooC*,^ 



8m X it 



^''•^n! •(^ + ^)« + i- 



Vergleicht man diese Werte von K^ und K^^ mit den in der 
zitierten Arbeit \ und \ benannten Zahlen, die mit ihnen identisch 
sein müssen, so findet man in der Tat völlige Übereinstimmung. 

Wenn man die Beziehungen (18) benutzt, so bekommt man ans 
(24), (25), (26) die folgenden, manchmal etwas bequemeren Formeln: 



(27) 





ü 

qp ,„ 
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8. Wir haben nun die Entwicklung unserer drei Funktionen q> 
um den Punkt x^ 1 herum nach Formel (15) ToUstandig gefunden^ 
wenn r keine ganze Zahl ist. Ist aber r » m eine ganze Zahl; so 
werden sowohl die Größen K unendlich groß, als auch gewisse Koeffi- 
zienten in den in Formel (15) vorkommenden Potenzreihen. Man er- 
kennt dies letztere am leichtesten an Formel (20). Setzt man hier 
f&r T den Wert — m ein, so sieht man sofort, daß der Nenner des 
Ghedes mit af^ Null wird. Alle andern Glieder bleiben endlich. Wollen 
wir die Entwicklung um ^ = 1 f&r ein ganzzahliges r finden, so 
müssen wir zunächst r » m + £ setzen, wo £ eine sehr kleine Größe 
bedeutet, und nun die Summe der Glieder, die für £ » unendlich 
werden, untersuchen. Wir bekommen so in dem Falle: 

^loih tr', x) = Zio(r, r') • ^^ ^ ^^ • a*'^ - 9^01 (- h - '^'7 V) 
die beiden Glieder: 



^•(-ir 



,^>.(l_y)-r.j^ + ..2^-(m + £+l),H 



-e*>.(l-y)-*(-l)»^-5^"-(»» + « + l)» »• 



Wenn wir diese beiden Summanden nach Potenzen von £ entwickeln 
und gleich nur die beiden ersten Glieder stehen lassen, gegen die alle 
Glieder höherer Ordnung später doch wegfallen werden, so bekommen wir: 

fm— 1 
(l + 6-lny).2^(»» + l),+,(l+«-*m+i-«<^.+.) 



+ ^•^'^•(-1)"»-" 





(w + l)!(n — m)! 



,^ n\ ^ ^ (w-f 2)1 

m 

» — 1 



""2 nT ' ^^ + l^+Kl + « • >"» + ! - « • <^m-n-l) 


WO gesetzt ist: 1 

Der Grenzwert der Summe der beiden Glieder für £ = ist also: 

+ e?>.(l-y)-».jr.((-l)».^^.(m + l),+,.(tf„ i-tf.+,) 

^ 

4.'fer-1> il (m+l)l(n-m)l \ 
^^^ ^' n\' (n + 2)! / 
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Dieselbe Rechnung läßt sich auch fQr (p^^ und q)QQ leicht durch- 
führen, und man bekommt so die folgenden Entwicklungen für die drei 
Funktionen um den Punkt x ^1: 



(28) 



9io{m, t', x) - k^^(m, tO • c*'" • (jj^Tm -^V - Zni- '»,—'',») 



(Pn(rn, t', x) = *ö,(»i, r') • e''» 



(l-y)' 



-•Iny-XioC-m, -r',y) 



<Poo(»», t', x) = ä;,(«i, t') • <?''>' ■ ^^— ;r • iiiy-zoo(-»»» -*'>y)» 



wo zu setzen ist: 



(29) 



*»(»»» ^') - (- l)" • ^ ^ • (m + 1).+, 



*oi(«», O - - (- 1)'" 2 ^ • (*")-+* 

u 



und die Funktionen % mit den Reihen (20) zu berechnen sind, nachdem 
man für das m^ Qlied; dessen Nenner Null werden würde, das folgende 
substituiert hat: 



m— 1 



"1 Zw : 
<30) y-((-l)«+'-25('»)-+*(<'-+«-<''.— «)-2(- ^)"-Tf'"V+'8v'^ 

'^ m— 1 

in Zoo : 

!r'{(-l)»-2^-(m),+.-(<r«+.-<r„_,_0-i;- (- 1)- ■ ^"- ^=^j^) 



a.=l+i+|+-- + i 



m 



Es ist zu bemerken, daB die Werte k' in dem besonderen Fall 
t "" alle drei Null werden. Das heißt nichts anderes, als daß in 
diesem Fall alle drei Funktionen 97 in o; » 1 keine Singularität haben, 
se sind dann ganze Transzendente. DaB dies so sein muß, erkennt 
«üA auch sofort aus den Differentialgleichungen (9), wenn man in 
^■Hs T -» setzt. 

Iitecessanter ist es, daß auch in dem Falle t « 1 das eine der 
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£' Null wird, nämlich h'^y Es ist also auch die Fanktion: g)Qi(lft',x) 
eine ganze Transzendente. In der Tat: Die Lösnng der Gleichung: 

die nm j? »- in eine Potenzreihe entwickelbar ist, lautet: 
<p„(l,T',:r) = i=^.(l + i:^). 

In allen andern Fällen haben die Funktionen q> in x ^1 eine 
Singularität y gleichgültig ob r eine ganze oder eine gebrochene 
Zahl ist. 

9. Wir haben gesehen , daß sich die Abweichung i^ von einem 
gleichmäßig kommutierten Strom nach (10) und (7) berechnet als: 

»1 = « • 9>io(^> ^'> x) + b' 9oi(^^ ^'. ^) 

Die Bedingung dafiir, daß i^ im Punkte x ^^ 1 keine Singularität 
hat^ ist also: 
(31) a.Z,o(r,T') + 6-iEii(r,r')-0... 

In diesem speziellen Falle muß i^ eine ganze Transzendente sein, 
und man kann es in der Tat auch durch einen Ausdruck 

*i = a . *io(^> ^'. x) + b' «oi(^; ^'; ^) 

wiedeigeben^ wo die 9 ganze transzendente Funktionen von x sind. 
Wir wollen nämlich einmal der Kürze wegen einführen: 



(32) 







• 

Dann können wir die Bedingung (31) auch schreiben: 
(33) a.Ä,o(r,0 + 6-*ox(r,r')-0, 

und zwar gilt sie in dieser Form nicht nur für gebrochene Werte 
r, sondern, wie aus (28) und (29) zu sehen ist, auch für ganze 
Zahlen t. 

Z«itMhxifl f. Mathematik u. Fh^iik. 68. Band. 190<^. I.Heft. 4 
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Wir definieren nnn: 






(35) 



Dann ist ofiPenbar, wenn (33) gilt: 

»i = o • 9)io + 6 • 9)0, — a • *,o + 6 • *«. 
Andereneü» folgen ans (21) und (22) die Reihenentwiddongen: 

J^(^+''X+^iyr-((*+*'+iX+i-(^+''-iX-i)+^^-(*+»). 



1 

Ans diesen Entwickelnngen sieht man ohne weiteres^ daß d>^Q und 
9qi ganze transzendente Funktionen von x sind. 

Sehr einfach wird die Bedingung (33), wenn der Widerstand der 
Spule, also auch r\ unendlich klein ist. Dann ist namUch: 

k,,(t,0)~(T+l\ k^(r,0) (t\. 

Die Bedingung (33) wird in diesem Fall: 

g h 

oder, wenn wir die Bedeutung von a und 2» nach Formel (8) beachten 

(diA /^\\ 

Die beiden Funktionen 9^^ und 0^^ sind in diesem Falle nicht 
mehr transzendent, sondern ganze Funktionen zweiten Gh-ades. Setzt 

man . _ > =- . , . — a, so ergibt sich: 

i^^ a ' X • (1 — x)] 

i^ hat überall dasselbe Vorzeichen wie a, erreicht bei o: = |^ seinen (ab- 
solut genommen) größten Wert j und yerläufb zu beiden Seiten 
dieses Maximums ganz symmetrisch. 
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Es sei noch ein anderer Spezialfall erwähnt, nämlich r » 1. Da 
alsdann Jc^ » 0, so wird die Bedingung (33) in diesem Fall: 

a = 0. 
Der Wert (3^) berechnet sich nun, indem man setzt: 

Im allgemeinen kann man ans (32) nnr so viel sehen, daß k^^ 
stets positiy ist, während A^q^ positiv ist, wenn t < 1, dagegen negativ 

Fig. Sa (a>0). 





wenn t > 1. Setzen wir nun für a und h die in (8) angegebenen Werte 
ein, so können wir die Bedingung (33) auch schreiben: 

(i+-)-v(fi)„+(i--)*x.(S)r^- 

Daraus folgt, daß, wenn i\ in o; « 1 keine Singularität haben soll, 

die beiden Differentialquotienten (-^f und y^) stets entgegengesetztes 

Vorzeichen haben. Die f^- Kurve verläuft also wie die Kurve Fig. 2 a 
oder Fig. 2b, ohne an einer ZwischensteUe die a:-Achse zu schneiden, 
nur daß sie, wenn r' + 0, nicht mehr symmetrisch zu a? = ^ ist 

um eine Vorstellung von der möglichen Unsjmmetrie der Kurve 
zu bekommen, nehme ich das in unserer oben zitierten Arbeit gewählte 
Zahlenbeispiel: 

T = 0,001 sec; Z = 10" • Henry; B = 0,001 ß; R^ = 0,002a. 

Es ist dann: 

r = 2, r'=l. 

Aus (32) ergibt sich: 

Ä^Q = 4 • c , ^01 *=" — ^~ • 

Aus (33) folgt dann: 

/^\ 8 /^\ 
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10« In der oben zitierten Arbeit haben wir darauf hingewiesen, 
daB der Wert: 



(£L.-"+(S)„. 



besonders charakteristisch f&r die Natur der Kurzschlußkurye ist. 
Ist luunlich ß die Größe der Berührungsfläche Bürste - Kollektor, 
80 ist: 

die Stromdichte an einem Kommutatorsegment La dem Moment, wo 

die Bürste das Segment verläfit. 

Ist dieser Differentialquotient unendlich, so wird demnach die 

Stromdichte in diesem Moment unendlich groß, die Maschine muß also 

fanken. Das tritt, wie aus (15) 
sofort zu erkennen ist, im all- 
gemeinen dann ein, wenn: 

Und zwar sieht man leicht: 
1) Wenn: 

a • Äjo + 6 • Ä^tt > 0, 



Fig. 8. 




ist: 






Fig. 4. 



In diesem Falle wird der Strom, wie wir sagen können, während 
der Kurzschlußperiode nicht ganz fertig kommutiert, und es muß des- 
wegen im letzten Moment noch ein 
sehr rascher Abfall der Stromkurre 
erfolgen. 

2) Wenn: 

a • Äio + 6 . Äoi < 0, 

so ist: 

Dann wird der Strom wahrend 
der Kurzschlußperiode überkommu- 
tiert, und deswegen muß im letzten 
Moment die Stromkurve noch einmal sehr rasch ansteigen. 

Nur bei einer einzigen von der Stromstärke / abhängigen Bürsten- 
stellung kann in dem Falle r ^ 1 die Kommutation einigermaßen 
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gleiehmäßig erfolgen nnd die Maschine ftinkenfrei laufen, nämlich wenn 
das Hagnetfeld gerade die Bedingung erfüllt: 

(Die Bedentnng von a und b ist aus Formel (7), die von Jc^q, Jc^^ aus 
(32) zu ersehen.). 

11. Wirklich günstige Verhältnisse für den funkenfreien Gang der 
Maschine können wir aber nur dann erwarten, wenn 

(36) ^»^^>1. 

Es ist dies also die erste Bedingung für den funkenfreien Qang 
der Maschine. Immerhin können aber auch dann noch, wenn i^ 
sich weit Yon Null entfernt, beträchtliche Hitzegrade unter der 
Bürste entstehen. Die Stromstärken i' und i" von den beiden 
EoUektorsegmenten zur Bürste sind (vgl. Fig. 5): 

<'-/+t-2.i(l-«) + H ^^'-^j 

i"~I-i-2Ix-ii, \ j\£ 

femer smd die beiden Übei^angBwideratäade: 




| (2J-(l-x) + H)' , (8J-»-i.)' j ,, jy^JJy 



,4_ „a 4. jTfn 

Die in dem Moment dt entwickelte Stromwärme 
ist also: 

ij, . |Cüi(L^^±H)! + ("•'"^-n)'j ,^t 

Man sieht hieraus zunächst, daß auf dem einen der beiden Segmente 
sicher höhere Temperaturen entstehen müssen, wenn «\ (positiv oder 
n^üy) von Null verschieden ist, als wenn es stets Null ist. Da nun 
hohe Temperaturen am Kollektor vermieden werden müssen, so ist der 
Fall i^ -» in dieser Hinsicht jedenfalls der günstigste. Die Summe 
der Strom wärmen auf beiden EoUektorsegmenten ergibt: 

(37) R,.{4P + ^^)dt. 

Mau sieht, dafi dieser Betrag am kleinsten ist, wenn i^ » 0. 

Die geringste Wärmeentwickiung am Kollektor und zugleich die 
Jdeingten Temperatursteigerungen an ihm bekommt man in dem Fall der 
gleichmäßigen KommutaMan t^ « 0. 

In diesem Falle erfährt die Stromdichte unter der Bürste über- 
haupt gar keine Änderung, der Strom ist auf die beiden Eommutator- 
B^mente immer im Verhältnis der aufliegenden Bürstenfläche verteilt. 

Die Bedingung für die gleichmäBige Eommutation ist: a » 6 — 0. 
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Setzt man liier für a and b die Werte nach (7) ein, ao berectnet sich 
das Magne^eldf dm gerade gleichmäßige Kommutation bewirkt^ so: 



(38) 



E 



= J (2^-B), H^I^^^ 



Die ErftÜlung der Bedingungeii (38) ist aber nicht im allgemeirieD 
dtirch bloße Bürsteuverstelliiiig zu erreichen, weil ea Bwd Gleichungea 
Bindy beim Verstellen der BürBte aber nur ein Parameter geändert wird, 
von dem E und H abhanjiren* 

Wir können nun noch aÜgemeln die Frage aufwerfen, bei welcher 
Bürstenatellnng am Kollektor die kleinste Wärme entwickelt wird^ weim 
das Magnetfeld eine gleichmäßige Kommntation nicht zuläßt. Die 
ganze Wärmeentwicklung während einer KuT2eeblußperiode ist: 



R^T 



/( 



^p^-r^—y^ 



Da wir die Stromstärke I als gegeben ansehen , und 2?, und T Kon- 
stanten sindj so haben wir einfach das Integral: 



/. 



u,{i:^m)*^^ 



darauf hin zu untersuchenj wo es seinen kleinsten Wert annimmt. Wi::^_ 
denken unsy daß, wenn die Bürste in der Nähe des Maicimums hi^^^^ 
und her verstellt wird, die in der kurzgeschlossenen Spule induzierti»^^ 
Spannung als lineare Funktion der Bürsten Verschiebung variiere, oda:^^ 
was auf dasselbe hinauskommt: daß in dem Ausdruck E + Hl für d^i^ 
induzierte Spannung H m erster Näherung als konstant anzusehen i^ ^ 
wälirend E variiert. 

Die gesnehte Bedingung ist dann: 



(39) 



dMJ 1(1— JE) 



dx = 0. 



Setzen wir nun (vgl. oben vor Formel (6)): 



80 ist: 




-b = E- j; - J-{2-r') = E' 

9?io + 6 • Vot = — E'ip^ — H'- 9^JJ 
T 
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und die Bedingung (39) wird nun: 

(40) E'^ f-^r^, + B'- ffoLl^hiJf ^ o. 

Wir können dieflem Ausdruck noch eine etwas übersichtlichere Form 
geben. Wenn wir die Differentialgleichung für 9?qo mit fp^^ multipli- 
zieren , so ergibt sich: 



2 dx + ^oo" • (^' + ^7(f=^) - 9>oo -- 0. 



1 <^(y.o)' 

2 dx 

Also da: 9)oo(t, t', 0) - (pQ^(t, x', 1) = 0: 

j 1 1 

Ebenso ergibt sich, wenn man die Gleichung für 9^^ mit 9^0, die 
für q>^Q mit q>^ multipliziert und beide addiert: 

5i(9oo • 9>xo) + 2 • Voa • 9io • (^' + ^7(1^) " i9>io + ^ ' 9^oo) - 0. 
Also: 



Weiter woUen wir nun beachten, daß diese bestimmten Integrale, 
LXisbesondere: 

1 1 

lq>QÖ'dx und /(9^io + ^ • 9>bo) ' ^^ 

«inalytische Funktionen von r darstellen. Man kann durch Integration 
^er Reiben (21) und (23) konvergente Ausdrücke für sie gewinnen, die 
längs der ganzen positiven r-Achse (0 < r < + 00) eindeutig und end- 
lich bleiben. Wir wollen diese Ausdrücke zunächst einmal in dem 
Sereich < t < 1 ins Auge fassen. 
Wir haben die beiden Gleichungen: 

JiVioih ^'f x) + 9^io(^. 1^'; ^) • {^' + ^.(iLj - X - 

^9^oo(-'f, -V, x)^ip^{-x,-x\x)\t' + ^^~^^ -1=0. 
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Multiplizieren wir die erste mit 9oo(~* h ^'^'7 ^)> ^® zweite mit 
ViQ^f '^'} ^) ^^^ addieren, so bekommen wir: 

- 9io(^. ^'y o:) - (1 -y) . yoo(^, ^'y v) + Jä^(- ^, - O ' ^^^^^ • er-->, 
wobei Formel (15) benutzt worden ist Nun ist nach (19): 

X X 

Da wir voraussetzen^ daB t < 1, so ist auch das zweite von diesen 
Integralen konvergent. Andererseits ist: 

X 1 

Vio{'^y'^\x)'Vwi-h-'^\x)''j9io{h'^\x)'dx-J^^ 

Wir wollen hier nun einsetzen: rr— 1^ also: y — 0. Wenn wir 
nun beachten, daß, wie in 7 gezeigt worden ist, fOr r < 1 : 





1 



und femer: 

endlich nach (18): JS!J^j(— r, — r') ** ^ * -''^ooC^y ^0* ®^ bekommen wir: 

1 1 

K^(%, rO • ir,o(r, r') • e*' -|Vio(^> ^'> ^) • ^^ +Jy ' ?«(*; *'» V) ' ^V 

1 



oder: 

1 





7' 



^4 3) Avio + « • Voo) • <^« ~X''°° ' '^*' 
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Diese Beziehung ist zunächst nur fOr den Bereich < 7 < 1 be- 
wiesen. Aber, wenn zwei eindeutige Funktionen längs einer, noch so 
kleinen, Linie mit einander übereinstimmen, so sind sie überhaupt 
identisch. Also gilt (43) auch für r > 1. 

Mit Rücksicht auf (41), (42), (43) bekommt (40) die Form: 
1 ' ^ 1 1 

{2E' + H") fv^dx - 2t^'\E' 'Jtf\, dx + H' -ftp^ • tp^^ • dx - 0. 

Wenn wir endlich noch beachten, daB: -B' =- — 6, JT = 6 — a, so 
können wir auch schreiben: 

(44) ai j q>^dx—2t'i (p^'q>^^'dx\+h\ j (p^dx— 2t'' j tp^'fp^'dx\^Q. 

Man sieht, daß diese Bedingung, wenn t zu yemachlässigen wäre, 

einfach lautete: . . ^ 

a + 6 «« 0. 

Aber auch dann, wenn x' wenigstens kleiner ist als t, wird sie 
nicht yiel anders. Da nämlich 9^00 in dem ganzen Bereich von bis 1 
positiv isty so ist: 



/ 9oo • 9io • ^^ "" ^ • / Voo • ^^f 



wo m einen Mittelwert von q>^^ bedeutet. Nun ist der kleinste Wert 
Ton 9^10 Null, für den größten ist dtp^^jdx « 0, also: 



(9'io)^(^' + FTr=^)-'^- 



Nun ist der kleinste Wert^ den 1/^(1 — x) annehmen kann: 4, der 
größte Yon xi 1, also ist sicher: 

Folglich: 

0<m<-r ^ 



r'+4T 

1 



Qanz dasselbe gilt für das Integral: / 9>oo * 9^01 * ^^* 



i' 



Folglich wird Formel (44): 
(45) o . (1 _ d) + 6(1 - e) - 
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Über die EurzschlußstromkiuTe eineB Gleichstromankers. 



oder, wenn wir an die Bedentang Ton x und x' denken: 

2 Ä ^ 2Ä 



*< 



«< 



wo Rj Bi die Widerstände der Spule und der Übergangsschicht Bürste- 
EoUektor sind. Wird der Widerstand ü der Spule sehr klein, so kann 
man 8 und e weg lassen. 

In dem Zahlenbeispiel in der zitierten Arbeit ist 22 » 0,001 i2, 
R^ » 0,002 i2 angenommen, also sind 8 und £ kleiner als 0,22. 

Außerdem sind 8 und £ jedenfalls nur wenig von einander yer- 
schieden. 

Um diejenige Bürstenstdlung eu finden, hei der die am KoUdctor 
entwickelte Wärme am kleinsten ist, genügt es praktisch, wenn man setzt: 

(45a) a + 6 = 0. 

Wir können diese Formel folgendermaßen anschaulich machen. 
Wenn das kommutierende Feld die Gleichung erfüllt: 

a = 
oder: 

80 berührt die Eurzschlußstromkurve im Beginn des Kurzschlusses die 
gerade Linie » =- / • (1 -- 2a?). (Fig. 61). Wenn man nun die Bürste 

um ein sfewisses Stück Torschiebt, 
80 kommt man (wenn H von Null 
verschieden ist) an eine Stelle, 
wo das kommutierende Feld die 
Bedingung: 

6«0 
oder: 

E+H'T^^l{2 + x') 

erfiUlt. Hier berührt die EurzschluB- 
stromkurve am Ende der Kurz- 
Schlußperiode die Gerade i^I- 
{\-2x). (Fig. 611). 
Qenau mitten zwischen diesen beiden Bflrstenstdlungen liegt die, 
boi der das Magnetfeld unsere Bedingung: 

a + 6-0 

Qd«r: 

T 




Uftb) 



E-\-H- 



^■21 
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erf&üt Die genaue Bedingung (44) oder (45) führt zu einer Bürsten- 
stellui^, die von dieser nur um wenige Prozent der ganzen Yer- 
schiebung I bis II abweicht Man kann das an unserm Zahlenbeispiel 
leicht nachrechnen. Die Eurzschlußstromkurve, die zu dieser mittleren 
Stellung gehört (Fig. 6111) yerlauft zum Teil über, zum Teil unter der 
Geraden i = i • (1 — 2]x). Es folgt das daraus, daß die Diflferential- 
quotienten von i\ am Anfang und am Ende des Kurzschlusses: 

\dx)x=.o^ T + 1' \xd)x=i^ r-l'^T-l 

beide dasselbe Vorzeichen haben. 

In der zitierten Abhandlung ist unter anderem eine Kurzschluß- 
stromkurve (ti) gezeichnet, die offenbar recht ungünstig ist. Der 
Strom wird überkommutiert, d. h. die Stromkurve geht weit unter die 
Linie i =- — i herunter und der Differentialquotient {di/dx)x=.i ist 
recht betrachtlich. Die zugehörigen Zahlen sind: 

T-0,00lBec, 2J«0,001Ä, jBi=-0,002a, Z=10-« Henry, 7 = 100 A., 

-B- 0,2 V, 5^=1000. 

Ich frage, wie man in diesem Falle die Bürste yerschieben muß, 
um möglichst geringe Erwärmung am Kollektor zu haben. Setzen 
wir in 45b die Zahlen, außer für E ein und rechnen wir E aus, so 
bekommen wir: £ » — 0,3. Der unterschied zwischen diesem B und 
dem in der Abhandlung angenommenen ist: 

-0,5 fl.f 

Wir müssen die Bürsten also nur um die halbe Breite einer 
KoUektorlamelle yerschieben, um die gewünschte Stromkurve zu be- 
kommen, und zwar in derselben Richtung, in der der Kollektor sich 
bewegt. Die Bedingungen a =- und 6 = würden ergeben: Ei «= 0,1; 
JSn =- — 0,7. Der unterschied zwischen beiden entspricht einer Ver- 
sdiiebung der Bürsten um 0,8 der Lamellenbreite. 

Wenn wir nun die Stromkurre zeichnen, die in diesem Falle die 
geringste Erhitzung am Kollektor gibt, so finden wir, daß sie doch 
nadi beiden Seiten sehr stark von der Geraden i = 7(1 —2x) abgeht. 
IKe Differentialquotienten des Kurzschlußstromes am Anfiäng und am 
Ende der Periode sind: 

(Si). — 2^ + ^--200+133 
(5i),--2^ + 7^--200 + 400. 
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Sie weichen also selir stark yon dem nonnalen Wert — 200 ab^ 
ja es wird, wie das positive Vorzeichen des Wertes (di/dx\ = + 200 
beweist; der Strom sogar in diesem günstigen Fall noch überkommutierL 

Als zweite Bedingung für das Zustandekommen einer möglichst 
gleichmäßigen Kommutierung, die gleichbedeutend ist mit einer möglichst 
geringen Erhitzung des KoUektors, ist zu nennen: Es muß das Magnet- 
feld der Maschine gerade an der Stelle, wo: 

a + 6«=0 oder: E + H -^^^'21 ist, 

so beschaffen sein, daß a und b verschwindend Idein gegen 1 sind. 

Man kann die Bedingung anch so aussprechen: Es muß an der 
genannten Stelle a — b klein gegen 2/ sein, d. k: 

"•¥-^? 

klein gegen 2L 

Diese Bedingung ist offenbar in dem so eben besprochenen Zahlen- 
beispiel nicht erfüllt; und deswegen konnten wir keine gute Eurzschlnß' 
stromkurre bekommen. Das Magnetfeld wäre in dem Zahlenbeispiel 
dagegen außerordentlich günstig f&r die Eommutation, wenn unter 
sonst gleichen Verhältnissen H nahe an 200 läge. 



Znr Addition nnd Subtraktion 
mit Hilfe des logarithmisclien Rechenscliiebers. 

Von Paul Ernst, stud. phil. et mech. in Wien. 

L 
Subtrahiert man die Gleichungen 

lg(|)=lga -lg6 =-c 

lg(f;)=lga'-lg6'-c 

von einander, so ergibt sich: 

lg a — lg a' -= lg & — lg 6' 
oder: 

(2) axa ^biV 

was in Worten heißt: 



(1) 
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Yerschiebt man zwei kongruente logarithmische Skalen aneinander^ 
80 sind in jeder Lage der Skalen die übereinanderstehenden Zahlen 
proportional, wie bekannt. 

Setzt man in (2) eine der Größen, z. B. a\ gleich 1, so ergibt 
sich die gewöhnliche Mnltiplikations- bezw. Diyisionsregel för den 
Ic^arithmischen Rechenschieber: 
(2*) o : 1 = 6 : fe' 

Durch Umformung von (2*) erhalt man a : & = 1 : 6' und weiter 

j(o + 6):a=.(l + 6'):l 

^' l(a-6):a = (l-6'):l 

Die Gleichungen (3) geben in der Form 

.a^x fa:l-(a + 6):(l+6') 

^ ^ U:l = (a-6):(l-6'). 

W. Ritters^) Methode der Addition und Subtraktion mit Hilfe des 
logarithmischen Rechenschiebers: 

,,Man stellt die Zahl 1 des Schiebers unter die Zahl a der oberen 
Skala, liest unter der Zahl h ab, vergrößert die Ablesung V um eine 
Einheit und findet über der neuen Ablesung das Ergebnis a + &/^ 
(Analog fOr a — 6.) 

Mittels dieser Methode erhält Ritter durch eine Verschiebung und 
zwei Ablesungen den Wert von Ausdrücken der Form: a±&, 

^ß±^/h, v^±6, y^±v, iy~a±Ybf, ^-±V^, (Vt±0'' 



^n 



Ich möchte nun zeigen, wie sich durch Anbringung einer Eubik- 
skala^ analoge und noch verwickeitere Ausdrücke, in denen Kuben 
and Kubikwurzeln vorkommen, rasch und bequem, wiederum durch 
bloß eine Verschiebung und zwei Ablesungen, berechnen lassen; außer- 
dem will ich unter Benützung einer bekannten Regel das Ritt er sehe 

Additionsverfahren auch auf Ausdrücke von der Form — | — anwenden, 

X y 

wobei a; =« a, a', "j/a, Yä, y == 6, 6*, Yb, f^. 

IL 

Um mit Hilfe der Kubikteilung Ausdrücke, wie |^a' + 6* aus- 
zurechnen, verfährt man in folgender Weise: 

1) Schweizerische Baazeitnng 1894, Bd. 23, S. 39. 

2) Wie an den Rechenachiebem „System Rietz", D. R. G. M. 164886 u. 181110. 
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1. Man stellt a auf der eLDfEUsh-logarithmischen Teilung der Zunge 
unter 1 der Eubikteilung, liest auf dieser die über b der benützten 
Zungenteilung stehende Zahl ab, vermehrt sie um 1 und findet 
unter der neuen Zahl der Eubikskala auf der benützten Zungen- 
teilung das Ergebnis. 

2. Die entsprechende Zahl auf der oberen Zungenteilung gibt (a* + V)\ 

3. Durch eine weitere Ablesung erhält man a^ + h^y wenn man nämlich 
das zuerst gefundene Resultat ya^ + 6' kubiert. 

4. Verwendet man in (1) statt der unteren die obere Zungenteilung, so 
erhält man die Ausdrücke: 

Ganz analog verfährt man bei Subtraktion. 

Durch eine weitere Verschiebung und Ablesung lassen sich Aus- 
drücke wie: VöM^, VoN^, Va'/* + h\ V«'/* + bS (a*/* + 6'/.)« usw. 
berechnen. 

Ein ähnliches Verfahren ergibt yä + v^ • 

5. Man stellt 1 der unteren Zungenteilung unter a der Eubikskala^ 
liest auf der zuerst benützten Skala die Zahl unter b der Eubikteilung 
ab; vermehrt um eine Einheit und findet unter der neuen Zahl der 
verwendeten unteren Zungenteilung auf der kongruenten Teilung des 
Stabes das Ergebnis V^ + V& • 

6. Auf der oberen Skala des Stabes steht als entsprechende Zahl 

7. Auf der Eubikskala steht als entsprechende Zahl (V« + V&)'. 

8. Benützt man in (5) die obere Zungenteilung, so erhalt man die 
Ausdrücke pa^ + Vfe», bezw. (aV. + 6V.)V. md (aV. + 6V.)V.. Auch 
hier gilt das ganz analoge Verfahren für die Subtraktion und durch 
eine weitere Ablesung ergeben sich noch viel verwickeitere Ausdrücke: 

VVT+V%, Vl^+Vl usw. 

m. 

Die Erweiterung des Ritterschen Verfahrens auf Ausdrücke der 

Form — [- - beruht auf der bekannten Regel, bei Berechnung von 
X y 

reiiproken Werten — , -^, -j die Zunge verkehrt einzuschieben. 

SfaJenfolge: A, C, £, D.) 

Es ist nahezu selbstverständlich, wie sich Ausdrücke -j und «-r 

^ yx 

Iftssen: 
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a. Man schiebe die Zange yerkehrt ein^ stelle x auf C ein, so ethalt 
man auf der Eubikteilung ^- 

b. Man schiebe die Zunge yerkehrt ein, stelle auf der Eubikteilung x 
ein, so erhält man auf C vtz- 

yx 

Es ist: 

W a^ b ab 

Aus (2*), nämlich: 

a : 1 - 6 : 6' folgt 6 - ab\ 

Diyidi«^ wir (3) in der Form a : 1 - (a ± fe) : (1 ± 60 durch (2*), 
80 eigibt sich: 

woraus wegen (4) 

1. Es ergibt sich somit fttr — \- -^ folgende Regel: 

Man stellt a auf Ä ein, schiebt die Zunge verkehrt ein und Bl 
unter a, liest unter 6 auf Ä ^ auf JS, bildet /J =» 1 + -^, stellt ß auf 
Ä ein, schiebt Bl darunter und findet auf B unter a der Skala Ä 
— \- -T' (Auch aui A über a der Skala jB.) 

2. Nimmt man die letzte Ablesung auf C vor, so erhält man 1/ — f- x 
(bezw. auf D). 

3. Auf der Kubikskala findet sich bei der 2. Art der Ablesung 



(i+ir- 



4. Führt man 1. statt mit A und B, mit C und D aus und liest nach 
der 2. Art ab, so findet sich — |- t- in D, darüber in A ( — |- ~j 

und in der Kubikskala ( — ^ t) - 

5. Man stellt auf D unter a der Skala A ein, schiebt Cl darüber 
liest unter h der Skala A auf C ab, addiert 1, stellt auf D die 
gefundene Zahl ein, schiebt 1 darüber imd liest unter a der Skala B 



auf D schon ( -= + _^ ab. 
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6. Nimmt man die letzte Ablesung auf A vor, so findet man 

7. Liest man auf der Eubikskala ab; ergibt sich [— + -j=\ . 

8. Um -| + Tä zu finden, stellt man auf D a ein, schiebt B^ darüber, 

liest in B über b von D ab, vermehrt um 1, stellt die neue Zahl 
auf Ä ein, darunter 1 Ton B und findet über a von C das Resultat 

h + P *^ ^• 



9. Nimmt man die Ablesung auf D vor, so erhält man l/-i + p- 

10. Auf der Kubikteilung entspricht dem die Ablesung (-i + p) • 

11. Man stelle Cl unter a der Kubikteilung, lese die Zahl unter b der 
Kubikteilung auf C ab, vermehre um 1, stelle auf D die neue Zahl 
ein, schiebe Cl darüber. Auf C steht unter a der Kubikteilung 

das gesuchte (^ + ^). 

12. Nimmt man die letzte Ablesung auf B vor, so ergibt sich 



(Vä + J^) 



Ganz analog hätte man zu verfahren, um die entsprechenden Diffe- 
renzen zu berechnen. 

Durch eine weitere Verschiebung und Ablesung ließen sich Aus- 
drücke von weit verwickelterem Baue auswerten. 



Wenn auch in der Praxis Ausdrücke von der oben behandelten 
oder einer ähnlichen Form verhältnismäßig selten vorkommen werden, 
so scheint es mir doch theoretisch von Interesse zu sein, daß mittels 
des Rechenschiebers auf so kurze Art so verwickelt gebaute Ausdrücke 
sich auswerten lassen. 



Kleinere Müteilnngen. — Büchenchan. 



Kleinere Mitteilnngen. 



Preisaufisaben der Aoadimie des Sciences de Paris ans der angewandten 
Mathematik nnd Physik. 

Fttr 1907, >) 

iVir VaUlant (4000 fr.): Perfectionner en un point important le 
Probleme d'Analjse relatif a T^quilibre des plaques älastiques enoastr^s, 
c'est-a-dire le probl&me de Fintegratioii de Täquation 

avec les conditions que la fonction u et sa deriy^e suivant la normale aa 
coDtonr de la plaque soient nulles. Examiner plus specialement le cas d'iux 
contour rectangulaire. — Les Mämoires devront etre envojäs au Secretariat 
avant le !•' janvier 1907. 

Fttr 1908. 

Prix Fourneyran (lOOO fr.)*): Becherches theoriques ou experimentales 
sur les turbines a Tapenr. 

Prix DcMMiseau (2000 fr.): Theorie de la plannte basee sur toutes les 
observations connues. — Schluß der Bewerbungen am 31. Dezember 1907. 

Für 1909. 

Prix Vaükmt (4000 fr.): Perfectionner, en un point important, l'ap* 
plication des prindpes de la dynamique des fluides a la theorie de lliälice. 
— Schluß der Bewerbungen am 31. Dezember 1908. 



Bttcherscliaii. 



P. Stephan^ Die TedhniBOlie Meohanik. Elementares Lehrbuch für 

mittlere maschinentechnische Fachschulen und Hilfsbuch für Studierende 

höherer technischer Lehranstalten. Erster Teil: Mechanik starrer Körper. 

Verlag von B. G. Teubner 1904. 

Da ein kurzgefaßtes, die besonderen Bed&r&isse des angehenden 

Maschinenbauers berCLcksichtigendes Lehrbuch bisher vermißt wurde, so darf 

wohl bei einem unternehmen, die Lücke auszufüllen, die Frage ungestellt 

bleiben, ob die Anlehnung an die bekannten Werke nicht teilweise etwas 

1) Vgl diese Zeitachiifb Bd. 61 (1905), S. 436. 

2) Vgl diese Zeitschrift Bd. 50 (1904), S. 157. 

ZtHKhriit f. lUtlMmatik u. Fhyiik. SS.Buid. 1906. 1. H«ft. 6 
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weit geht. Auch daß die Differentialrechnung nur „verkappt^ auftritt, was 
ja freilich die Kürze nicht fördert, könnte m. E. das Interesse fmr die 
Erscheinung nicht wesentlich beeinträchtigen. An Stoff enthält das Buch 
tatsächlich „etwa das Minimum dessen, was ein Student im Yorexamen 
wissen mufi.^' Daß es sich nur an den Maschinenbauer wendet, hätte noch 
augenfälliger und eindringlicher im Titel zum Ausdruck kommen sollen, 
etwa mit den Worten: „Die Technische Mechanik des Maschinenbauers^ 
oder „Die Maschinenmechanik.'' Die Schreibweise ist im ganzen klar und 
einfach; die zahlreichen Beispiele sind gut gewählt und sogar teilweise neu. 

Man könnte sich also über das Erscheinen des Werkchens nur freuen, 
wenn es nicht durch eine Menge von schlimmen Fehlem aller Art so ent- 
stellt wäre, daß die aus dem Buch zu schöpfende Belehrung denn doch 
recht fragwürdiger Art ist. Davon einige Proben. 

S. 18 ist als Beispiel fClr räumliche Eräftezerlegung die Aufhängung 
einer Last Q an einem Bock gewählt, der aus drei gegen den Horizont 
gleich geneigten Streben gebildet wird. ,J)a alle Streben mit Q denselben 
Winkel bilden, sind die Druckkräfte in ihnen gleich.'' (I) Dabei kann nicht 
etwa angenommen werden, daß vielleicht nur vergessen sei, die selbstver- 
ständliche Voraussetzung voranzuschicken: die Horizontalprojektionen schließen 
miteinander Winkel von je 120® ein. Nein, diese Orientierung wird 
schließlich gerade als Folgerung aus der Gleichheit der Strebendrucke ab- 
geleitet I Zum Überfluß enthält die Skizze noch eine Querverbindung 
zwischen zwei Streben, die der angestellten Betrachtung über die ELraftver- 
teilung jegliche Berechtigung nimmt. 

S. 34 „Ein Eräftepaar hat das Bestreben, eine Drehbewegung des 
Körpers hervorzurufen, während Einzelkräfte eine fortschreitende Bewegung 
herbeizuführen bezw. zu ändern suchen." Und mit derselben Leichtigkeit 
S. 46 (nach Reduktion eines Kräfbesjstems auf Kraft E und Eräftepaar G^ 
senkrecht dazu): „Ist der Körper frei beweglich, so wird er sich imter dem 
Einfluß der Kraft B in ihrer Richtung, die auch die der Zentralachse ist, 
geradlinig fortbewegen und gleichzeitig infolge des Kräftepaares Gj^ eine 
Drehung um diese Zentralachse ausführen." Dann wieder auf S. 321, nach- 
dem die Gleichung ^ _ , ^^, ^ ^^^, 

für das Arbeitsvermögen des starren Körpers abgeleitet ist: „Als Voraus- 
setzung gilt dabei (I), daß die durch den Schwerpunkt gehende, einzige (?) 
Drehachse ihre Richtung im Raum nicht ändert, daß also eine wirbelnde 
Bewegung des Körpers nicht eintritt. Wirkt auf den Schwerpunkt eines 
Körpers von der Masse M die konstante Kraft P und besteht außerdem 

ein nach Größe und Drehebene konstantes Drehmoment itf, so er- 

p 
zeugt erstere die fortschreitende Beschleunigung 1> = ;^ ^ind letzteres die 

Winkelbeschleunigung e = -^". Alle diese Sätze sind so verkehrt, daß man 

vielleicht in kürzerer Zeit einen Abriß des ganzen Gebietes liefern, als 
aus Herrn Stephans Aufstellungen die einzelnen Irrtümer herausschälen und 
widerlegen könnte. 

S. 95 ist ein Körper in zwei Pimkten Ä und B gestützt, und unter 
dem Einfluß einer Kraft G betrachtet, welche die Reaktionen N^ und -^i 
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in Ä und B hervomift. „Damit Gleichgewicht besteht, müssen diese drei 
fijifte in einer Ebene liegen und sich in einem PunM schneiden. Diese 
beiden Bedingungen sind notwendig und hinreichend (I). Die Eigur zeigt 
nun, daß die zweite auf unendlich viele verschiedene Weisen erfiillt werden 
kann, denn wenn die Größe und Richtung von N^ beliebig angenommen 
ist(!), kann stets eine Kraft ^2 gofiinden werden, die mit Nj^ und G im 
Gleichgewicht steht usw/* Die Bedingungen sind nicht hinreichend, sondern 
es muß auch noch das Kr&ftedreieck geschlossen sein; von N^ darf nur die 
Richtung oder (in gewissen Grenzen) die Größe angenommen werden, sonst 
kann keine durch B gehende Kraft N^ gefunden werden. 

Die Abbildungen zum Kapitel „KeiP^ 8. 125 sind mehr als bedenklich. 
Von den fr&heren Darstellungen ,4&ndlicher Vorrichtungen zum Spalten 
roher Stanmie^', wie sie Beuleaux vorfand, ist man wohl ziemlich allgemein 
zur „Prismenkette'^ übergegangen. Bleibt man indessen dabei, das zu 
Trennende als einen einzigen, zusanunenhangenden Körper zu zeichnen, so 
darf man ihn doch nicht von dem Keil völlig ausfallen lassen, wobei die 
Natur der widerstehenden Kräfte ganz rätselhaft bleibt. Herr Stephan 
stellt aber an Hand dieses Bildes sogar Betrachtungen über den Rückwärts- 
gang des Keiles an. 

Verfehlt ist auch die Behandlimg der Differentialbandbremse auf S. 175. 
Sind Pj und P, > P^ die Spannkräfte in den beiden Trümern, b^ und h^ 
ihre Hebelarme in bezug auf den festen Punkt des Hebels und ist U die 
ümfangskraft an der Bremsscheibe, so ist — solange Gleitung stattfindet — 
das Moment von P^ und Pj inbezug auf diesen Punkt: 



oder mit c =» öj : 5, 






«^" — c 
* e^«— 1 



Da über das Verhältnis \ : \ keinerlei Voraussetzung gemacht wurde, 
so gibt die Gleichung auch ganz allgemein die Größe eines am Bremshebel 
auszuübenden Momentes Da an, welches am ümfiEuig der noch gleitenden 
Scheibe einer Kraft ü das Gleichgewicht halten solL Praktische Bedeutung 
hat sie aber nur, sofern der Gleichgewichtszustand ein stabiler ist. 

Unterscheidet man 3 Gebiete, jenachdem 

Lc<l n. c^«>c>l ni. c>e^", 

80 ist Stabilität nur in L und HI. vorhanden. In IL führt eine Bewegung 
des Hebels im Sinne von Da ein Abheben des Bremsbandes, dagegen 
jedes Sinken von Da unter einen bisher Gleichgewicht haltenden Wert 
^ „Festbremsen^ herbeL 

Die festgebremste Scheibe übt eine ganz bestimmte ümfangskraft Umax 
ABS, und da jetzt P, = P, «•'*", wo c ein positiver echter Bruch oder Eins 
ist, so lautet die neue Gleichgewichtsbedingung: 
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Der Tatbestand, daß bei einem und denselben Da sowohl Festbrem- 
sirng mit U„uixi ^ Oleitung bei kleinerem U eintreten kann, ist also an 
die Bedingung ^" —c c*''"— < 



> 



'C 



gebunden, die ihrerseits nur mit e'' <■ > c > 1 erfüllbar ist Der Tatbestand 
ist danach nur dem Gebiet 11 eigentümlich; im I. und m. tritt bei 
kleinem Da Gleiten, bei großem aber Festbremsen auf, und zwar liegt die 
Grenze bei ^a 



Da = Umaxbj, 



tf^«-l 



Die Werte für die Trumkräfte P, und P^ bei festgebremster Scheibe 
sind natürlich mit P^ — P^^' Umax aus der Momentengleichung am Hebel 
leicht abzuleiten. 

Es erscheint nun zwar nicht unmöglich auf Grund dieser Verhältnisse 
im Gebiet 11 eine Art „selbstsperrender Lüftungsbremse^ anzuordnen, sofern 
nur zunächst durch eine geringe Kraft für Anliegen des Bremsbandes ge- 
sorgt wird. Da aber Gleiten des Bandes hierbei nur außerordentlich kurze 
Zeit auftreten kann, so müßte ein heftiger Stoß erfolgen, der nur etwa 
durch Einschaltung besonders nachgiebiger Verbindungen unschädlich gemacht 
werden könnte. Eine Ausführung dieser Art dürfte also kaum existieren. 

Gebiet I und III unterscheiden sich zunächst durcb das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von Da, dann aber viel wesentlicher noch durch fol- 
genden umstand: während in I. Da dem Absolutwert nach über üh^ bleibt, 
liefern in HE wenigstens die vorstehenden Betrachtungen keine untere 
Grenze für Da, Es scheidet danach auch I für die Anwendung aus, die 
ja auf kleine Werte Da abzielt. Daß praktisch nur das Gebiet IH in Be- 
tracht konmit, ist denn auch allgemein bekannt, vgl. z. B. die älteren 
Auflagen des Taschenbuchs der Hütte. In dasselbe Gebiet fallen natürlich 
auch die Lüftungsbremsen üblicher Bauart, deren Eigenart nur darin be- 
steht, daß das Moment Da durch ein Gewicht dauernd ausgeübt wird, daß 
also zum Niedergang der Last „gelüftet" werden muß. 

Herr Stephan behauptet dementgegen: „In der Praxis (!) wird \ stets 
kleiner als &2^^ ausgeführt, außer bei den Lüftungsbremsen, die ein Herab- 
gehen der Last erst beim Anheben des Bremshebels zulassen." Er empfiehlt 
also gerade Gebiet I. und 11. für die gewöhnliche Bremswirkung, während 
in Wirklichkeit I keinen Vorteil vor der einfachen Bremse bietet und H 
die unbrauchbaren labilen Fälle bezw. die wohl nie ausgeführte selbst- 
sperrende Bremse umfaßt. Angesichts der Ziele des Stephanschen Buches 
scheint mir aber gerade ein Verstoß gegen die unmittelbare praktische 
Anwendung besonders schlimm. Zudem übernimmt Herr Stephan durch 
doppelte Beispielrechnung (95) aus dem labilen Gebiet 11 noch einmal 
ausdrücklich die Verantwortung für seine falschen .Aufstellungen. 

In einer zweiten Auflage, die einem Buch von so erwünschter Rich- 
tung gewiß bald bevorsteht, werden hoffentlich die besprochenen Fehler 
mit den vielen andern, die vorzubringen der Raum fehlte, verschwunden sein. 

Braunschweig. R. Skutsch. 
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10—11. 
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y.i.6. Yierte^ahnschrift der Astrono- 
mischen Gesellschaft, Leipzig 38— S9. 

V.A.fi.1. YeröfTentlichnngen des Astro- 
nomischen Eecheninstituts, Berlin 23. 

Y.D.P.6. Verhandlungen der Deutschen 
Physikalischen Gesellschaft, Berlin 
6—7. 

y.G.H. Verhandlungen des Natur- 
historisch - Medizinischen Vereins, 
^ Heidelberg (2) 8. 

y.I.G.C. Verhandlungen des internatio- 
nalen Geographenkongresses, Berlin 7. 

y.I.M.C. Verhandlungen des Inter- 
nationalen Mathematikerkongresses, 
Heidelberg 3. 

y.L.y. Verbandszeitschrift der Land- 
messerrereine in Schlesien, Posen, 
Preußen und Brandenburg 1904. 

y.X.B. Verhandlungen der Naturfor- 
Bchenden Gesellschaft, Basel 16—17. 

y.S.H. Veröffentlichungen der Groß- 
herzoglichen Sternwarte, Heidelberg 3. 

y.S.N.6. Verhandlungen der Schweize- 
rischen Naturforschenden Gesellschaft, 
Bern 86; 87. 

y. y. P. ü. W. Vierteljahrsberichte des 
Vereins zur Förderung des Unter- 
richts, Wien 9. 

y.y.N.T. Verhandlungen des Vereins 
f&r Natur- und Heilkunde, Preßburg 
1903. 

y.W.A. De Vried der Wiskunde, Am- 
hem 20. 

W.E. Western Electrician 35. 



W.M. Wiadomosci Matematjczne, War- 
schau 6 — 8. 

W.W. WszechSwiat, Warschau 22 ; 28 ; 28. 

Y.e. Yachting Gazette, Paris 297. 

Z A.C. Zeitschrift für anorganische 
Chemie, Hamburg 40; 42. 

Z.B.O.Y. Zeitschrift des Bayrischen 
Geometervereins , München 1903 — 04. 

Z.E. Zeitschrift fOr Elektrochemie, 
Halle 10—11. 

Z.6.K. Zeitschrift für die gesamte 
Kälteindustrie, München 11. 

Z.6.V. Zeitschrift für die Gesamte Ver- 
sicherungswissenschaft, Stuttgart 4. 

Z.H. Zeitschrift für mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht, 
Leipzig 34—36. 

Z.K.M. Zeitschrift für Kristallographie 
und Mineralogie, Leipzig 39 — 41. 

Z.L.L. Zeitschnft für Lehrmittelwesen 
und pädagogische Literatur, Wien 1. 

Z.P. Zeitschrift für physikalischen und 
chemischen Untemcht, Berlin 17 — 18. 

Z.P.Z. Zeitschrift für physikalische 
Chemie, Leipzig 40 — 44. 

Z.R. Zeitschrift für Realschulwesen, 
Wien 29. 

Z. B. W. L. Zeitschr. des Rheinisch-West- 
fälischen Landmesservereins, Kassel 
1903—04. 

Z.S. Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Leipzig 61 — 62. 

Z.W.P. Zeitschrift für wissenschaftliche 
Photographie, Leipzig 3. 



Angewandte Mathematik. 

1. jS. BeUazfsi, Le applicazioni della 
matematica. B.A.M.T. 8. 40. 

2. Fitzetti. Matematica e sperimenti. 
AR.Ü.G. 11. 

6e«eliiehte der angewandten Mathe- 
matik. 

S« P. Harzer, Die exakten Wissen- 
schaften im alten Japan. D. V.M. 14. 812. 

Phflosopliie der angewandten 
Mathematik. 

4. E. F. ApeU. Über Begriff und Auf- 
gabe der Naturphilosophie. A.F.S. 1. 

5. Ä. Höf ler. Zur gegenwärtigen Na- 
turphilosophie. A.D.r.N. 2. 

PUagogik der angewandten 
Mathematik* 

6. F. Klein. Bemerkungen zum mathe- 
matischen und physikalisdien Unterricht. 
D Y.N. 76. A. 130. 



7. F. Klein. Über die Aufgabe der 
angewandten Mathematik, besonders über 
die pädagogische Seite. V.LM.G. 3. 396. 

8. P. Staeckel. Angewandte Mathe- 
matik und Physik an den deutschen 
Universitäten. D.V.M. 13. 318. 

9. F. Klein. Mathematik, Physik, As- 
tronomie an den deutschen Universitäten 
in den Jahren 1898—1903. D.V.M. 13. 
457. 

10. A. Gutzmer. Über die auf die 
Anwendungen gerichteten Bestrebungen 
im mathematischen Unterricht der deut- 
schen Universitäten. D.V.M. 13. 617. 

11. G. Hölzmüller. Bemerkungen über 
den Unterricht und die Lehramtsprüfung 
in der angewandten Mathematik. D.V.M. 
14. 249; 396; F. Ebner 339. 

LogikkalknL 

12. G. Vacca, La logica di Leibniz. 
R.M. 8. 64. 

18. H, Mae CoU. La logique symbo- 
lique. E.M. 6. 416; 6. 372. 



so 
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14. E. V. Huntinatan, Sets of inde- 
T>eiident postulates for the algebra of 
lo£ri<^- T.S.M.Am. 6. 288. 

15. P, Poretzky. Th^rie des non-^ga- 
lit^s logiques. S.M.Ea. (2) 13. 80. 127; 
±^. 118. 

Siehe auch 819; 427; 686; 686. 

Wahrseheiiillelikeitsreeluiiuiir« 

16. .¥. Dehalu, üne Y^nfication ^6- 
xnontaire de la loi des probabilit^s. 
B.S.B.A. 9. 64. 

17. P. Mamion, Sur la poit^ ob- 
jeetive du caloul des probabiHt^ M. 
(^d^ 4. Suppl. 3. 

IH« JR. k. Moritz. A genend theorem 
in local probability. M.M.P. 12. 69. 

19. P. MansioH, Sur la loi des giands 
ttombi^ des Poisson. A.S.B. 28 A. 72; 

dO« Ji. tie Montessus, La loi des grands 
nombr^s. £.M. 7. 122. 

:äl. t\ Lafrange, Le pxincipe de la 
liiuitt» oonduit^ dans des problemes das- 
:^^iMa aux relatioQs absurdes i » | et 
X —0. RA.B. 1904. 928. 

«• f\ H-. Hefmtrt. Ül>er die Genan- 
i^ktMl d«r Kriterien des Zufalles bei Be> 
jWvhluugtm^iheu. S.A.B. 1905. 594. 

iRI% i^ MitHistiim, Sur une inteffxale 
cvai*id<Jr\v en calcul des probabuites, 
tV A K liHV4, 239; 638; M. ,3^ 4 Suppl. 

:R» l K. Im^ttM. metodach Pir- 
^»MM X |MriK»ituivi»oh Unjutü Terojatnostej 
K tifcdwKVaw *lAli»tiki i bioloirii vtber die 
\il^bK>U^ii lVars\n)!» lur Heiaiiiiehuog der 
\;v ;ikJ.:^iV^^mUv hkiciläurtH^hiiang ttir Auf- 
^«fc.vit 0^ 5^ii*iik uud der BiokMrie\ 
^ U ^ ^. 4^1 

:|ik V*- AI AluM<**W/ii\ Problexua dei 
i»Ji. ^ V M sV H 361. 

:i^ ^ -V'A^vK»«*. 5^ir une sommation 

j. it;«»<r«k!vti c\u>Mviertvs en cäIouI des 

.i^OA^K. X^ KAU ÜKU. 63^; AS a 

:jr» \ ^Mr^4^«t riw» jxn^bleui of the 
— ^- -* ^«vA \ W. 2^- - H^i4:<rt4K SIS. 
Sicijb* *uch <5U^ 



;*. V >w>i.». t.W VVMor^cvH*^U und 



Sl. M. Xäbauer. Mittlerer und durch- 
schnittlicher Fehler. Z.B.G.V. 1903. 66. 

82. F. JB. Helmert. Zur Ableituns; der 
Formel von C. F. Gauß ftir den mittieren 
Beobachtungsfehler und ihrer Genauig- 
keit S.A.B. 1904. 950. 

S8. C. L. Landre. Yergleichung von 
Mittelwerten. A.J.W. 24. 81 

84. S. Finstencalder. Bemerkungen 
zur Analogie zwischen Aufgaben der Aus- 
gleichungarechnung und solchen der Sta- 
tik.^ S.A.M. SS. 683. 

85. J. Midzuhara. New formulas for 
finding the mean error of an obser- 
Tation and some likelj errors of the most 
probable values of the unknown quanti- 
tiesin indirectobservations. A. J. B. 23. 75. 

86« S. A. Saunder. Note on the use 
of Peirce's Criterion for the rejection of 
doubtful obserrations. M.N.A.S. 63. 432. 

87. Harksen. Unsere Beobachtungen 
und die dabei begangenen Fehler. A 
VN. 1903. 137; 185. 

88. E. Cotton. Sur Tevaluation des er- 
reurs dans Tint^gration approcb^ des 
equations differentielles. C.R. 141. 177. 

89. E. LindMf. Zur Frage von der 
Bedeutung der Fehlerrechnung bei der 
harmonischen Analyse Ton Kurven. A. 
F.G.P. 87. 597. 

40. L. HerwuMnn. Kurrenanalyse und 
Fehlerrechnung. A. F. G. P. 89. 600. 

41. Zaehariae. Sur Terreur moyenne 
de la mesure relative de pendules avec 
lappareil Schneider. B.A-Co. 190». 349. 

4i. P. Pizzetti, Die alcuni casi di sim- 
pUficazione sulla compensazione delle 
reti geodetiche e in parücolare in quella 
di Hansen. RTC. 16.177. 

48, G. de Samdre. Tavola grafica per 
la ricerca dei coeiHcienti delle equazioni 
de^Ii errori nella compensazione ango- 
lare degli allineamentL B.T.C. 17. 129. 

44. C Jono, Dell' error medio nel 
c^iUvIo di ona distania e di an azimui 
R. r C. 17. SO; 75: Sl. 

4i, C J^TiKK SxiU' indaenza dell^enore 
di verticaliiak neiiivelli. R.T.C. 16. 113; 

44L i/j'-t54^*i. Unsere Beobachtonfen 
uBd die dabei be^ramsctnen Fehler.^Das 
FeirLEivellement. A-t".N. 1904. 2. 

47 • (r fie Sfiiuirr. Compensazione di 
un ructo decefmin;ito per intersesione 
iv.ver^. K r C IT. HS, 

45. (r. ae >«M>inf. L*enore lineare 
n^r.e polU- c**i. R.T C. 16l 11; 2d; 40. 

45^ y. ,N.*Ä*,.:jf. Zur Aa$i?leichung der 

^0«(r r"' ^vr \.i ri r bi^ch^ Ans«rl«rfmwg 
be; cer ir.jr.^3L:!nr*:inicien Punkt bestim- 
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maog dnrch Einschneiden. Ö.Z.Y. 1908. 
205; 1904. 8; 117; 826. 

51. M. Näbauer, Genauigkeit yer- 
schiedener Arten des Pnnktanftrages 
dnidi rechtwinklige Koordinaten. Z.B. 
G.V. 1903. 110. 

52. M. Komd, Graphische Koordi- 
natenaoBgleichung trigonometrisch be- 
stimmter Punkte. Ö.Z.V. 1903. 178. 

58. /. SuUer, Grenauigkeitsonter- 
süchong und die üniversalzeichen- und 
BechenaoBdriicke. A.Y.N. 1903. 281. 

54. E. Puüer. Bestimmung des Mi- 
nimnmpimktes einer fehlerzeigenden Fi- 
gur. Z.E.W.L. 1904. 66. 

65« U. Barbiert, Della compensazione 
nelproblema di Marek. B.T.G. 17. 145. 

56. B. Seyfert. Überschätzung der 
Fehlergrenzen bei trigonometrischen Be- 
rechnungen. V.L.V. 1904. 296. 

57. B. Seyferi. Maßstab zur Bestim- 
mmig der Richtungskoeffizienten a und 6. 
V.L.V. 1904. 194. 

58. /. Hann. Begenfall zu Greenwich 
1816—1903. M.Z. 22. 30. 

59. B. Wonach. Über die Ausglei- 
chung von Uhrgangen. A.N.K. 167. 16. 
Siehe auch 291; 796: 2112—14; 2574; 
3230; 2232—86; 3237; 3288; 3241—44. 

Methode der kleinsten ({uadrate. 

60. F. P. Ermakov. Methode der 
kleinsten Quadrate (russ.). B.Ü.E. 1906 
b, e. 

61. W. Ivanovgky. sposob naimen- 
üch kvadratoT. (Über die Rechnungen 
nach der Methode der kleinsten Quadrate). 
M.Z.P. 317. 86. 

62. F. Strehhw. Über das arithme- 
tisehe Mittel und die Begründung der 
Methode der kleinsten Quadrate. A.Y. 
K. 1903. 257; 266. 

68. W. Ivanav^. sposob naimen- 
üch kradratoT. (Eine vereinfachte Art 
der paraboliBchen Interpolation nach der 
Methode der kleinsten Quadrate). M.Z.P. 
813. 103; 131. 

64. B. d'Emüio. Illustrazioni geome- 
triche e meccaniche del principio dei 
minimi quadrati. A.I.V. 62. 864. 

65. F. Schlesinger. Some common 
insccoraeies in the application of the 
method of least Squares. P. A. S. F. 16. 224. 

66. J. Mideuhara. On an application 
of the method of least Squares for com- 
paring the probabilities of naturalness 
of 2 different sets of series of hjpothe- 
tical Observation equations both derived 
from the same observations. A. J.B. 24. 
1S6. 

Z«itidulftf.M«them«tikn.Pli7tik. 5S.BMid. 



67. G. H. Bryan. Note on the method 
of the arithmetic mean as applied to 
rates of increase. M.G.S. 3. 97. — 
F, J. W. Whipple. 178. 

68* 8, Wigert Sur un probl^me de 
la m^thode aes moindres carr^s. A.M. 
A.P. 1. 719. 

69. 8. Wellisch. Über das natOrliche 
Erhaltungsprinzip. Z.S. 62. 202. 

70. G. Förster. Über die Gewichte 
der Beobachtungen auf den 6 interna- 
tionalen Pohlhöhen Stationen. A.N.K. 
169. 198. 

71. E. Engel. Die Koeffizienten für 
die Bedingungs- und Normalgleichunffen 
beim Ausgleiche trigonometrischer 
Punkte nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. Ö.Z.Y. 1903. 101; 1904. 81; 97. 

PoUtIgehe Arithmetik. 

72. Ä. Meyer. La th^orie des ^lections 
et la repr^sentation proportioneile. R. 
G.O. 16. 111; 168. 

78. G. B. M. Zerr. The sinking-fund 
of the United States. M.M.F. 11. 202. 
Siehe auch 2666; 2660; 2662; 2665; 2668; 
2669; 2672; 2673. 

Kanfmftnnisehe Arithmetik. 

74. 8. Johftsen. Middelforfalstid. T. 
M. 14. A. 106. 

Siehe auch 176; 2658; 2659; 2661; 2666; 
2667; 2670; 2671. 

Bentenreehnung. 

75. F. Mortara. ün quesito compa^ 
rativo circa le annualitä. B.D.M. 4. 33. 

76. W. Beichardt. Naherungsformeln 
aus der Rentenrechnung. S.I.D. 1904. 
A.25. 

77. J. F. Steffensen og N. B. Bewei- 
sen. T.M. 14. B. 82. 

Statistik. 

78. H. Wiechel Volksdichte-Schich- 
tenkarten in neuer mathematisch be- 
gründeter Entwurfsart. S.I.D. 1904. 35. 

79. K. Pearson. Math. Contributions 
to the theory of evolution. P.R.S.L. 
72. 605. T.R.S.L. 203. 53. 

80. F. Galton. Everage number of 
kinsfolk in each degree. N. 70. 529; 71. 
30. — G. H. Bryan. N. 71. 9; 248. 

81. K. Pearson. On a criterion which 
maj serve to test various theories of 
inheritance. P.R.S.L. 78. 262. 

Siehe auch 24; 91; 2894. 

1906. LHeft. 6 
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Biometrie. 

82» J^ Ludwig Neue Literatur über 
das Grenzgebiet der Biometrie. Z,B. 
h2. lÜB. 

88. F\ Luflwitj. Wetter« ÄbechDitte 
aus der Biometrie. Z,H. 36. 105. 176; fm. 

§1. L^Tt^. über die MeBsmig der 
ttieiiBcbliebeii Fmcbtbärkeit, Z,0,V. 4. 
165. 

§5. A. D. Darhishire. On the rap- 
posed antagoniaEj of Mendelian Uy bio- 
metric theorie« of haredity. B. P, M. 49. 
Ko. 6. 

86. H, ChodaL La biotndtre et lei 
m^tbodes de fttatiitique appliqu^et i la 
botftnique. V>B.N,G. 87. m. 

87. i*; Ludwig. Die biotnetriache Ana- 
lyse eiuer PflaöÄetiupezie«. 2,S. dl. 27f. 

88. i^. rftf Helgit^ro. ßui masBiim 
delle curve dimorficbe. Bi. 3. Nr. 1. 

89« E. (jain, Etuda biom^trique eur 
le» Y&riations de La üeur et siir Thete- 
roatylie de Pulmonaria ofBcinaÜB, BL 

Siehe aucb U; 2395; 2396. 

Sterblicbkelt. 

90, C^ulter. Zum Problem der Sterb- 
licbkeitameBsimg. Z,G.V. 4. 160. 

91« LoicinihaL EsBai gur lea rapporte 
entre La uataLit^ et la mortaÜtd B,3. 
(6) a, 1; 38. 

Ver^lehemngsmatheniiitli. 

H^. ZiegtL Zur Bewertung der redu- 
zierten Police in der Lebengversicherung. 
Z.G.V. 4. 24L 

98, Egger^erger^ Über die Beaiebungen 
zwischen deu FundamentalgröBeii m der 
Invalide DverBicberung. Z.G. V. 4, 129. — 
Me^er. 181. 

Siebe auch 2664. 

Spiele. 

94p H. M. Taylor. On a paper-fol- 
dlng puzfle. M.M. 34. U% 

9ö* W. J, WiaseUnk. Een vraagsttik 
met op loa sing over een apellet je met 
apeel karten. V.W.A. 20. 250, 

dB. P.A. Mac Mithon. Magic aquarea 
and otber problems on a cbeßö-board. 
P.E.L 17. 50. 

97» N. J. Lenne^. Motion of a ball 
on a billiard table. M.M.F. IS. I6ä. 



Sp«rt. 



9h. K Wal^ 



99, H. W, ^gar. A oete on diawitig 
for oompetiüori*. T.N.Z.L 36. 60L _^ 

Kanierisefaefl Rechnen, 

100. E. BoreL Les exerciee« prati- 
quefl de math^matiqueÄ dans ren&eigne- 
ment Hecondaire. B.G.O. 15. 431, 

101 > O. BÜTTHann. Zwei dem nume- 
riacben Eecbnen angehörende Betraeh- 
tungeo. ME. 15. 325, 

105, Burkhardt Wie m&n tof Zeii«ii 
recbnete Z,H. 36. 9. 

103. G^ Lasseri. 1 calcoli numerid 
degli aiiticbi Greci. P. M. R. SuppL ft. 3,^. 

104* F. V. Bobynin. Sur leB facnltes 
particuii^rea attx mEtb^maticietiB et am 
cal cnla teure eartraordin ai res , R . M , 6 . 362. 

105» ^. Bmmans. La m^thode d'Adrien 
Romain poor effectuer lea calculs de« 
giandfl nombres. A.S.B. 28 B. 411. 

106, J, Rius g Casas, Extra ceion de 
raicea por suattaciones sucesivaB. B.T. 
M. ö. 92. 

107, H. SdiM^ert. Elementare Be- 
recbnnjig der Logaritbrneo- Z,H, 35. 
273. 

108, F. G. Teixmra. Sur mie for- 
mule püttr Le calcul numMqne dea lo- i 
garitbmeaH N.A, (4) 5. 36. 

109, J. A. C. Oudemuns. An emf 
methc^d to compute a logarithm* D. äS. 
416. 

110, C. Bremtkw. On tbe ertora inth 
which logaritbinJc computationa ait 
affected. T.A.W. 18. 427. 

111, ^. P. Berief sen. Om den ndj»^- 
tigbed der opnaaa ved tiibelopätag i firci* 
frede logaritme — og antilogantme — - 
tabelLer. T,M. 16 A. 65. 

113. R Barbarin. Calenla abr^^d da 
sinuB et c^iinua circnlaires ou h/perbo- ' 
liquee. M.S B. (B) g. I6:i 

118, EZoghom. Genauigkeit der ße^ 
rechnungen mit der Klo tbschen Hj]>er- 
beLtafel. V-L,V. 1904. 244. 

114. C Bunge. Nrnnerisdie Benacli- 
nung der Hauptachsen einer F,. Z,B* 
52. 108. 

115* Üf. Lampe. Einige ttbungu^' 
gaben eut IntegTÄlrechnüng. J) 7.2)". 
76 B. 4. 

Siehe auch 3697—3600, 

fi€ehenprob^*ij^ 

116* ChriMml Die 8ieK^^«r-. icbtei<, 
Kenner^, Elfer-, Siehei^tJ'Äigei^ ^ 
HunderteinerpTobe mr v? uväimÄ^ifiä 
Anffindung von ILechL^^;^^^ X^^^ 
1903. 169. ""^^XteW^x«- 
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Aiudytlflelie Hihemmgsniefhoden. 

117. G. Fazzari Errori assoluti nei 
calcoli approMimatu Pit. 11. 66. 

118. L. KoUras. Sor rapprozunation 
p^odique des irrationelles cubiques. 
B.D. (2) 29. 21. 

119. G. H. Hardy. The asymptotio 
aolntion of certain tranBcendentol equa- 
tionB. Q.J. 36. 261. 

120. JP. L. O. WadsworOi. On con- 
reigents and arithmetical series, the 
Tatio of whose termB approximate snc- 
cessiTelj the yidue of n and on their 
application to the constraction of Com- 
puting machines. J. F. I. 166 ; M. S. P. A. 

121. P. Man8wn. Snr le calcul ap- 
proch^ de quelques integrales. A.S.6. 
29 A. 62. 

122. F. Rimondini. Sul colcolo ap- 
prossimato degli integrali doppi a limiti 
co«tenti. A.A.T. 40. 146. 

123. F. Bimondini. Sul calcolo ap- 
pioasimato degli integrali doppi. A.A. 
T. 40. 168. 

124. G, dal Vozzo. Sulla duplicitä. 
del cubo. E.F.M. 6 B. 324. 

126. W. Gotring. Zur Berechnung 
der Zahl «. Z.H. 36. 609. 

126. C. Stmgtl. Über den Näherungs- 
wert «~yiÖ. Z.H. 36. 508. 

127. W, Ko€h. Weitere Untersuchun- 
gen über Näherungsformeln zur Berech- 
nung der Ludolfschen Zahl. Ü.M.N. 10. 
83; 105; 13S. — T. Adrian. 11. 31. 

128. G. N. Watsan. Mathematical 
note. M.G.S. 2. 361. 

Siehe auch 76; 112; 119; 8684. 

Namerlsehe Gleichimgeii. 

129. jS. de Montessua. La r^solution 
nnmdrique des äquations. S.M. 83. 26. 

180. C. Miehel Sur les mäthodes 
d'approximation. R.M.S. 15. 89; 118. 

181. P. Werkmeister. Graphisch-nu- 
merische Methode zur beliebig genauen 
BegtJTnmnng der Wurzeln einer nume- 
rißchen Gleichung. Z.S. 61. 104. 

182. J. Eichard. Sur la mäthode d'ap- 
proximation de Newton. R.M.S. 16. 
137. 

188. If. Lerch. Sur une am^oration 
de la m^hode d^approximation de New- 
ton. E.M. 6. 292. 

184. F. Giudice, Metodo di Newton 
peifezionato e nuoYO metodo pel calcolo 
uiintotico delle radici reali d equazionL 
AA.T. 40. 88; 106. 



185. 0. NiccöUtti. Su alcone appli- 
cazioni del teorema di Sturm. A.A.T. 
39. 466. 

Siehe auch 110; 166—171; 276; 3362; 
3368. 

Empirisehe Formeln. 

186. V, Hensen. Das graphische Ver- 
fahren zur Entwicklung korrekter Kurven 
aus Beobachtungsresultaten. N.G.G. 
1904. 181. 

Siehe auch 147. 



Interpolation. 

187. S. Bernstein. Sur Tinterpolation. 
S.M. 83. 88. 

188. 0. Biermann. Ein Problem der 
Interpolationsrechnung. M.H. 16. 49. 

189. H. ZempUn. Über graphisches 
Interpolieren (ung). M.P.L. 12. 96. 

140. F. E. Boss. An apnlication of 
Stirlings Interpolation formula. M.M.F. 
12. 43. 

141. F. G. Teixeira. Sur une for- 
mule trigonom^trique d*interpolation. 
E.M. 6. 214. 

142. M. Krause. Sur Tinterpolation 
des fonctions continues par des polj- 
nomes. CR. 40. 1442. 

148. E. Borel. Sur Tinterpolation 
des fonctions continues par les poljno- 
mes. V.I.M.C. 3. 229. 

144. H. ZemplSn. £tude sur Tinter- 
polation et la däcomposition des fonctions 
rationelles en fractions partielles. A. 
Gr. (3) 8. 214. 

145. Ä. A. Markoff. Becherches sur 
les yaleurs extremes des integrales et 
sur Tinterpolation. A.M. 28. 243. 

Siehe auch 63; 1770. 

Harmonische Analyse. 

146. S. P. Thompson. Note on an op- 
proximate rapid method of harmonic 
analYsis. P.P.S.L. 19. 443. 

147. C. Btmge. Über die Zerle^^ung 
einer empirischen Fimktion in Sinus- 
wellen. Z.S. 52. 117. 

148. L. Steiner. Der tfi^liche Ghkng 
der erdmagnetischen Elemente im Kin- 
gua-Fjord. A.D.S.H. 27. 8. 

149. J. Schneider. Die tftgliche Luft- 
bewegung über Hamburg in den einzel- 
nen Monaten des Jahres ermittelt durch 
Anwendung der doppelten harmonischen 
Analyse. A.D.S.H. 27. 4. 

Siehe auch 39; 40 265 
6* 
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IfatkematiM^e Tafeliu 

160. J. de Mendüdbäl Tambarrtl, 
Tables mun^riques d*apr^ Is division 
d^cimale de la circonf^xence et da joor. 



M.jB.M. 13 SoppL 

161. W.T,ElderUm. Tables ofpowen 
of natural nmnben and of tbe satns of 
natural nomberB t'rom 1—100. Bi 2. No. 9. 

162. A, OunningKam. Factor tables. 
M.M. 39. 24. 

168. A. Cunningham. Gorrigenda in 
Mr. W. Shankfl tables: On the number 
of figures in the leciprocal of a prime. 
T.E.S.E. 73. 369. 

164. A. Cunningham. On hauptexpo- 
nent tables. M.M. (2) 33. 146. 

166. W, H. Busaey. Galois field tables 
forp^<169. S.M.AnL 12. 22. 

166. A. S. Verebrjusov. Tablica dlja 
razloienija kvadratnych komej iz celych 
tisel V neprerymyja drobi (Tabelle sEor 
AuBziehnnff der Quadratwurzeln aus 
ganzen Z^len mittels Kettenbrücken). 
8.M.M. 24. 601. 

167. P. /. Wo findet man Tafeln 
des Integrallogarithmus? Z.S. 62. 222. 

168. W. L. Miüer and T.KRosebrugh, 
Numerical values of certain functions 
involving e-*. P.T.R.S.C. (2) 9. 73. 

169. G. Witt. Tafeln zur bequemen 
Berechnung der vollständigen elliptischen 
Integrale 1. und 2. Gattung. A.N.E. 
166. 33. 

160. J. G. Ishenoood. Tables of the 
Bessel functions of pure imaginary values 
of the argument. S.P.M. 48 No. 19. 
Siehe auch 294; 2019; 2076; 2077; 2119; 

2137; 3766; 8766; 3784; 3856. 

NomograpUe. 

161. M. d'Ocagne. Coup d^oeil sur 
la th^orie la plus g^närale de la nomo- 
graphie. A.F. 1903. 180. 

162. C. G. KnoU. Polar plotting paper. 
N. 71. 296. 

168. M. d*Ocagne. Sur la r^solution 
nomographique g^än^rale des triangles 
sph^riques. S.M. 32. 196. 
Siehe auch 43; 113; 179; 2128; 3480; 
3489; 3690—96. 

Graphischer Kalkül. 

164. I. lanescu. Practica construc- 
tianilor grafice sau geometria aplicata. 
6. MB. 10. 200. 

166. W. O. Hemming. A graphical 
Solution of the tjpical quadratic equation 
ax*±hx±c=^0. M.G.S. 3. 86. 



I 166. D. GawUnoU. Nota sopra una 
I costrozione geometrica delle radici di 

un* equazione di 2. gtado. Pit. 10. 
I 102. 

I 167. A. Padoa. Esposizione elemeo- 
I tare del metodo di Steiner per la risoln- 

zione grafioa delle equazione di 2. grado. 

B.D.M. 3. 1. 

168. M. Pdndr. Pfisp^vek ku ^ 
fickemü refeni roynic kvadratickjck 
(Beitrag zur graphischen Lösung der 
quadratischen Gleichungen.) C. 83. 316. 

169. J. Sobotka. Zur konstruktiTen 
Auflösung der Gleichungen 2., 3. und 
4. Grades. S.G.B. 1904. Nr. 83. 

170. /. Sobotka. Pnsp«vek ku grafic- 
k^mu fedeni rovnic 2., 3. a 4. s^^pne. 
^Beitrag zur graphischen Lösung der 
Gleichungen 2., 8. und 4. Grades.) C. 
3. 1; 97. 

171. H. J. Thomsen Graphical sola* 
tion of cubic and quartic equation. N. 
72. 296. 

1 72. L. E. Dichion. Graphical methods 
in trigonometiy. M.M.F. 12. 129. 

178. J. A, Harris. On the use of a 
drawing board and scales in trigono- 
metrj and navigation. S. (2) 18. 108. 

174. R. M. Milne, A. P. Trotter, S. 
J. Orookes, W. Larden, W. J. Bobbs. 
Graphic methods in an educational 
course of mechanics. N. 70. 6; 81; 
103; 125. 

176. L. Rauch. Die graphische Er- 
mittelung des Papiereinganges. O.Z.Y. 
1904. 361. 

176. P. Ayne. Nouvelle application 
des m^thodes graphiques k l'ätude des 
Operations financiäres. R.G.O. 16. 733. 

177. G. Kummer. Die Genauigkeit 
graphischer Flächeninhaltsberech- 
nungen. V.L.V. 1904. 290. 

178. F. Stupecky. Ein Beitrag zur 
graphischen Behandlung hydrometrischer 
Autgaben. Ö.W.Ö.B. 1903. 860. 

179. W. Koppen. Tafel zur graphi- 
schen Ableitung der Höhen aus den 
Meteorogrammen bei Drachenaufstiegen. 
A.H. 32. 270. 

Siehe auch 60; 62; 131; 136; 139; 274; 
293; 303; 614; 1196; 1382; 1627; 1534; 
2029; 2030; 2047; 2138; 3;i64— 60; 3699. 



Geometrische Nfthernngsmethoden. 

i 180. F. ViUareal Inscripcion de 

j poligonos. B.C.L. 8. 153. 
I 181. G. Br<Uu. Asupra eneagonuloi 

. regulat. (Über das reguläre Neuneck.) 

I G.M.B. 11. 31. 
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188« J. Harmuth. Nähenrngsweise 
Sonstraktion des TTinkelB von 1®. ü. 
M.N. 11. 14. 

IS^U.CeretH. Sopra nna costnizione 
approtsimata del quadratoeqniyalente ad 
un dato cerchio. Pit. 11. 186. 

184. C, Stengel Über den Näherungs- 
wert « = yiÖ. Z.H. 35. 608. 

185. F. BUncke. Eonsiroktion eines 

Näherungswertes fclr ^ • Ü.M.N. 10. 89. 

186. L. Pilgrim. Binomische nnd tri- 
nomischeN&heningsfl&chen algebraischer 
Fl&chen. M.B. (2) 7. 19, 83. 

Siehe anch 3240; 8637; 3686. 

Winkelteihuig. 

187. BerÜing. Stereometrische Winkel- 
teilang. U.M.N. 11. 84- 

188. P. Carrara. I 8 problemi classici 
degli antichi in relazione ai recenti risol- 
tati della acienza. R.F.M. 6. 399. 

189. P. Elementare Winkelteilung. 
Ü.M.N. 11. 60. 

190. R. T. AUy. Note on Angels me- 
thod of inscribing regulär polygons. 
P.I.A 8. 1898. 92. 

191. J. B. Everett. Note on Borgnet's 
method of dividing an angle in an arbi- 
trary ratio. P.M. (6) 7. 79. 

192. J. N. MiUer. A method of divi- 
ding the circumference of a circle into 
360 eqnal parts. P.E.M.S. 23. 68. 

198. Crroße. Die Dreiteilung des 
Bozens. Z.H. 36. 307. 

194. R Villareal. Trisecciön del an- 
gnlo. Refutacion. R.C.L. 7. 29. 

195. 0. Sehneider. Planimetrische Ab- 
leitung der kubischen Gleichung für die 
Winkeltrisektion. U.M.N. 10. 17. 
SieheauchlSl ; 182; 268; 382; 3360; 3921. 

Korbbogenkorren. 

196. E. Teiler. Über Minimumauf- 
nben bei zweifachen Eorbbögen. Z.B. 
W.L. 1903. 130. 

197. W. Heyder. Das Abstecken von 
Dreibogenkurven ohne L&ngenmessung. 
P.C. 24. 266. 

198. B. V. LiehtenfeU. Der Korbbogen 
und die Übergangskurve im Eisenbann- 
geleise. Ö.W.Ö.B. 1903. 679. 

Siehe auch 199; 3636; 3686; 3688 

T^rbtndnngsknrTen. 

IW. C. Jario. Sulle cur?e di raccordo 
a 2 centri. Studio grafico. B.T.C. 16. 2. 



200. G. Pigozzi. Raccordo di 2 rettifili 
stradali con curva parabolica. R.T.C. 
16. 129. 

Siehe auch 2787; 3629; 3682; 3639; 
3641; 3642; 3786. 

Nfthemngsweise Quadratur. 

201. S.O.Satunovsky. Über genäherte 
Quadraturen (russ.) M.S.O. 26. VIL 

202. JB. TT. K. Edivards. On certain 
modificaüons in the coefficients used in 
Simpson's rule, when either of the out- 
side Ordinate is a tangent to the cur- 
ved boundary of the figure. M M. 34. 
121. 

Siehe auch 434; 1966; 3349; 3369; 3480. 

Flanimeter. 

208. J. Barvik. Studie über Polar- 
planimeter (tschech.). M.A.T.P. 1903. 
Nr. 84. 

204. A. Krilo/f' On the hatched 
planimeter. A.P.B. (6) 19. 221. 

206. Ä. N. Krilov. planimetre to- 

ririke. (Über das Beilplanimeter.) M. 
P. 323. 6; 113. 

20«. R. W. K. Edwards. A radial 
areal scale. P.B.S.L. 73. 292. 
Siehe auch 3496; 8663. 

Bechenapparafe. 

207. E.Selling. Neue Rechenmaschine. 
Z.S. 62. 86. 

208. F. Marre. La plus simple des 
machines k calculer. Öo. (2) 61. 426. 

209. R. P. Baker. A balance for the 
Solution of algebraic equations. M.M. 
F. 11. 22. 

210. R. E. Moritz. Some physical 
Solutions of the general equation of the 
n*«^ degree. A. of M. (2) 6. 64. 

^11* B. Seyfert. Trigonometrische Be- 
rechnungen mit der Rechenmaschine. 
V.L.V. 1904. 817. 

212. /. E. Murray. A differentiating 
machine. P.R.S.E. 26. 277. 

2 1 8. ul. Kr Hoff. Über einen Integrator 
von Differentialgleichungen (russ.) A. 
P.B. (6) 20. 17. 

214. N, V. Bervi. Einematiceskie 
vjdislitcli funkc\j. (Kinematische Be- 
rechnungen von Funktionen.) S.M.M. 
24. 623. 

215. V. Lebeau. Sur un nouveau 
curvigraphe. M.S.L. (3) 6. No. 7. 

Siehe auch 120; 8666; 3671; 3673. 
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Reehengehleber« 

216. a S. J. Eztract from an old 
Pamphlet on the elide role. M. G. S. 8. 137. 

217. E, Leray. Comparaison de la 
z^le k calculs Beghin avec la r&gle 
Mannheim. B.S.A.F. 17. 191. 

218. S. E. Woodbury. The elide rule 
Position of the decimal point. E.M.W. 
80. 474. 

219. A. Beghin, De Tapproximation 
dans les Operations avec les r^gles ä 
calcul. B.S.A.F. 17. 452. 

220. W. Hau. The slide rule in navi- 
gation. N.M.L. 72. 215. — EOenborough. 
563. 

221. Bimbach. Chemischer Rechen- 
schieber ans alter Zeit. S. N. G. B. 1905. 1. 
Siehe auch 8352; 3664; 8665; 3667—70; 

3672. 

TektoranaljBis. 

222. G. Hessenberg. Über einen geo- 
metrischen Kalkül. A.M. 29. 1. 

228. J. Frischauf. Das Rechnen mit 
Vektoren. Z.H. 35. 249. 

224. E. Waelsch. Über Bin&ranaljse. 
S.A.W. 118. 645. 1091. 

226. E. Waelsch. Über die lineare 
Yektorfnnktion als binäre doppeltqua- 
dratische Form. S.A. W. 113. 1081. 

226. W. Voigt. Etwas über Tensor- 
analysis. N.G.G. 1904. 495. 

227. E. B. Wilson. On products in 
additive fields. Y.LM.C. 3. 202. 

228. Q. Kolossoff, Über eine Formel 
analoff der von Herrn J. J. Somow för 
die Aoleitung des geometrischen Pro- 
dukts (russ.). A.U.J. 1905. Nr. 1—2. 

229. H. Taber. The scalar functions 
of hypercomplez numbers. P. A.Bo. 41.59. 

280. E. Genty. Kote de g^om^trie 
yectorielle sur les sjst^mes orthogonaux. 
S.M. 32. 211. 

281. C. E. Brooks. A note on the 
orthio cubic curve. J.H.U.C. 167. 47. 

282. O. Lesser. Z-Eurven und Evo- 
luten. Z.H. 36. 241. 

288. L. Donati. Snlle variazioni de- 
terminate dal movimento in un campo 
vettoriale. R.I.B. (2) 8. 22. 

284. J. Mestres. Relacion entre les 
velocidades de las cantidades vectoriales 
j las de los roteres o ejes materiales de 
rotacion. M.A.C.B. (8) 5. No. 8. 

285. 0. Henrici. On the use of vec- 
torial methods in physics. R.B.A. 78. 
61. — J. Svinbume 569. 

286« i. Prandtl. Über die physika- 
lische Richtung in der Vektoranalysis. 
D.V.M. 13. 436. 



287. E. Waelsch. Über die höheren 
Yectorgrößen der Eristallphysik als 
binare Formen. S.A.W. 118. 1107. 

Siehe auch 427; 1669. 

Iquipollenzen. 

288. I. lonescu. aplica(iimea 
metoadei echipolentelor. (Über eine 
Anwendung der Methode der Äquipol- 
lenzen.) G.M.B. 10. 230. 

Aasdehnmigfllelire. 

289. B. W. Genese. On the develope- 
ment of the „Ausdehnungslehre^^ accor- 
ding to the principles of statics. Y.J. 
M.C. 3. 433. 

240. /. F. ColUns. üses of the special 
triple product ab^ of extensive quantities. 
M.M.F. 12. 38. 

Quatemionen. 

241. J. B. Shaw. Quatemions. S.M. 
Am. (2) 11. 548. 

242. C. J. Joly. A method of estab- 
lishing the principles of the calcnlus of 
quatemions. P.M. (6) 6. 653. 

248. C. G. KnoU. Hamiltons qua- 
temion vector analysis. D.V.M. 14. 167. 

244. H. E. Hawkes. Enumeration of 
non-quatemion number Systems. M.A 
58. 361. 

245. J.M. Peirce^ On certain complete 
Systems of quatemion expressions and on 
the removal of metric nmitations firom 
the calculus of quatemions. T.M.Am. 
5. 411. 

246. /. Stringham. A geometric con- 
struction for quatemion products. S.M. 
Am. (2) 11. 437. 

247. P. A. Mac Mahofi. On the ap- 
plication of quatemions to the orthogonal 
transformation and invariant theory. P. 
L.M.S. (2) 1. 210. 

248. J. H. Madaaan Wedderbwm. On 
the applications of quatemions in the 
theoiy of differential equations. T.B. 
S.E. 40. 709. 

249. H B. Philipps. Application of 
quatemions to 4 dimensions. J.H.U.C. 
174. 9. 

Geometrisches Zeichnen. 

250. G, M. Minchin. Mathematical 
drawing. N. 71. 211. 

251. S. M. Basurco. La ense&anca 
del dibigo. R.C.L. 8. 25. 
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252. L. Crelier, Le desain de projec- 
tion dans renseignement secondaire. E. 
M. 6. 300. . 

Siehe auch 100; 302; 3240; 8907. 

KnrTenzeicluiea. 

Siehe 3519; 3628; 3681; 3640; 8911. 

Teebnisehes Zeichnen. 

Siehe 3240. 

Zeichenwerkzenge. 

258. C. Daviso. ün nuovo apparecchio 
tmericano da disegno. B.T.O. 16. 166. 

254. TaUdini. Per la raccolta di no- 
tizie zelativi a strumenti di disegno. B. 
A.M.T. 8. 68. 

255« H. Maurer, Transporteur und 
Dreieck. A.H. 33. 278. 

266. P. Geometrische Dreiecke. U. 
M.N. 10. 41. 

267. Berau. Abschiebedreiecke. 0. 
Z.V. 1904. 390. 

268« A. de Campos Bodriffues. ün 
trisettore d'angoli. Pit. 10. 82. 

269. J, J. Quinn. A linkage for de- 
scribing the conic sections bj continuous 
motion. M.M.P. 11. 12. 

260« Z. E. Homickij. Proekt elipso- 
grafo. (Modell eines Ellipsenzirkels.) 
K.S.M. 10 No. 4. 

261 • J. B. (Jotter. An instrument for 
drawing conics. P.M. (6) 7. 274; 608. 

262. C. AJaaia. Un conicografo di 
facile costruzione. Pit. 10. 139. 

268. E, Estanave. ün hyperbolo- 

rphe ä liquide. B.S. (6) 1. 696; S. 
32. 68. 

264. E. Estanave, Un sinusoTdographe 
ä liquide. B.S. (6) 3. 183. 

265. T. B. Lyle. Preliminazy account 
of a wave tracer and analyser. P.M. 
(6) 6. 649. 

266. JS. Pearson. On a naval instru- 
ment for drawing parabolas. P.M. (6) 
7. 200. 

Siehe auch 68; 216; 383; 2606; 2817; 
8643; 3908—22. 

Dantellende Geometrie. 

267. V. Hübner. Poznamka ku ses- 
trojeni stop roviny ur^n^ odchylkami 
a, 8 od prumäten. (Bemerkung über 
die Hersteilung der Spuren einer Ebene, 
welche durch ihre Winkel a, Ä gegen 
die Grundebenen bestimmt ist.) Cf. 33. 881. 



268. G. Bordiga. I metodi della 
geometria descrittiva. A.I.Y. 61. 889; 609. 

269. W. Fiedler. Meine Mitarbeit an 
der Reform der darstellenden Geometrie 
in neuerer Zeit. D.V.M. 14. 498. 

270. Ä del Be. Intomo ai metodi di 
rappresentazione nella geometria descrit- 
tiva. A.A.P.N (2) 9 Nr. 10. 

271. G. Loria. Osservazioni sopra un 
problema di geometria descrittiva. P. 
M.R. (3) 1. 143. 

272. D. Ädamczik. Konstruktion der 
Achsen bezw. konjugierten Durchmesser 
der Projektionen des Schnittkreises 
zweier Eugelflächen. Z.H. 36. 188. 

278. C. Heuman. Zur Theorie der 
Krümmung nach den Methoden der dar- 
stellenden Geometrie. A.Gr. (3) 6. 283. 

274. B. Mehmke. Über die dar- 
stellende Geometrie der Räume von 4 
und mehr Dimensionen, mit Anwendungen 
auf die naphische Mechanik, die gra- 
phische Lösung von Systemen nume- 
rischer Gleichungen und auf Chemie. 
M.B. (2) 6. 41. 

Projektion. 

275. G. Tognoli. Sopre alcune co- 
struzione nel metodo delle proiezioni 
ortogonali. R.F.M. 6. A. 326. 

276. T. Schmid. üneigentliche Pro- 
jektion und Pillet'sche Konstruktion. 
M.H. 16. 26. 

277. G. Majcen. t3l>er Reliefprojek- 
tionen des Kreises. M.H. 16. 329. 

278. 0. Btchter, Zur Orthogonal- 
projektion des Würfels. Z.H. 86. 338. 

279. T. Schmid. Kontourbestimmung 
der F,. S.A.W. 113. 1423. 

280. A. Sykora. Sikmy prumgt irou- 
bovice. (Schiefe Projektion der Schrau- 
benlinie.) C. 84. 91. 

Siehe auch 262; 304. 

Stereographigche Projektion. 

281. P. Cassoni. Sulla proYezione 
stereoscopica. A.LY. 62. 86. 

282. H, Hilton. To find the relation 
between 2 maps of the same contour on 
the Stereographic projection. M.G.S. 
8. 33. 

288. (r. Ceaäro. Un lieu g^omdtrique 
sphdrique d^monträ par les projections 
stär^ographiques. M.S.L. (3) 6 Nr. 4. 

FenpektiTe. 

284. K. DoMemann. Raumkunst und 
Illusionsmalerei. D.V.M. 14. 47. 
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2S5. G. Hauck. Theorie der parallel- 
projektiv - trilinearen Verwandtschaft 
ebener Systeme Cr. 128. 91. 

886. L. Klug. Eonstroktion der Per- 

rktiviunrisBe and der ebenen Schnitte 
F,. S.A.W. 113. 1317. 

Siehe auch 8655. 

Axonometrie. 

Siehe 285. 

Schattenkongtniktioneii. 

287. W. Bennett. Notes on nonhomo- 
centric pencils and the shadow produced 
by them. P.M. (6) 7. 700. 

Siehe auch 983. 

BelenchtniifBkiuide. 

288. F. Hübner. OsfHleni centralne 
a geometräJnä koole. (Zentrale und 
ffeometrische Beleuchtung der Kugel.) 
G. 34. 178. 

289. A. Sucharda. Über die Licht- 
gleichen der Rotationsflächen bei Pa- 
rallelbeleuchtung. B.I.P. 7. 287, 

Photogrammetrie. 

290. 8. Finsterwalder. Eine Grund- 
aufgabe der Photogrammetrie und ihre 
Anwendung auf Ballonaufnahmen. A. 
A.M. 22. 226. 

291. A, Ferand. £tude de quelques- 
unes des erreurs qui entachent les mesures 
faites sur les images photographi^es des 
astres. B.A. 21. 305; 887; 22. 5. 

292. V. Certdli. Sul lavoro di ridu- 
zione delle lastre delle fotografie stellare. 
M.S.S.I. 33. 19. — A. Bemparad 120. 

298. L. Mendola. Un nuoTO grafico 
per la prima reduzione delle misure 
stellari fotografiche. M.S.S.I. 32. 272. 

294. S. Marano. Tavole matematiche 
pei calcoli di riduzione delle fotografie 
stellari per la zona Vaticana. N.L.A. 
57. 72; 95; 127; 161; 191. 

295. L. Camera, Vermessung photo- 
naphischer Aufnahmen des Planeten (433) 
Eros. P.A.O.H. 1. 120. 

296. E. V. Hühl. Die stereophoto- 
srammetrische Terrainaufnahme. M.M. 
G.I. 1908. 182. 

297. S. Finstertcalder. Flüchtige Auf- 
nahmen mittels Photogrammetrie. Y.L 
M.C. 3. 476. 

298. S. Finsterwalder. Eine neue Art, 
die Photogrammetrie bei flüchtigen Auf- 
nahmen zu verwenden. S.A.M. 34. 103. 



299. A, LMe, La photogrammetrie 
en hydrographie. R.S. (5) 1. 830. 
Siehe auch 84; 8572; 3666— 58. 

Kristallographie. 

800. H. MarOtaU. Giystallograpbical 
notee. P.B.8.E. 25. 383. 

801. GrattaroJa. Gristallografia. A. 
S.T.P. 14. 

802. 8. L, Penfield. On crystal dra- 
wing. A.J.S. (6) 19. 39. 

808. G. Ceaaro. Bäsolution ffraphiqne 
des cristaux. N.M. A.B. 54 Nr. 1; 4. 

804. JET. Hüton. On crystallographic 
projections. P.M. (6) 9. 86. 

805. C. Viola. Über das Grundgesetz 
der Kristalle. O.M.G. 1905. 225. 

806. F. Goldschmidt. Flächen oder 
Zonen als Ausgang der Formenentwick- 
lung. Z.K.M. 40. 385. 

807. C. Viola. Zwei Sätze aus der 
Zonenlehre. Z.E.M. 40. 495. 

WS. E. Sommer feldt. Eine Erweiterung 
der Komplikationsregel. C.M.G. 1906.427. 

809. G. Tschermak. Einheitliche Ab- 
leitung der Eristallisations- und Zwil- 
lingsgesetze. Z.K.M. 89. 488. 

810. E. V. Fedorow. Theorie der 
Eristallstruktur. Z.K.M. 40. 529. 

811. F. Haaa. Zu E. v. Fedorows 
Notiz betrefifena ein Minimumproblem 
in der Gestaltenlehre. Z.K.M 40. 497. 

812. E. V. Fedorow, Eini^ Folge- 
rungenaus demSyngonieellipBOidgeseUe. 
Z.K.M. 40. 832. 

818. L. Borgström u. V. Goldschmidt 
Kristallberechnung im triklinen System, 
illustriert am Anorthit. Z.K.M. 41. 68. 



Modelle. 

814. Weist. Zur stereometrischen Ver- 
antchaulichung. Z.H. 36. 336. 

815. L, Klug. Konstruktion des 
Reliefs einer F,. S.A.W. 114. 65. 

816. P. Stäckel Über das Modell 
einer JF", die das Verhalten einer krummen 
Fläche in der Nähe eines parabolischen 
Punktes darstellt. Z.S. 51. 98. 

817. F. Schilling. t3T)er neue kine- 
matische Modelle zur Verzahnunffstheoiie 
nebst einer geometrischen EinMirung in 
dieses Gebiet. Z.S. 52. 1. 

Siehe auch 880; 600; 1286; 1862; 1585. 



Mechanik. 

818. P. Dühem. Die Entwicklung der 
Mechanik (poln). W.M. 8. 1; 191. 
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S19. A. GouiUy. Enseignement ^^- 
mentaire de la m^cani(^ne. E.M. 6. 219; 
R.S. (5) 1. 763. 

Siehe auch 174. 

Geschichte der Mechanik. 

Siehe 380. 

Priniiplen der Mechanik. 

8fO. E. Pieard. Les piincipes de la 
m^canique. B.G.O. 16. 1068; J.D.S. 
1906. 42. 

881. R. de Saussure. Les bases phj- 
liqnes et logiques de la möcanique. 
B.8. (5) 8. 677. 

822. H. Padi. Barr^ de Saint Venant 
et les piincipes de la m^canique. R. G. 0. 
16. 761. 

888. M. lUthy, Über das Grund- 
prinzip der analytischen Mechanik (ung.) 
M.P.L. 13. 204. 

824« G. Sorel. Sur divers aspects de 
la m^canique. R.M.M. 11. 716. 

825« G, H. Bryan. Dynamical and 
granulär media. Is. 69. 260. 

826. H. Kleinpeter. Zur Einführung 
der Gmndbegride der Mechanik. Z.R. 
29; Z.P. 17. 800. 

827. R. de Saussure. Sur les gran- 
denrs fondamentales de la m^canique. 
A.S.G.(4) 18. 267. 616. 

828. J. Krkaika. Osfle. (Über Kräfte). 
C. 34. 21. 

829. R. de Saussure, Le temps, Teffort 
et l'espace. A S. G. (4) 18. 221. 

880. T. Kämer. Der Begriff des 
materiellen Punktes in der Mechanik 
des 18. Jahrhunderts. B.M. (3) 6. 16. 

881. F. Siacci. Snl principio dei la- 
Tori virtuali. R. A.N. (3) 11. 46. 

882. G. Hamel. Über die virtuellen 
Verschiebungen in der Mechanik. M.A. 
69. 416. 

888. P. Duhem. Sur les origines du 
principe des d^placements virtuels. C. A. 
141. 626. 

884. F. Lindemann. Über das d'Alem- 
bertsche Prinzip. 8.A.M. 34. 77. 

885. H. Kleinpeter. Die Relativitöt 
aller Bewegung und das Trägheitsgesetz. 
A.N.L. 8. 381. 

886. Clariana y Ricart. Importancia 
de ciertas fnnciones para obtener directe 
y facUmente muchas integrales de apli- 
cadon a la mecanica racional. M.A.C.B. 
(3) 4 Nr. 87. 

887. J. Levi'Civitä. Sulla integrazione 
della e^uazione di Hamilton-Jacobi per 
•eparazione di variabili. M.A. 69. 388. 



888. M. Rähy. üstwalds Prinzip 
über den Enerrieumsatz (ung). M.T.E. 
21. 469; M.P.L. 12. 111. 

889. G. Ztmplin. Über das Prinzip 
des größten Energieumsatzes (ung.). M. 
P.L. 12. 872. 

840. a 8. mibert. Über das Prinzip 
der kleinsten Wirkung. S.A.M. 34. 126. 

841. M. RSihy. Über das Prinzip der 
Aktion u. über die Klasse mathematischer 
Prinzipien, der es angehört. B.M.N. 20. 
289; M.A. 68. 169. 

842. E. Caminotto. Un apparecchio 
per la dimostrazione del principio deir 
azione e deUa reazione. N.O.P. (6) 9. 296. 

848. B. Wolff. Demonstrationen zu 
der Drehmomentengleichung und der 
dynamischen Grundgleichung, der Be- 
ziehung zwischen der Eratt, Masse und 
Beschleunigung M.B. (2) 6. 36. 

844. A. BriU. Über zyklische Be- 
wegung. M.A. 68. 469. 

845. Juppont. Critique de la m^cani- 
que classique et essai de m^canique 
naturelle. P.T. (10) 8.. 177. 

846. Juppont. La m^canique „de 
r^cole du fil*' et T^nergie. F. T. (10). 4. 33. 
Siehe auch 69; 463; 479; 621; 664; 2721. 

Kinematik. 

847. W. V. Bücher. Eine Aufgabe 
aus der Kinematik. A.G. (3) 8. 161. 

848. R. Magini. Sülle accelerazioni 
d*ordine superiore. A.I.V. 62. 1063. 

849. J. van de Griendjr. Snellheids- 
assen. N.A.W. (2) 6. 284. 

850« E. Cotton. G^näralisation de la 
th^orie du triMre mobile. S.M. 33. 42. 

851« /. RuiZ'CastiiO Ariza. Algunas 
förmulas para el empleo de ejes coordena- 
des oblicuos en la mecä.nica analftica. 
R.T.M. 4. 20; 72, 

862. R. Bevard. Sur le d^placement 
d'une figure de forme invariable. B.MG. 
9. 166. 

858. L. E. J. Brouwer. Over een 
splitsing van de continue beweging om 
een vast punt van R^ in 2 continue 
bewegingen om van Äj's. C.A.A. 12. 
819. 941. — E. Jafinke. 940. 

854. G. Darboux. Sur la sph^re de 
rayon nul et sur la th^orie du d^place- 
ment d^une figure invariable. B.D. (2) 
29. 34. 

865. L. L^. Sur les deplacements 
d'une figure invariable dans lesquels les 
diff^rents points de la figure d^crivent 
des lignes sph^riques. S.M. 32. 203. 

856. J. Le Roux. Sur certains mouve- 
ments des plans d'un Systeme invariable 
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et les mouTements ä trajectoires sph^- 
riaues. T.8.Ü.R. 3. 189. 

857. L. Lecornu. Sar le rendement 
du Joint univerBel. CR. 138. 1330. 

858« A. Bitnayme. Essai sar le dä- 
placement d^nn madrier aar 2 rouleaox 
non parallMes. N. A. (4) 3. 486. 

859. E. J, Coker. Note on the appli- 
cation of Fourier's series to the deter- 
mination of the form of cams to ful£i 
giyen conditions of displacement, velo- 
city and acceleration. P.T.R.S.C. (2) 
9. 63. 

860. de Guiche et H. Gilardani, Sar 
an noayel embrayage. CR. 140. 1132. 

861. L. Lecornu. Sar ane Variante 
da Joint aniversel. CR. 188. 1406. 
Siehe auch 233; 234; 3607; 3608; 8610; 

3632. 

Kinematische Geometrie. 

862. Ä. Mannheim. Note de g^om^trie 
cindmatiqae. A.F. 1903. 128. 

868. J. J. Qu\nn. On kinematic geo- 
metry. — A new inversor. M.M.F. 12. 106. 

364. H. Hüton. An eztension of the 
theory of groups of movements. M.M. 
34. 167. 

865. /. Diekmann. Bewegung und 
Umformung. Z.H. 34. 97. 

866. J. Diekmann. Bewegung und 
Umformung. Z.H. 36. 97. 

867. JR. Bricard. Sur le deplacement 
d*une figure de grandeur invariable asu- 
jettie ä 3 conditions. N. A. (4) 3. 448. 

868. C. E. Wasteeh. Sur l'aire Unfaire 
de la Burface engendr^e par une figure 
invariable. M. (3) 6. 34. 

869. E. V. Weher. Die komplexen 
Bewegungen. B.G.L. 66. 384. 

870. R. Mehmke. Die kinematische 
Grundlage von Chr. Wieners Tangenten- 
methode und ihr Verhältnis zu Robervals 
Tangentenmethode. M. B. (2) 6. 64. 

871. E. Meyer. Über das in der 
kinematischen Geometrie auftretende 
Nullsystem. M.A. tiO. 242. 

872. R. V. Misea. Zur konstruktiven 
Infinitesimalgeometrie der ebenen Kurven. 
Z.S. 62. 44. 

Siehe auch 214; 3632. 

Relatire Bewegung. 

878. A. Foeppl. Über absolute und 
relative Bewegung. S.A.M. 34. 383. 

874. S. Zareittha. Le principe des 
mouvements relatifs et les equations de 
la m^caniqne physique. B.l.C 1903. 
614. 



875. Ä. Benisot Theorie der relativen 
Bewegung mit einer Anwendung auf das 
Problem der Bewegung eines Köroers 
an der Oberfläche der rotierenden Erde 
sowie auf den Foucaultschen Pendel- 
versuch, B. I. C 1904. 449. 
Siehe auch 886; 1732; 1798; 1826; 1826; 
1984. 



Medianlsmen. 

876. G. Fantene. Sur le systäme arti- 
culä de M. Eempe. N.A. (4) 3. 529; 
4. 8. 

877. G. Fontene. Sur an systöme arti- 
cuW Rauche. N.A. (4) 4. 106, 

878. 0. Mohr. Zur Kinematik ebener 
Getriebe. Z.S. 61. 29. 

879. 0. B. Zimmermann. A treatment 
of instant angular and linear velocities 
in complez mechanisms. T. A.W, 14. 513. 

880. G. Holzmiäler. Vorschlag zum 
kinematischen Modell eines besonderen 
Gelenkvierecks. U.M.N. 11. 13, 

881. F. J. Vaes. Een vraagstuk be- 
treffende stangenvierhoeken. N.A.W. (2) 

6. 177. 

882. Ä. Kempe. Ein Gelenkmechanis- 
mus zur Teilung des Winkels. V. I. M. C. 3. 
492. 

888. B, Bricard. Sur une certaine 
classe de cubiques gauches et sur des 
systemes artioul^s qui s*y rattachent. 
S.M. 32. 269. 

884. E. G. Coker. Note on the appli- 
cation of Fouriers series to the deter- 
mination of the forme of cams to fulfil 
given conditions of displacement, velocity, 
and acceleration. P. T. R. S. C (2) 9. 63. 

885. F. Eher. Die Schubkurbel. U.M.N. 
10. 6. 

Siehe auch 269; 3497; 3498; 3604; 8609; 
3622; 3623. 

Sehranbenrecluiang. 

886. E. Rath. Zur Theorie der 
Schraubenbewegungen. M.B. (2) 6. 86; 

7. 9. 

887. Portuondo y Barcelö. Movimentos 
helizoidales R.A.M. 1. Nr. 7—8. 

888. R. S. Ball. Some eztensions of 
the theory of screws. T.R.I.A. 82. 299. 

889. C. J. Joly. Some new relations 
in the theory of screws. T.R.I. A. 24. 69. 

890. C. J. Joly. The geometry of a 
three syst^m of screws. T.R.I.A. 32. 
239. 

891. C. J. Joly. The quadratic screw 
System ; a study of a famüy of quadratic 
complexes. T.R.I.A. 32. 166. 
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S92. M. Disteli. Über instantane 
Schranbengeschwindigkeiten und die 
Verzahnung der Hyperboloidräder. Z. S. 
61. 61. 

Dynamen. 

9M. F. Hausdorff, Eine neue Strahlen- 
geometrie. Z.H. 36. 470. 



Statik. 

9Mm M. Bäcker. A problem in statics 
and its relation to certain algebraic in- 
▼ariants. P.A.Bo 40. 469. 

S96. A. Tresse. Sur T^quilibre dn corpa 
solide. N.A.(4) 6. 163. 

396. J. Richard, ün principe de 
Btatique ^tabli par la m^hode de La- 
giange. B.M.S. 14. 441. 

397. T. PainUvi. Sur la stabilit^ de 
r^uiübre. CR. 138. 1555. 

198. P. Stäekel. Mindiugs Beweis fflr 
die Stabilität des Gleichgewichts bei 
einem Maximum der Kräftefunktion. 
D.y.M. 14. 504. 

199. E. Ferron. Note ezposant un 
essai de Solution compl^te de problämes 
de r^uilibre d'un corps solide qui ne 
pent que toumer autour de la droite 
joignant 2 points fixes du corps. LL. 
27. 72. 

400. £. Grimsehl Das Kräftepaar. 
Z.P. 17. 321. 

401. G. H. Bryan. Qraphic construc- 
tion for the central azis of 2 noninter- 
•ectiDg forces. M.G S. 3. 109. 

402. R. Mehmke. Nachtrag zu der 
Mitteilung: Statische Eigenschaft eines 
Systems yon Punkten für die eine be- 
liebige Funktion ihrer Lage ein Mini- 
mum ist. (Z.S. 50. 156.) Z.S. 51. 168. 

408. G. Vailati. La dimostrazione 
del principio della leva data da Archi- 
mede nel libro I sull' equilibrio delle 
figure piaue. B.B.L. 7. 33 

404. J, Detsinacr. Ein Apparat zur 
Darstellung des Hebelgesetzes. Z.L.L. 
1. 126. 

Siehe auch 34; 239; 2905; 3354; 3693; 
3697; 3705; 3711; 3723; 3734; 3745. 

Graphisehe Statik. 

405. /. Sobotka. Über w-Ecke und 
«-Seite in perspektiver Lage und über 
die Konfiguration eines im Gleich- 

r wicht befindlichen Kräftesystems. 
I.P. 7. 59. 

Siehe auch 274; 401; 3524; 3691; 3695; 
3712; 3756. 



Zugammensetsiing yon Krftften. 

406. P. Duhem. Leonard de Vinci et 
la composition des forces concurrentes. 
B.M. (3) 4. 338. 

407. E. Grimsehl. Das Parallelogramm 
der Bewegungen, das Parallelogramm 
der Kräfte und der Projektionssatz. Z.P. 
17. 257. 

408. G. B, M. Zerr. To find the equa- 
tion to the straight line which is the 
resultant of a system of forces acting 
in one plane. M.M.F. 12. 176. 

Siehe auch 3715; 3716. 

Schwerpunkte. 

409. S. Dauthemlle. Sur quelques 
sommations que Ton rencontre en m^ 
canique. E.M. 5. 437. 

410. ^. B. Sui teoremi generalmente 
attribuiti a Guldino. P.M.R. Suppl.8.81. 

411. F. Ccuttellano. Baricen^ di im 
sistema piano di punti con masse ima- 
ginarie. P.M.R. (3) 1, 163. 

412. J. Tuppy. Über den Schwer- 
punkt des eigenÜichen Ovals und seines 
Rotationsköipers. B.K.N.B. 6. 39. 

418. B. Gräber. Inhaltsberechnung 
und Schwerpunktsbestimmung yon KOr- 
perstOmpfen. Z.H. 35. 193. 

Siehe auch 434; 3584. 

Momente. 

414. J. Schnoekel. Verwandlung der 
Polygone in Dreiecke gleichen Moments 
beliebigen Grades. Z.S. 51. 41. 

415. L. Kann. Apparat zur mecha- 
nischen Bestimmung von Trägheits- 
momenten. V.V.F.Ü.W. 9. 92. 

416. E. Behfeld. Reduktion der 
Trägheitsmomente einfacher Körper auf 
die Trägheitsmomente einzelner Massen- 
punkte, die auf ihrer Oberfläche Hegen. 
A.Gr.(3) 6. 237. 

417. P. H. Schotte. Le moment d'in- 
ertie d*un simplexe S{n -\- 1) de Tespace 
E„ par rapport ä un E„_^ de cet E^. 
R.C.M.P. 19. 156. — A. Berry. 314. 

418. JB. Mehmke. Über Trägheits- 
momente und Momente beliebiger Ord- 
nung in Räumen beliebig hoher Stufe. 
C.A.A. 13. 530. 

419. P. Pizzetti. Relazioni fra i 
momenti di inerzia di un corpo del quäle 
la funzione Potenziale e simmetrica in- 
tomo ad un asse. R. A.L.R. (5) 14 A 357. 

420. C, i^Üa. Sulla sezioni principali 
degli elissoidi d'inerzia relativi a punti 
di un asse principale centrale d'inerzia. 
G.B. 42. 81; 229. 
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421. C. S. Jackson. A contrivance 
for showing bending moment diagiams. 
M.G.S. 2. 860. 

Siehe auch 409; 1583; 1680; 3678-81; 
3688; 8684; 3687. 

Kettenlinien. 

422. C. Neumann, über die Qervor- 
bringoiig einer Eettenlinie durch Biegung 
einer Ereisfläche. B.G.L. 66. 13. 

428. S, Compasto. Sulla configurazione 
d*equilibrio d'un filo sottoposto a force 
centraU. R.F.M. 6 A. 411. 
Siehe auch 2864; 2867; 8698; 8708; 3710; 
8729; 8748. 

Dynamik. 

Siehe 2688; 2686; 2796; 3624. 

BIferentlalglelehiiiigeii der D jnamik. 

424. P. E. B. Jourdain. On the 
general equations of mechanic«. Q.J. 
34. 61. 

425. L. Koenigsberger. Über die aus 
der Variation der mehrfachen Integrale 
entspringenden partiellen Differential- 
gleichungen der allgemeinen Mechanik. 
S.A.B. 1906. 250. 

426. L, Bothmann, On the form of 
Lagrange^B equations for non holonomic 
Systems. R.B.A. 73. 669. 

Siehe auch 374; 430; 474; 484; 486; 623. 

Dynamik des Punktes. 

427. Ä. Gouilly. Sur Tenseignement 
616mentaire de la m^canique. E.M. 6. 
12; R.S.(5) 1. 379. 

428. E. et F. Cosserat Sur la dyna- 
mique du point et du corps invariable 
dans le Systeme änerg^tique. CR. 140. 
98s5. 

429. F. Bicci. Un teorema di mecca- 
nica che fa seguito ad un ben noto di 
Galileo. R.F.M. 6B. 220. 

480. B. Lehmann - Filhes. Über die 
Verwendung unroUständiger Integrale 
der Hamilton - Jacobischen partiellen 
Differentialgleichung. A.N.K. 166. 209. 

481. F. Amato. SugV intcgrali dellc 
equazioni del moto d'un punto materiale. 
A.G.C. (4) 17 No. 13. 

482. L. Orlando. Sulla velocitä mini> 
ma nella trajettoria di un grave. A.A. 
P.M. 1902—03. 

488. A, B. Cigala. Sopra nn criterio 
di instabilita. A.D.M. (3) 11. 67. 



484. G. Pennaehietti. Sopra una classe 
di pioblemi di meccanica redudbili a 
quadrature. A.G.C.(4) 17. No. 19. 

485. Ä, M. mitebreitd. Note on a 
problem in mechanics. S.M.Am. (2) 11. 
432. 

486. E. ColUgnon. Probleme de g^ 
m^trie. A.F. 1903. 1. 

487. G. Bardetti. Sul movirnent di 
un punto in un piano. R.I. M. (2) 38. 663. 

488. F. Schuh. Orer de beweging van 
een materieel deelije in een vlak een- 
parig roteerend krachtenveld. N.A.W. 
(2) 6. 123. 

489. F. Nobile. Sullo studio intrin- 
seco delle curve di caccia. R.C.M.P. 
20. 73. 

440. B, KoUenb<ich. Apparat zum 
Nachweis des Fallgesetzes und zur Be- 
stimmung der SchWerebeschleanigong. 
Z.P. 18. 79. 

441. M. T. Edelmann. Zeitbestimmung 
für kleine Fallr&ume nach der Methode 
▼on Radacoviö. P. 26. 461. 

442. C. St6phan08. Sur les force« 
donnant lieu k des tr%jectoireB coniques. 
CR 140. 1318. 

Zentralbewegang. 

448. C. T.Whümeü. Orbits. J.B.A.A. 
14. 321. 

444. G. W. Hill Exemples of peri- 
plegmatic orbits. A. J. B. 24. 9. — 
E. 0. Lovett 75. 

Siehe auch 1900; 2727. 

Gesmingene Bewegung. 

445. L, Lecomu. Sur le mouvement 
d*un point pesant guid^ par une courbe 
rigide. S.M. 82. 60. 

446. F. J. Vaes. Opmerkingen om- 
trent de beweging in een plat vlak. 
N.A.W. (2) 6. 249. 

447. 0. Olsson. Om den materiella 
Punktes rörelse pä en rotationsyta. T.M. 
16 B. 49. 

Siehe auch 438; 466. 

Brachistoehronen. 

448. 0. Fonnenti. Su alcuni classi 
di linee brachistocrone. R.I.L. (2) 36. 
1079. 

Pendel. 

449. W. Lorey. Das Gesetz des mathe- 
matischen Pendels auf dem Gymnasium. 
Z.H. 36. 24. 
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460. X G. GreenhiU. Le peadole 
gimple sauB approzimations. N.A. (4) 
4. 97. 

461. E. GrimseM. Demonstration 
einea Pendels mit direkt meßbarer Pendel- 
lange. V.D.P.G. 6. 284. 

452. A. Emo. Sul pendelo conico. 
B.S.L 37. 

4^. A. FiUppino. Sopra an parti- 
colare sistema di pendoli che rappresenta 
le molecole dei corpi composti. A.A.T. 
39. 652. 

454. A Frey. Über eine Yorrichtimg 
zur Yexmeidnng des Mitschwingens des 
Statives beim Doppelpendel. A.AW. 
1906. 219. 

455. H. Jtebenstorff. Abgleichung 
der Länge von Fadenpendeln. Z.P. 18. 
iU. 

456. A. Füippini. Sopra un parti- 
coiare sistema di pendoli che rappre- 
senta le molecole dei corpi composti. 
A.A.T. 39. 602. 

457. J. Mascart. Pendale en aeier- 
nickel entretena ^lectriquement. C.B. 
139. 1026. 

4o8. C. Fej-y. Pendale ^ectriqoe ä. 
4chappement libre. C.B. 140. 262. 
Siehe auch 41; 663. 

Dynamik des Körpers. 

4&9. B. de Saussure. Theorie g^o- 
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607. Lord Kelvin. Deep water ship- 
waves. P.R.S.E. 25. 662. 

608. Lord Kelvin. On the front and 
rear of a free procession of waves in 
deep water. P.R.S.E. 26. 311 ; P.M. (6) 
8. 464. 

609. Lord Kelvin. On deep water 
twO'dimensional waves produced by any 
given initiating diaturbancc. P.R.S.E. 
26. 186; P.M. (6) 7. 609. 

610. T. H. Havelock. Mathematical 
analysis of waye propagation in Iso- 
tropie Space of p dimensions. P. L. M. S. 
(2) 2. 122. 

611. W. H. Fry. Ocean waves. 
N.M.L. 1905. 592. 

612. A. E. H. Love. The propagation 
of wave motion in an isotropic elastic 
solid medium. P.L.M.S. (2) 1. 291. 

618. /. Bousinesq. Propagation des 
ondes le long d^une colonne liquide com- 

1906. t.HafU 7 
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presaible se composant de fileta k ▼!- 
teases inegales et remplissant un tuyan 
^lastique horizontale sana tension longi- 
tadinale. CR. 141. 8. 

614. /. Boussinesq. Sor nn cas giinple 
oü se oalcalent aisäment Taction mutoelle 
des anneaux juxtaposi^s constitaant nn 
tuyau et Tinfluence de cette action mu- 
tuelle sur la propagation des ondes li- 
quides dans le tujan. CR. 141. 284. 

615. Ä. Pizzarello. Osoillazioni iso- 
crone del mercnrio in tubi commimi- 
canti. N.CP. (5) 9. 876. 

616. E, Jouguet Sor Tonde explosive. 
CR. 139. 121. 

617. L. Ptandtl. Übei die stationären 
Wellen in einem Gasstrahl. P.Z. 6. 698. 
Siehe auch 265; 728; 1416; 2169—72; 

3392. 

Bewegung der Flflsslgkelteii 
in KanUen. 

618. H, Hahn, G. Herglotz und 
K. Schtoarzschild. Über das Strömen 
des Wassers in Röhren und Kanälen. 
Z.S. 61. 411. 

619. J. Boussinesq. Calcul, pour les 
diverses contextures et ^paisseurs de pa- 
roi possibles, de la r^sistance ^lastique 
qu'un tnjau sans tension longitudinale 
oppose au gonflement de la colonne li- 
quide le remplissant. CR. 141. 81. 

620. Liidecke. Berechnung der Ge- 
schwindigkeit des in Wässerungsgräben 
fließenden Wassers und Wassermessung 
mittels des Überfalls von Cipoletti. E. 
T. 1904. 237; V.L.V. 1904. 270; 273. 
Siehe auch 580; 613—15; 902; 2441; 
3364; 3379; 3380; 3426; 3427; 8440; 

3446; 3466; 8465. 

AuBflnß Ton Flfissigkeiten. 

621. J. Boussinesq, Compl^ment au 
memoire intitulä f^Recherches th^oriques 
sur r^coulement des nappes d'eau infil- 
tr^s dans le sol et sur le dibit des sources. 
J.M. (6) 10. 868. 

622. J. HermaneU, Theorie des freien 
Ausflusses von Flüssigkeiten an Mün- 
dungen und Überfällen. S.A.W. 113. 879. 
Siehe auch 681; 690; 691; 698; 771; 

961; 3393; 3421. 

Gleiehgewlcht 
rotierender Flttsslgkeiten. 

628. Ä. Liapounoffi Sur la stabilit^ 
des figures ellipsoidales dMquilibre d'un 
Uquide anim^ d^un mouvement de rota- 
tion. A.T. (2) 6. 6. 



Wlrltol. 

624. W. Büdiel Zur Topolo^e der 
durch eine gewöhnliche Differentialglei- 
chung 1. Ordnung und 1. Grades defi- 
nierten Kurvenschar. S.M.H. 4. 183. 

626.F.^4A26om. Die Wirbelbildung im 
Widerstandsmechanismus des Wassers. 
M.K 1904. Nr. 28. 

626. F. Bjerhnes. Über Wirbel- 
bildung in reibungslosen Flüssigkeiten 
mit Anwendung auf die Analogie der 
hydrodynamischen Erscheinungen mit 
den elektrostatischen. A.M.A.F. 1. 226. 

627. E. Laura. SuUe equazioni dif- 
forenziali canoniche del moto di an sis- 
tema di vortici elementari, retiilinei e 
paralleli in un fluido incompressibile 
indefinito. A.A.T. 40. 262; 296. 

Siehe auch 661; 8408. 

Beibang von flfissigkeiten. 

628. Lord Bayleigh. Fluid friction 
on even surfaces. P.M. (6) 8. 66. 

629. L. Pranda. Über Flüssigkeitä- 
bewegung bei sehr kleiner Reibung. V. 
I.M.C. 8. 484. 

680. L. Nataneon. Über die Fort- 
pflanzung einer kleinen Bewegung in 
einer Flüssigkeit mit innerer Beibung. 
Z.P.C. 40. 681. 

681. H. Eudorf. Über die innere 
Beibung von Lösungen. Z. E. 10. 473. 

682. E. Grüneisen. Über die innere 
Reibung wäßriger Salzlösungen und 
ihren Zusammenhang mit der elektroly- 
tischen Leitung. A.P.T.R. 4. 287. 
Siehe auch 686; 1606; -8414; 8418; 8679. 

Tiskositft. 
688. X. Natanson. Sur Tapproximsr 
tion de certaines äquations de la thäorie 
de la viscositä. B.I.G. 1908. 288. 

684. L. Natanson, Sur Tapplication 
des ^quations de Laarange dans la 
th^orie de la viscosit^. B.LU. 1908. 368. 

685. S. Zaremba, Sur une g^n^rali- 
sation de la th^orie classique de la 
viscositä. B.LC. 1908. 880. 

686. P. Duhem. Sur la viscosit^ et 
le irottement au contact de deux fluides. 
P.S.B. 1902—08. 27. 

687. P. Duhem. Stabilit^ et viscosit^. 
M.S.B. (6) 8. 121. 

688. A. E, Dunstan. The viscosity 
of liquid mixtures. L J.C.S. 86.817; 
87. 11. 

689. X. Natanson. Über die Dissipa- 
tionsfunktion einer zfthen Flüssigkeit. 
Z.P.C. 43. 179. 
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640. X. Natanaon, Remarques enr la 
th^oriedelaxelaxation. B.I.C. 1903. 767. 
' 641* P. Duhem, Effet des petites ob- 
cillations de la temp^zatore sar an sjs- 
t^e affectä d*hyBt^sis et de viscosit^. 
CR. 138. 1196. 

642. F. Ihthem. Modifications per- 
manentes. Sorles propri^t^B des syst^mes 
affect^ k la foi dliyst^resis et de vis- 
cositä. CR. 188. 942. 

643. L. Natanson. Über die Defor- 
mation einer plastisch-viskosen Scheibe. 
Z.P.C. 43. 186. 

644. W. N. TfHßor. Note on the 
Standard of relative viscosity and on 
negative viscosity. P.R.S.E. 26. 227. 

Siehe auch 374; 1466; 1466. 

Bewegung fester Körper 1b 
Flflssigkeiten. 

645. 0. OUson. Über die Bewegung 
fester Körper in Flüssigkeiten. A.M.A. 
F. 1. 641. 

644(. ü. Cisotii. Snl paradosso di 
d^Alembert. A.I.V. 63. 423. 

647. F. Fischer. Eine Analogie zur 
Thermodynamik. Z.S. 61. 426. 

648, E. Lenzi. Snlla ricerca di nn 
qnarto integrale di 2. grado del sistema 
di eqnazioni differenziali del meto di 
an corpo solide in nn liquide indefinite. 
A.D.M. (3) 10. 227. 

649. Ä. Viterbi. Sni moti spontanei 
stazionari d*un solide immerso in un li- 
quido indefinite. A.I.V. (8) 6. 6. 

650, Ä. Viterbi. Formole ellittiche 
per i moti spontanei stazionari d*un so- 
udo immerso in un liquide indefinite. 
ALV. 63. 873. 

661. TT. Koppen. Versuche über den 
Stau ond Sog an den Oberflächen halb 
eingetauchter schrftg durch das Wasser 
gefohrter drachenähnlicher Körper. A. 
D.8.H. 27. 1. 

662. G. Banfantini. Movimento di 
an liquide indefinite in cui si muove un 
disco drcolare infinitamente sottile. B. 
IL. f2) 37. 776. 

65(. Ä. B. Basset. On the motion of 
bicizcular quartic cylinders in a liquid. 
Q.J. 84. 267. 

Siehe auch 468; 2623; 3411; 3436. 

Aerodynamik. 

654. H. Smohtchowski'Smolan. On the 
principles of aerodynamics and their ap- 
plieation, by tiie method of dynamical 
lunilaiity, to some special problems. 
P M. (6) 7. 667. 



e55. A, Saikemtseh. Über die Ab- 
teilung der Differentialgleichungen der 
Bewegung eines Gases (russ.). J. B. P. C. G. 
36. 426. 

65G. P. Langevin. Sur une formule 
fondamentale de la th^orie cin^tique. 
CR. 140. 36. 

657. E. Jouguet, Remarques sur la 
propagation des percussions dans les gaz. 
G.R. 138. 1686. 

658. W. Myijkawski, Über das (besetz 
von Boyle und Mariotte (russ.). E.L. 
29. 802. 

669. /. Boussinesq. Rationalit^ d'une 
loi exp^rimentale de M. Parenty pouz 
r^coulement des gaz par les orifices. 
J.M. (6) 10. 79 

UO. M. F. Gutermuth. Versuche über 
den Ausfluß des Wasserdampfes. M.F. 
19. 46. 

661. F. J. B. Gordeiro. Vortex rings 
as revolving solids. M.W.B. 32. 416. 

662, A. F. Zahm. The measurement 
of air velocity and pressure in aerody- 
namic ezperiments and the balloon ane- 
mometer. A.N.J. 8. 74. 

666. F. G. BeynoUs. The viscosity 
coefficient of air, with an inquiry into 
the effect of Boentgen rays thereon. P. 
B. 18. 419. 

664. A. V. ÖUinaen und F. Blumbaeh. 
Räumliche Darstefiungen des zeitlichen 
Vorganges von Schwefelkohlenstoffexplo- 
sionen im Eudiometerrohre mittels des 
durch rotierenden Planspiegel mit Stein- 
heil-Aplanat erhaltenen Bildes. V.D.P. 
G. 7. 44. 

Siehe auch 616; 617; 729; 2440; 2608; 

2610; 2613; 2614; 2616; 2618— 20; 2622; 

2628; 2629; 2632—38; 2643; 2647—60; 

2662; 2663; 3699; 3801. 

Flugbewegmig. 

Siehe 2611; 2621; 2623. 

Luftwiderstand. 

665. C. Benard. Resistance de Tair. 
Comparaison des r^istances de diverses 
car^nes aäriennes. Bäsultats num^riques. 
G.B. 138. 1264. 

666. A. Frank. Versuche zur Ermitt- 
lung des Luftwiderstandes, dessen Ab- 
hängigkeit von der Geschwindigkeit und 
der Gestalt der Körper. A. P. L. (4) 16. 464. 

667. F. E. Stanton. On the resistance 
of plane surfaces in a uniform current 
of air. N.P.L. 1. 246. 

668. M. Friehet. Sur la surface de 
la moindre r^sistanoe. N.A. (4) 4. 160. 

Siehe auch 2607. 
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Reibung Ton Gasen. 

069. A. F, Zahm. AthmoBpheric fric- 
tion with special reference to aeronau- 
tics. B.S.W. 14. 247. 

Ö70. F. Kleint. Über innere Reibung 
binärer Mischungen zwischen H, 0, N. 
V.D.P.G. 7. 146. 

671. E. Markawski. Die innere Rei- 
bung von 0, H, chemischem und atmo- 
sphäjischem N und ihre Änderung mit 
der Temperatur. A.P.L. (4) 14. 742. 

672. S. Chella. Su di un apparecchio 
per la misura assoluta del coefficiente 
di attrito interne dei gas. R.A.L.R. 
14 B. 28. 

Siehe auch 663; 2640. 

laßere Ballistik. 

678. G. Forhes. Exterior ballistics. 
P.R.S.L. 74. 392. 

674. F, Güman. The ballistic prob- 
lem. A. of M. (2) 6. 79. 

675. S. A. Corey. The ballistic prob- 
lem. M.M.F. 12. 121. 

676. E. Oekinghaus. Das ballistische 
Problem auf hyperbolisch - lemniska- 
tischer Grundlage. M.H. 15. 11; 139. 

677. K. Stojanoviieh. Fall der Integra- 
bilität einer ballistischen Gleichung 
(serb). P.A.B. 67. 190. 

678. de Sparte. Sur le mouvement 
des projectiles oblongs autour de leur 
centre de gravitd. A.M.A.F. 1. 281. 

Siehe auch 2676; 2677. 

Innere Ballistik. 

679. E. Coradin. Les ondes a^riennes. 
R.G.O. 15. 182. 

Siehe auch 1417; 2350. 

Physiologische Meckanlk. 

680. O.Fischer. Physiologische Mecha- 
nik. A.Gr. (3) 7. 110. 

681. G. Weiss. Les travaux de 
W. Braune et 0. Fischer sur la m^ca- 
nique animale. R.G.O. 14. 1205. 

682. E. Solvay. Sur le probläme dit 
du travail statique; essai de dissociation 
des ^nergies mises en jeu. CR. 140. 
1362. 

683. J. Joieyko. Les lois de Ter- 
gographie. B.A.B. 1904. 557. 

684. J. K. A. Weiiheim. Salomonson 
Een nieuweprikkelingswet. C. A. A. 12. 41. 

Siehe auch 2796. 



Mathematiseke Pkysik. 

685. F. Klein. Probleme des mathe- 
matisch-physi kaiischen Hochschulunter- 
richts D.V.M. 14.477. 

686. A. Höfler. Das Mathematische 
im physikalischen Unterricht. Z. P. 18. 1. 

687. H. Poincare. L'ötat actuel et 
Tavenir de la physique math^matiqae. 
B.D. (2) 28. 302. 

688. A. Kneser. Untersuchungen über 
die Darstellung willkürlicher Funktionen 
in der mathematischen Physik. M.A. 
58. 81. 

689. W. A. Steckloff. Theorie g^n^- 
rale des fonctions tbndamentales. A.T. 
(2) 6. 366. 
DiflTerentialgleicknngen der Pkysik. 

690. A. W. Conway. The partial dif- 
ferential equations of mathematical phj- 
sics. T.S.D. (2) 8. 187. 

691. /. Hadamard. Sur les donnees 
aux limites dans les equations auz d^ri- 
v^es partielles de la physique math^- 
matique. V.LM.C. 3. 414. 

Gesckiekte der Pkysik. 

Siehe 687. 

Prinzipien der Pkysik. 

692. A. Rey. La philosophie scien- 
tifique de M. Duhem. R.M.M. 12. 699. 

698. R. de Sattssure. Le temps, Tef- 
fort et Tespace. A.S.G. (4) 18. 

694. E. Mach. Space and geometry 
from the point of view of physical in- 
quiry. Mon. 14. 1. 

696. V. Fischer. Eine Bemerkung über 
Gravitations- und elektrische Masse. F. 
Z. 6. 106. — H. Reissner 287. 

696. B. Davis. Das Verhältnis zwischen 
elektrischer und Gravitationskraft. P. 
Z. 6. 276. 

697. W. Sutherland. The electric 
origin of rigidity. P.M. (6) 7. 417. 

698. H. Nagaoka. Über ein die Linien 
und Bandenspektren, sowie die Erschei- 
nungen der Radioaktivität veranschau- 
lichendes dynamisches System. P. Z. 5. 517. 

699. H. Nagaoka. Mutual actione of 
electron atoms. P.T.M. 2 No. 20. 

700. T. Tommasina. Solution theo- 
rique de 2 questions de physique cin^- 
matique. A.S.G. (4) 17. 661. 

701. J. de Boissoudy. Les hypotheses 
cinetiques et la loi de Tevolution. R. 
G.O. 16. 816. 

702. W. HoUenkamp. Astronomische 
Chemie. H.E.B. 15. 116; 462. 

Siehe auch 719; 3101; 3201. 
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Materie. 

708. H. C. PocklingUm. Of the kine- 
tic of matter. P.C. P.S. 12. 283. 

704. L. Mottez. La matiäre, T^ther 
et les forces phyalqueB. S.N.C. (4) 1. 1. 

705. G. Berndt. Moderne Anschau- 
imgen über die Konstitution der Materie. 
D.W.B. 6. 867; 385. 

706. C. E. Guye, Les hjpothi^ses 
modernes snr la Constitution ^ectriqne 
de la mati^re. Rayons cathodiques et 
Corps radioactifs. J.C.P. 2. 549; 8. 188. 

707. F. Soddy, The evolntion of 
matter. S.P.M. 48. No. 8. 

708. F. Hasmöhrh Über die Verftn- 
derang der Dimensionen der Materie in- 
folge ihrer Bewegung durch den Äther. 
8.A.W. 118. 469. 

709. /. Larmor. On the ascertained 
abgence of efifects of motion through the 
selber in relation to the Constitution of 
matter and on the Fitz G^erald-Lorentz 
h)'pothesis. P.M. (6) 7. 621. 

710. Ä. E. Outerhridge, The mole- 
cüle, the atom and the new theory of 
matter. J.F.L 158. 411. 

711. C. H. Wind. Elektronen und 
Materie. P.Z. 6. 485. 

Siebe auch 727; 730; 883; 3659; 3661; 
3662. 

Kraft. 

712. L. Hartmann. Definition physique 
de la force. E.M. 6. 425. B.M.M. 12. 
935; 1056. 

Siehe auch 328; 704; 730; 8662. 

Energie. 

718. G. Meslin. Conservation et uti- 
lisation de T^nergie. B.G.O. 15. 584. 

714. M. Bethy. Das Ostwaldsche Prin- 
zip Tom Energieumsatz in der Mechanik. 
M.A. 59. 554. 

716. V. V. Vürin. über die wechsel- 
seitigen Besdehungen der Bewegungsener- 
gie und der Strahlenenergie. A.N.L. 
3. 270. 

Siebe auch 338; 339; 531; 550; 717; 
1216—20; 2340; 2347—49. 

Atomtheorie. 

7ltt. 0. Asehan. Laeran om atomema. 
B.F.F. 46. No.20. 

717. F. Be. L*energia intraatomica. 
RF.M. 5A. 430. 

718. /. Traube. Über den Raum der 
Atome. Die Theorien von T. W. Richards 
imd mir. V.D.P.G. 7. 199. 



719. /. J, Thomson. On the structure 
of the atom : an investigation of the sta- 
bility and periods of oscillation of a 
number of corpuscles arranged at equal 
interrals around the circumference of 
a circle; with application of thetheory 
of atomic structure. P.M. (6) 7. 237. 

720. /. J. Thomson. On the vibrations 
of atoms containing 4, 5, 6, 7 and 8 
corpuscles and on the efifect of a mag- 
netic field on such vibrations. P.C.r. 
S. 13. 39. 

721. H. NagaoJca. Motion of particles 
in an ideal atom illustrating the line 
and bond spectra and the phenomena 
of radioactivity. P.T.M. 2. 92. 

722. H. Nagaoka. The structure of 
an atom. P.T.M. 2. 240. 

Siehe auch 699; 710; 886; 1047; 1425; 
1462; 1593; 1630; 2859. 

Ither. 

728. B. de Saussure. Constitution 
g^om^trique de T^ther. A. S. G. (4) 16. 753. 

724. W. Wien. Über einen Versuch 
zur Entscheidung der Frage, ob sich der 
Lichtäther mit der Eide bewegt oder 
nicht. P.Z. 5. 585. 

725. W. Wien. Experiments to de- 
cide whether the ether moves with the 
Earth. R.B.A. 74. 433. 

720. A. Schweitzer. Über die experi- 
mentelle Entscheidung der Frage, ob sich 
der Lichtäther mit der Erde bewegt oder 
nicht. P.Z. 5. 809. 

727. /. Larmor. On the ascertained 
absence of effects of motion through the 
aether in relation to the Constitution of 
matter and on the Fitz Gerald-Lorentz 
hypothesis. P.P.S.L. 19. 253. 

728. L. d'Äuria. A relation between 
the mean speed of stellar motion and 
the velocity of wave propagation in a 
universal gaseous medium bearing upon 
the question of the nature of the ether. 
J.F.L 155. 207 ; P.A. 11. 254; S. (2) 17. 110. 
Siehe auch 566; 704; 708; 709; 1104; 

1797; 1798; 1853. 

Absolutes Maßsystem. 

729. F. Ä. Wulff. The so-called in- 
ternational Units. B. B.S.W. 1. 39. 

780. K. Schreber. Kraft, Gewicht, 
Masse, Stoflf, Substanz. D.V.N. 76 B. 52. 

781. A. E. Haas. Über ein Maßsvs- 
tem, das die Längeneinheit und die Licht- 
geschwindigkeit als Grundeinheiten ent- 
halt. P.Z. 6. 204. 
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7S2. K. B. Johnson. Eine Bemerkung 
m den Dimennonssystemen der Physik. 
P.Z. 5. 6SÖ. 

788. /. Oasca. Nomenclatora mnemo- 
nica intemacional de las nnidades teo- 
ricas G.G.S. M.yB.M. 19. 203. 
Siehe anch 1667; 1668; 2991; 2560—62. 

KompresBiOB. 

784, P. Comazzi. Dilatazione e com- 
pressibiiitä delle miscele. N.C.P. (5) 
9. 161. 

Siehe auch 596; 1130; 2802; 2305; 2642. 

Spesiflsehes Gewleht. 

785. E. Mathiaa. Sur le coefficient 
k des diamätres rectilignes. C. E. 139. 359. 

788. A. Besielmeyer nnd S. Valentiner. 
Über die Dichte des N und deren Ab- 
hängigkeit vom Dmck bei der Tempe- 
ratur der flüssigen Luft. A.P. L. (4) lo. 61. 

787. L. Zehnder. Ein Volumometer 
für große Temperaturinteryalle. A.P.L. 
(4) 15. 328. 

Siehe auch 468; 1122; 1123; 1128; 1208; 
1209. 

Aggregatznstftnde. 

788. Ä. Schmkarew. Untersuchungen 
Über den Zustand: gasförmigflüssig. Z. 
P.C. 44. 648. 

Siehe auch 697; 1318; 1314. 

Indening der AggT^rAtrastände. 

789. /. E. Trevor. The ölope of the 
vaporization neutral curve. J.P.C. 8. 341. 

740. F, Cauhet. Die Verflüssigung von 
Gasgemischen. Z.P.C. 40. 267. — J. P. 
Kneser 41. 43. 

741. /. /. von haar. Over de gedaante 
von smeltlijnen b^ binaire menesels, 
wanneer de mengwarmte in de beide 
phasen zeer gering of=s0 is. C.A.A. 
13. 716. 

742. /. /. van Laar. De smeltlijnen 
von legeeringen. G.A.A. 12. 25. 

748. /. /. van Laar, De mogelijke 
vormen der smeltlijn bij binaire mengsels 
von isomorphe Stoffen. C.A.A. 12. 169. 

744. A. Hess. Methode zur Bestim- 
mung der Volumänderung beim Schmel- 
zen. P.Z. 6. 186. 

746. M. Wildermann, Über die wahren 
und scheinbaren Gefriertemperaturen und 
die Gefriermethoden. A.P.L. (4) 16. 410. 



746. r. Osaka. Über den Gefrierpunkt 
verdünnter Lösungen von Gemengen. Z. 
P.C. 41. 660. 

747. A, A. BoÜi. Gefrierpunktsemie- 
drigung durch Nichtelektrolyte in kon- 
zentrierten wässrigen Lösungen. Z.P.C. 
48. 589. 

Siehe auch 931; 1228; 1325; 1326; 1847; 
1403; 2858; 8788. 

Molekularphysik. 

748. L. Decombe. Sur une nouvelle 
d^termination de TintervaUe mol^culaiie 
dans les solides et les liquides. A.S.6. 
(4) 17. 183. 

748. R. Maqini. Influence de la con- 
figuration et des liaisons moläculaires 
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755. L. Quennesen. Contribution a 
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799. L. Eenneberg. Über einige Folge- 
rungen, welche sich aus dem Satz Ton 
Green für die Torsion von Stäben er- 
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finie d'un müieu continu. M.S.B. (6) 
2. 83. 

810. L. Maurer. Über die Defor- 
mation gekrümmter elastischer Ketten. 
A.Gr. (3) 6. 260. 

811. L. Orlando. Sulla deformazione 
del suolo elastico isotropo. R.C.M.P. 
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delle pinstre elasttche cilindriche di 
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cation of the method of images to pro> 
blems of vibratione. P. L. M. S. (2) 2. 327. 

825. Ä. Kneser. Ein Beitrag zur 
Theorie der schnell umlaufenden elasti- 
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Z.S. 52, 174. 

828. G. Coker and C. M, Mc. Kergow. 
The relation of thermal change to tension 
and compression stress with an account 
of 8ome experiments on impulsive stress. 
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flezion et la torsion des solides et son 
application aux constructions. I. L. 27. 79. 

885. Considere. Influence des pressions 
latärales sur la r^sietance des solides k 
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862 > A. Mtghi. Sülle cariohe elet triebe 
dai rmggi x eui metalli nel vuoto. IL 
LB, <6) 10. 

868. P. Üardani. Sulla diaperBiotte 
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153; 201. 

869. F. Pa^dten. Über die Kathoden- 
atrahlen deB Radium». A.P.L. (4; 14. m9. 

8701 A. Becktr. Meiaungen an Ka^ 
thodeustrahleu. A.P.L. (4) 17. 381. 
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891. L. Matout. Le rayonnement du 
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892. A. Bestellt und F. Maccarrone. 
Sind radioaktive Emanationen elektrisch? 
P.Z. 6. 161. 

898. E. Butherford. Der Unterschied 
zwischen radioaktiver und chemischer 
Torwandlung. J.R.E. 1. 103. 

894. H. W. Schmidt. Über eine ein- 
fache Methode zur Messung des Emana- 
tionsgehalts von Flüssigkeiten. P.Z. 6. 
561. 

89^. H. Mache. Über die im Gasteiner 
Wasser enthaltene radioaktive Emanation. 
P.Z. 6. 441. 

Siehe auch 482; 698; 706; 781; 868; 

1049; 1191; 1367; 1452; 1517; 1685; 

tt78; 2279; 2852; 2983; 2967; 2987; 

3170; 3183; 3660. 

KaplUaritftt. 

896. G. Bakker. Zur Theorie der 
Kapillancfaicht. A.P.L. (4) 17. 471. 

i91,a.Sakker, Theorie der Kapillar- 
schicht zwischen den homogenen Phasen 
der Flfiasigkeiten des Dampües. Z.P.C. 
49. 68. 

898. G. ran der Menthrugghe. Kote. 
B.AB. 1905. 18. 



899. F. GoppeUröder. Studien über 
die Anwendung der Kapillaranalyse. 
V.N.B. 17. 1. 

900. G. van der Membrugghe. Con- 
tribution a la thäorie des m^nisques 
capillaires. B.A.B. li>06. 121. 

901. Ponsot. Volume spdcifique d'un 
fluide dans les espaces capillaires. C. R. 
140. 1236. 

902. E. Grüneisen. Über die Gültig- 
keitsgrenzen des Poiseuilleschen Gesetzes 
bei Bewegung tropfbarer Flüssigkeiten 
durch gerade und gewundene Kapillaren. 
A.P.T.R. 4. 151. 

903. G. Bakker. L'^paisseur de la 
couche capillaire. J.P. (4) 3. 927; 4. 96. 

904. H. Devaux. Sur Tdpaisseur cri- 
tique des solides et des Hquides, 16- 
duits en lames tr^s-minces. J.P. (4) 3. 
450. 

905. B. Feustel Über die Kapillari- 
tätskonstanten und ihre Bestimmung 
nach der Methode des Maximaldruckes 
kleiner Blasen. A.P.L. (4) 16. 61. — 
G. Kueera 789. 

906. T. Terada. On the capillary 
ripple on mercury produced by a jet 
tube. P.T.M. 2. 133. 

Oberfl&cliengpannnng. 

907. G. Bakker. Bemerkung über die 
Theorie der Oberflächenspannung von 
H. Hulshof. A.P.L. (4) 14. 609; 17. 584. 
— H. Hulshof 16. 188. 

iN)S. /. Traube. Der Oberflächendruck 
und seine Bedeutung im Organismus. 
A.F.G.P. 105. 559. 

909. B. Kueera. Beitrag zur Kali- 
brierung sehr enger Kapillare und zur 
Messung der Oberflächenspannung mittels 
der Tropfenwägung (tschech.), M. A. T. P. 
1903. No. 32. 

910. /. Traube. Über die Bedeutung 
der Oberflächenspannung im Organismus. 
V.D.P.G. 6. 326. 

911. G. Foreh. Die Oberflächenspan- 
nung von anorganischen Salzlösungen. 
A.P.L. (4) 17. 744. 

912. /. BoUe et P. A. Guye. Ten- 
sions snperflcielles de quelques liquides 
organiques. J.C.P. 3. 38. 

916. L Grunmach. Experimentelle 
Bestimmung der Oberflächenspannung 
und des Molekulargewichts von ver- 
flüssigtem Stickstoffoxydul. P. Z. 5. 677 ; 
S.A.B. 1904. 1198; D.V.N. 76. B. 33; 
A.P.L. (4) 15. 401. 

914. van der Mensbrugghe. Les corps 
solides sont-ils dou^s d*une tension 
superflcielle efficace. A.S.B. 29 A. 206. 
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915. G. Quincke, über Auabreitung 
und ExpanaioDskrafI;. A.P.L. (4) 15. 66. 
— G. van der Mensbrugghe 1048. 

916« E. Almansi. Sopra ona delle 
esperienze del Plateau. A.D.M. (3) 12. 1. 
Siehe auch 813; 925; 939; 941. 

Tropfen. 

917. P. G, Gundry. Über erzwungene 
Schwingungen eines polansierbaren 
Qnecksilbertropfenß. A.P.L. (4) 14. 590. 

Siehe auch 937; 2269. 

Diffosion. 

918. S. Nakamura. On the diffnsion 
of liquida. J.Ü.T. 19. No. 8. 

919. 0. W. Eichardson. The Bolubi- 
lity and diffasion in Solution of disso- 
ciated gases. P.M. (6) 7. 266. 

920. E. Schmidt. Über die Diffnsion 
von Argon und Helium. A.P.L. (4) 14. 
801. 

921. A. Winkelmann, über die Dif- 
fusion naszierenden H durch F q. A. P. L. 
(4) 17. 689. 

922. 0. W. Eichardson. Note on the 
diffnsion of H through Pd. P.C. P.S. 
13. 27. 

Siehe auch 756; 1531. 

Osmose. 

928. C. Steinbrinck. Verduch einer 
elementaren Einführung in die elemen- 
tare Theorie der Osmose. Z.P. 18. 82. 

924. JE. Ariis. Sur la loi fondamen- 
tale des phenom^nes de Tosmose. C. B. ' 
139. 196. 

925. F. Kaufltr. Über die Verschie- 
bung des osmotischen Gleichgewichts 
durch OberBächenkräfte. Z.P.C. 43. 
686. 

926. A. Batulli e A. Stefanini. Sulla 
natura della pressione osmotica. B.A. 
L.R. 14. B. 3. 

927. 3f. Planck. Über den osmotischen 
Druck einer Lösung von merklich variab- 
ler Dichte. Z P.C. 42. 584. 

92 S. P. Kohnstamm. Kinetische aflei- 
ding van van 't Hoff's wet voor den 
osmotischen dmk in een verdunde op- 
lossing. C.A.A. 13. 788. 

929. P. Kohnstamm. Een formule 
voor den osmotischen druk in gecon- , 
centreerde oplossingen wier damp de I 
gaswetten volgt. C.A.A. 13. 781. | 

980. S. Stenius. Der osmotische Druck I 
im Meerwasser. B.F.F. 46. No. 6. i 



981. H. N. Morse and J.'C. W. Fraxer. 
The osmotic pressure and freezing points 
of Solution of cane-sugar. A.C.J. 34. 

982. G, A. HüUtt. Beziehung zwischen 
negativem Druck und osmotischem Druck. 
Z.P.C. 42. 353. 

988. P. Kohnstamm. Osmotische druk 
of thermodynamische potentiaal. C. A.A. 
13. 800. g.^jjg ^^^^ 2190. 

Thennokapillarltftt. 

984. Ponsot. Chaleur dans le d^place- 
ment de T^quilibre d'un Systeme ca- 
pillaire. CR. 140. 1176. 

985. JS. Eebenstorff. Abnahme der 
kapillaren Steighöhe von Wasser bei 
steigender Temperatur. Z.P. 17. 223. 

ElektrokapUlariat. 

986. /. BiUiUer. Zur Theorie der 
kapillarelektrischen Erscheinungen. S.A. 
W. 113. 637. 

987. F. Krüger, Zur Theorie der 
Elektrokapillarität und der Tropfelek- 
troden. N.G.G. 1904. 83. 

988. J. J. van Laar. Über die Asym- 
metrie der Elektrokapillarkurve. Z.P.C. 
41. 386. 

989. C. Christiansen. Über den Zu- 
sammenhang zwischen Oberflächenspan- 
nung und Potentialdifferenz. A.P.L. (4) 
16. 382. 

940. Eothe. Le cation et les ph^- 
nomänes ^lectrocapillaires. A.U.G. 16. 
671. 

941. C. Fortin. Tension superficielle 
d'un di^lectrique dans le champ ^lec- 
trique. CR. 140. 676. 

Akustik. 

942. T. Tcrada. Acoustical noteß. 
P.T.M. 2. No. 20. 

948. H. Sieveking und A. Behm. 
Akustische Untersuchungen. A.P.L. (4) 
16. 793. 

944. Lord Eayleigh. On the acoustic 
shadow of a sphere. P.R.S.L. 73. 65. 
T.E.S.L. 203. 88. 

946. P. Ostmann. Über Schwingungs- 
zahlen und Schwellenwerte. S.6.M. 
1903. 11. 

946. H. J. Scharp. On the reflection 
of sound at a paraboloid. P.C. P.S. 18. 
133. 

947. 0. Nairz. Mechanische Resonanz 
und ihre Verwertung. P. 16. 292. 

948. T. Terada. A note on a reso- 
nance box. P.T.M. 2. 211. 
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M, T. Mizwno. Electric resonance. 
M.C.K 1. 33. 

9Sp. M. T. Edelmann. Kinematische 
Stedie Aber die longitudinalen Bewe- 
|uiigeii des Stieles einer tönenden 
Stimmgabel. P.Z. 6. 446. 

»51. Ä W. Wood. Apparatus to ü- 
lustnte the pressure of sonnd waves. 
P.R. 20. m. 

W2. F. Novak. Interference zvukn. 
(Interferenz des Schalles.) C. 34. 179. 

»»«. l Vioüe et T. Vautier. Pro- 
pa^tion des sons musicanx dans un 
tüjau de 8" de diamfetre. CR. 140. 
1292. 

•54. C. Krediet. Sur un cas de pro- 
pigation de vibrations sonores. N. A.W. 
(2) 6. 81. 

»56. V. Mensen, Über die Umwand- 
lung periodischer Massenanhänfungen in 
skuBtisch wirksaipe Bewegungen. Ä. P. L. 
(i) 16. 838. 

»o6. Ijord Bayleigh, On the open 
omn-pipe problem in 2 dimensions. 
P.M. (6) 8. 481. 

»57. 0. Krigar-Meftzel Zur Theorie 
der Rubensschen Schallröhre. V. D. P. G. 
6. 356. 

»58. H.Ruhens. Demonstration stehen- 
der Schallröhren durch Manometerflam- 
men. V.D.P.G 6. 365. 

959. H. Rubens und 0. Krigar-Memel. 
Flammenröhre für akustische Beobach- 
tungen. A.P.L. (4) 17. 149. 

960. G. Jäger. Theorie der Exner- 
Pollakschen Versuche. S.A.W. 113. 814. 

961. R E. Belas. Effect on sound 
on water jets. N. 70. 233. 

9«2. /. VioIIe et T. Vautier. Exp^- 
riences sur la propagation du son dans 
nn tayan cylindrique de 3 m^tres de 
diametre. A.C.P. (8) 5. 208. 

96S. R. Wachsmuth. Neuer Apparat 
zur akustischen Bestimmung der Dichte 
Ton Gasen und Dämpfen. C.Z. 28. 896. 
Siehe auch 581; 1455. 

Saitensehwingmigen. 

964. W. B. Morton and T. B. Ving- 
cmh. On the vibrations of strings ez- 
cited by plucking and by resonance. 
P.M.^(6) 8. 678. 

»•o. H. Weber. Bemerkungen aus 
der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen. V.LM.C. 3. 446. 
Siehe auch 501. 

Luftochwlngungen. 

Siehe 951. 



Klangflgnren. 

966. K. Äntolik. Über Elangfiguren 
gespannter Membranen und Glasplatten. 
V.V.N.P. 1903. 71. 

Schallgeschwindigkeit. 

967. T. C. Hebb. The velocity of 
sound. P.R. 20. 89. 

»68. /. Sturm. Die Kirchhoffsche 
Formel Über Schallgeschwindigkeit in 
Bohren. A.P.L. (4) 14. 822. 

»69. F. A. Schulze. Über die Schall- 
geschwindigkeit in sehr engen Röhren. 
S.G.M. 1903. 59. 

Singende Flammen. 

Siehe 959. 

Musikalische Instrumente. 

Siehe 956. 

Architektonische Akustik. 

Siehe 2655. 

Physiologische Akustik. 

»70. E. W. Scripture. Über das Stu- 
dium der Sprachkurven. A.N.L. 4. 28. 

Mathematische Musik. 

»71. G. Zamhiaai. Un capitolo di 
acustica musicale. N.C.P. (5) 9. 241. 

»72. R. C. Phillips. Mean tones, 
equal tempered tones and the harmonio 
tetrachords of Claudius Ptolemy. S.P.M. 
48. No. 13. 

»73. L. Erminyi. Petzvals Theorie 
der Tonsysteme. Z.S. 51. 281. 

»74. K. V. Wesendonk. Über die Ur- 
sachen der Dissonanzen. N.R. 20. 301. 

»76. G. Eneström. Der Briefwechsel 
zwischen Leonhard Eulur und Johann 
Bernoulli. B.M. (3} 4. 344. 

Geometrische Optik. 

»76. E. Study. Über Hamiltons geo- 
metrische Optik und deren Beziehung 
zur Theorie der Berührungstransforma- 
tionen. D.V.M. 14. 424. 

»77. P. Mori. Sulla riflessione e la 
rifrazione luminosa. Applicazioni geo- 
metriche. R.T.C. 16. 154. 

»78. J. J. Thaudin Chabot. Reflexion 
und Refraktion mittels einer natürlich 
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gekrümmten Fläche zwecks Demonstra- 
tion geometrisch-optischer Granderscbei- 
nungen. P.Z. 6. 828. 

979. G. de Sandte. Effetti di rifles- 
sione e di rifrazione di luce nelle letture 
di stadia. R.T.C. 17. 1; 18. 

980. Gerloff. Stereoskopisohe Dar- 
stellungen, P. 16. 1; 19. 

981. F. Beina. SuUa definizione delle 
inmagini formte dai riflettori e dai re- 
frattori. R.T.C. 16. 76. 

982. K. Strekl Über eine angeblich 
normale Fortpflanzung des Lichtes im 
Brennraum. P.Z. 6. 513. 

988« W. Bennet. Notes on nonhomo- 
centric pencils and the shadows pro- 
duced by them. P.P.ß.L. 19. 206; 213. 
Siehe auch 8606; 8621; 3626; 3686; 8637. 

Katoptrik. 

984. F. Kuhnemann. Totalreflexion 
des Lichtes. Z.P. 18. 224. 

985. E. nnd L. Mach. Versuche über 
Totalreflexion und deren Anwendung. 
S.A.W. 113. 1219. 

986. B. Ä. Houston. Über die Wir- 
kung einer Oberflächenschicht bei Total- 
reflexion. P.Z. 6. 208. 

987. A. Alvarado. Los espejos planos 
pueden dar im^enes reales? R.Ö.L. 7. 
236. 

988. K Jdhnke. Elementare Her- 
leitung der Formein für die Reflexion 
und Brechung des Lichtes an der Grenze 
durchsichtiger isotroper Körper. A.Gr. 
(3) 7. 278. 

989. K. Prytz. Mikroskopische Be- 
stimmung der Lage einer spiegelnden 
Fläche. A.P.L. (4) 16. 736. 

990. M. de Montcheuil. S^aration 
analytique dVn Systeme de rayons in- 
cidents et r^fl^chis. S.M. 81. 283; 32. 
162. 

991. Ä. Emch. The theory of optical 
Squares. M.M.F. 11. 88. 

992. W. J. Hussey. The longitudinal 
aberration of a parabolic mirror. P.A. 
S.F. 14. 179. 

998. F. Büke. Eorrektionsspiegel zu 
parabolischen Reflektoren. Z.S. 62. 191. 

994. L. MaUhiessen. Mathematische 
Theorie der Spiegelung in abwickelbaren 
Flächen. Z.S. 52. 188. 

995. V. Konifnerell. Eine optische 
Eigenschaft des Paraboloids. M.B. (2) 
6. 79. 

996. C. K. Edmunds. The reflecting 
power of selenium as determined by a 
spectrophotometer. P.R. 18. 386. 



Wl.C.ScotH. Sularisonanzadettrica. 
N.C.P. (5) 7. 884. 

Siehe auch 852; 869; 872; 946; 1067; 
1094; 1106; 2611. 

Dioptrik. 

998. C. de Ward. Descartes en de 
brekingswet N.A.W. (2) 7. 64. 

999. W. Grimm. Eine energetische 
Darstellung des Brechungsquotienten. 
A,N.L. 4. 226. 

1000. L. F. Drysdale. On the cur- 
yature method of teaching optics. P.M. 
(6) 9. 467. 

1001. A. Danckwortt. Ableitung eines 
Satzes über die Lichtbrechung. Z.P. 
17. 303. 

1002. A. SchuUer. Über die richtig 
Unterscheidung der kollektiven und dis- 
pansiven optischen Systeme. B.M.N. 
17. 83. 

1003. C. Maltezos. L'equation du 
prisme optique. E.M. 6. 454. 

1004. K. F. Muirhead, Minimum 
deyiation thiough a prism. P.E.M.S. 
22. 76. 

1005. T, L. Bennett. Minimum de- 
yiation through a prism. P.M. (6) 6. 
697. 

1006. E. Gatti. Proprietä dei seg- 
menti ad una base di uno cilindro rei£o 
rifrangente. A.A.T. 39. 839. 

1007. E. Gatti. Particolarita della 
rifrazione dovuta ad una Corona cilin- 
drica retta. A.A.T. 40. 782. 

1008. A. Scheu. Die Bestimmung der 
optischen Eonstanten eines zentrierton 
sphärischen Systems mit dem Präzisions- 
fokometer. S.A.W. 112. 1057. 

1009. JET. Pdlat. Formation des images 
par les rdseaux. J.P. (4) 3. 611. 

1010. S. Trozewitsch. Über das apla- 
natische System. Z.S. 61. 100. 

Siehe auch 868; 988; 1944; 3639; 8642. 

linsen. 

1011. F. Meisel Über die übliche 
Erklärung der Brennweite einer Linse. 
Z.H. 86. 102. 

1012. G. A. Hiü. A method of ob- 
taining the focal point of a lese of long 
focus. P.A. 11. 879. 

1018. S. D. Chalmers. The theoiy 
of symmetrical optical objectives. P.R. 
S.L. 72. 267; 74. 396. 

1014. G. J. Barch. Some uBes of 
cylindrical lens- Systems, including ro- 
tation of images. P.R. S.L. 73. 281. 
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1016. Ä. Kerber. SystematiBche Be- 
reehnimg aphftrischer korrigierter Anft- 
stigmatlinsen. D.M. 12. 171. 

1016. D. Kerber, Bequeme Formeln 
zur Brechung von Anastigmatlinsen. 
D.M. 12. 181. 

Iil7. W. Pscheidl. Neue Berechnung 
einer aplanatischen Brenn- und Be- 
leachtongülinfle. P.Z. 6.611. — J. Peiri 
632. 

1018. E. Berger. Über das bei meiner 
binokularen Lupe verwendete Linsen- 
BjBtem. D.M.Z. 1906. 166. 
Siehe auch 3688. 



BreMiiliiilen. 

1019. /. J. Deschamps. CauetiqueB 
et anticaustiques. S.P. (9) 6. 276. 

PhyBtkaiigehe Optik. 

1020. M, Laue. Ober die Fortpflan- 
sang der Strahlung in dispergierenden 
und absorbierenden Medien. N.6.G. 
1904. 480. 

1021. /. Bau88inesq. Construction 
dans un milieu opaque homogene des 
rayoDS lumineuz qui j pän&trent par 
une &ce plane. CR. 140. 825. 

1022. A. B. Porter. Doppler's prin- 
ciple and light-leats. S. (8) 21. 814. 

1028. A. Amerieo, Nuove ricerche 
ralla legge di Draper. N.C.P. (6) 8. 
318. 

1024. P. Drude. Zur Theorie des 
Lichtes für aktive Körper. N. G. G. 1904. 1. 

1025. X. HouUeviane. Propri^t^s op- 
tiqnes du fer ionoplastique. CR. 140. 
1093. 

Sieke auch 8640. 



lichtweUen. 

1026. /. S. S. Cooper. An ezperiment 
bearing on the wave theory of light. 
T.N.Z.I. 36. 487. 

1027. H. Lehmann. Superposition 
stehender LichtweUen verschiedener 
Schwingungsdauer. P.Z. 6. 668. 

1028. T. H. Havelock. Wave fronU 
considered as the characterisÜcs of 
partial differential equations. P.L.M.S. 
(2) 2. 297. 

102t^. G. J. Stoney. Flat-wavelet reso- 
lution. P.M. (6) 9. 677. 

lOSO. F. Ehrenhaft. Über optische 
Ecsonan*. P.Z. 6. 887. — F. Pockeh 460. 
Sieke auch 867; 1086. 



Liektdmck« 

1081. J. H. Foynting. Radiation 
pressure. P.M. (6) 9. 893; P.P.S.L. 19. 
476. 

1082. T. H. Havelock. The pressure 
of radiation on a dear glass vane. N. 72. 
269. 

1088. G. F. Hall The elimination 
of action in experiments on light pres- 
sure. T.R. 20. 292. 
Siehe auch 1400; 1401; 1948; 1949; 2667. 

I Dispersion. 

1084. V. de Souea-Branddo. Über 
eine Dispersionsformel der Doppel- 
brechung im Quarz und deren Verwen- 
dung beim Babinetschen Kompensator. 
C.F.M. 1906. 28. 

1035« H. Nagaoka. Dispersion of 
light due to electron-atoms. P.T.M. 2. 
280. 

1086« J. Larmor. On the dynamical 
significance of Kundus law of selective 
dispersion in connexion with the trans- 
mission of the energy of trains of 
dispersive waves. P.C. P.S. 18. 21. 

1087« M. Planck. Normale und ano- 
male Dispersion in nichtleitenden Metal- 
len von variabler Dichte. S.A.B. 1906. 
882. 

1088. B. W. Wood. A quantitative 
determination of the anomalous disper- 
sion of sodium vapour in the visible 
and ultraviolet regions. P. A.Bo. 40. 366. 

1089. R. W. Wood Eine quantitative 
Bestimmung der anomalen Dispersion 
des Na-dampfes im sichtbaren und altra- 
violetten Spektralgebiet. P.Z. 6. 761. 

1040. F. Ehrenhaft. Die difiPuse Zer- 
streuung des Lichtes an kleinen Kugeln. 
A.A.W. 1906. 213. 

Siehe auch 1911; 1988; 1940; 1941; 2231; 
8610. 



Farben« 

1041. F. Grünberg. Farbengleichung 
mit Zuhilfenahme der 8 Grundempfin- 
dxmgen im Young-Helmholtzschen Far- 
bensystem. S.A.W. 118. 627. 

1042. J. C. M. GameU. Colours in 
metal glasses and in metallic films. 
P.R.S.L. 78. 448. T.R.S.L. 208. 386. 

1043. F. Kirchner und R. Zsigmondy. 
Über die Ursachen der Farbenänderungen 
von Gold - Gelatinepräparaten. A. P. L. 
(4) 16. 673. 

1044. F. Monpülard. Methode pour 
ätablir des äcrans color^s destinäs ä 
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isoler certains gronpes de radiations > 
speciales. CR. 141. 81. | 

Siehe auch 1178; 1179. 

Spektrnm« \ 

1046. T. H. Havelock. On the con- 
tinuouB spectrom. P.C. P.S. 12. 176. 

104«. P. G. Nutting. On the tran- 
flition from primarj to secondary spectTa. 
A.J.C. 20. 131. 

1047. J?. Ncgaoka. A dynamical Bysiem 
illustrating the spectnim lines. N. 70. 
124. — G. A. Schon 176. 

1048. 0. M. Corhino, Suir osser- 
vazione Bpettroscopica della Ince di 
intensitä periodicamente variabile. R.A. 
L.E. (ö) 14 A. 332. 

1049. H. Nagaoka. On a dynamical 
System illustrating the spectrum lines 
and the phenomene of radioactivity. 
N. 69. 392. — G. A. Schott 437. 

1060. J. Rheinberg. The influence 
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Über die Nebenspannimgeii 
gewisser hochgradig statisch unbestimmter Fachwerke. 

Von K. WiEGHABDT in Aachen. 
(Mit 4 Tafeln.) 
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I. Manderlasclier Ansatz für Nebenspanmugen, flbliehes NftherungsTerfaliren 
und AiryBClie Spannnngflhinktionen für elastisch -isotrope Fach werke. 
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Von den mancherlei Nebenspannungen, die in Fachwerken auftreten 
können, werden im folgenden nur diejenigen betrachtet, welche ihren 
Ursprung der sogenannten Steifigkeit der Knoten yerdanken, also dem 
umstände, daß die Stäbe an den Knotenpunkten nicht durch reibungs- 
lose Scharniere verbunden, sondern fest miteinander vernietet sind. Der 
erforderliche mathematische Ansatz rührt bekanntlich von Manderla 
her^) und ist seitdem vielfach Gegenstand weiterer Verarbeitung ge- 

1) H. Manderla. Die Berechnung der Sekundärspannungen , welche im 
einfachen Fachwerk infolge starrer Enotenverbindungen auftreten. Allgemeine 
Banzeitung. Wien 1880. S. 84 ff. 

Zcitoehrift f. H»tlieiiiatik a. Physik. 59. Band. 1906 2. Heft. 8 
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wesen, welche meistens den Zweck hatte, die Auflösung desjenigen 
Systemes linearer Gleichungen — auf welche nach Manderla im 
letzten Gb-unde die Lösung der gestellten Aufgabe hinauslauft — 
irgendwie zu vereinfachen. Ganz interessant ist in dieser Hinsicht ein 
schon Yon Manderla angegebenes und seitdem in der Literatur häufiger 
wiederkehrendes Naherungsrerfahren wegen seiner ungemeinen Ein- 
fachheit Zu jedem Knotenpunkte gehört nämlich eine der oben er- 
wähnten linearen Gleichungen; das erwähnte Verfahren — wir wollen 
es künftig das übliche Näherungsverfaiireti nennen — besteht nun darin, 
daß man bei der Bildung einer jeden solchen Gleichung immer nur 
den eugehürigen Knotenpunkt als steif ^ alle anderen aber als gelenkig 
ansieht. Man erreicht damit, daß jede Gleichung von yomherein nur 
eine einzige Unbekannte enthält, sodaß man also ohne weitere Rechnung 
die Werte aller Unbekannten angeben kann, natürlich im allgemeinen 
nur mit einer gewissen ersten Näherung. 

Wie dem auch sei, jedenfalls ist es eine unter allen Umständen 
notwendige Voraussetzung für die Lösung der Nebenspannungsaufgabe, 
daß man die betreffende Grundspannungs Verteilung kennt, wie sie bei 
Vorhandensein reibungsloser Scharniere in den Knotenpunkten herrschen 
würde. Deshalb vermag man über die Nebenspannungen hochgradige 
d. h. etwa hundert- und mehrfach statisch unbestimmter Fachwerke im 
allgemeinen nichts auszusagen. Es gibt aber besondere Klassen dieser 
Fachwerke, die durch eine regelmäßige Struktur ausgezeichnet sind 
und deren Grundspannungen aus diesem Grunde bei gewissen Be- 
lastungen einer Berechnung durchaus zugänglich werden, wie dies in 
meiner Habilitationsschrift^) des näheren ausgeführt ist. Auf eine 
dieser Klassen von Fachwerken beziehen sich denn auch die vorliegenden 
Untersuchungen. 

Das Problem der Grundspannungen sowohl wie das der Neben- 
spannungen tritt dabei zunächst in der Form einer Randwertaufgabe 
für eine Differeneengleichung auf, also in einer Form, die von vornherein 
nur wenig Aussicht auf erfolgreiche Behandlung bietet. Indessen^ 
konnte ich in meiner Habilitationsschrift zeigen, daß die Bandwert- 
aufgabe für die Grundspannungen in den wichtigsten Belastungsfällen 
sich sehr glatt erledigen läßt, so enthält die vorliegende Abhandlung 
den Nachweis, daß ganz Entsprechendes für die Bandwertaufgabe der 
Nebenspannungen zutrifft; ihre Lösung gestaltet sich sehr einfach, falls 

1) K. Wieghardt. Über einen Grenzübergang der Elastizit&tslehre und 
Heine Anwendung auf die Statik hochgradig statisch unbestimmter Fachwerke 
Vorhandl. d. Ver. zur BefÖrd. d. Gewerbefleißes (im Druck). 
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man von gewissen kleinen Unstimmigkeiten am Rande des Fachwerkes 
absieht Es besteht noch eine weitere Verwandtschaft zwischen beiden 
Abhandlungen: Hier wie dort hängt alles an einem Begriff, nämlich 
dem Begriffe der Airy sehen Spannungsfonktion. Ich möchte aber 
ausdrücklich erwähnen, daß die Kenntnis jener Abhandlung für das 
Verständnis der yorliegenden keine notwendige Voraussetzung ist. 

Vergleicht man nun die angestellte Untersuchung mit der Literatur, 
80 hat man die Überraschung, daß sie zum Teil einfach eine Anwendung 
des üblichen Näherungsyeifahrens bedeutet, sodaß das Hauptergebnis 
der vorliegenden Abhandlung etwa so zu kennzeichnen ist: In den yon 
uns betrachteten Fällen führt das übliche NäherungsvertshTen seinen 
Namen zu Unrecht; es ist ein genaues Verfahren, denn es löst das er- 
wähnte System linearer Gleichungen völlig genau auf, mit alleiniger 
Ausnahme der Gleichungen für die Randknotenpunkte. In anderen 
Fallen als den betrachteten aber liefert unsere Untersuchung ein gewisses 
Maß für die Grröße des Fehlers, den man dabei mit der Anwendung 
des üblichen Näherungsverfahrens begeht. 

Daß die erwähnten Unstimmigkeiten am Rande unser Ergebnis 
nur unwesentlich beeinflussen, bedarf einer näheren Untersuchung, 
welcher ein eigener Abschnitt gewidmet ist. Mathematisch handelt es 
sich dabei wesentlich um die Anwendung bekamiter Sätze über ge- 
wöhnliche lineare Differenzengleichungen. 

Die im zweiten Teile der Abhandlung auf Grund obigen Ergeb- 
nisses angestellten wirklichen Berechnungen von Nebenspannungen 
(Taf. I bis IV) können ein unmittelbar praktisches Interesse wohl nicht 
beanspruchen, und zwar vielleicht weniger deshalb, weil die in Wirk- 
lichkeit ausgeführten hochgradig statisch unbestimmten Fachwerke von 
den hier behandelten abweichen, als deshalb, weil neuerdings überhaupt 
solche Fachwerke nicht mehr konstruiert werden. Den Fachwerk- 
theoretiker wird es aber immerhin interessieren, daß man in einigen, 
zwar speziellen, aber nicht trivialen Fällen einen vollständigen Einblick 
in die Wirkungsweise eines hochgradig statisch unbestimmten und 
gleichzeitig fest vernieteten Fachwerkes gewinnen kann, was im all- 
gemeinen wegen der ungemeinen rechnerischen Schwierigkeiten als aus- 
geschlossen gelten kann. 

Als allgemeines Ergebnis der numerischen Rechnungen kann zum 
Schlüsse bezeichnet werden, daß das Spannungsbild unserer Fach- 
werke durch Berücksichtigung der Knotensteifigkeit wesentlich be- 
einflußt wird. 
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I. Manderlasclier Ansatz ffir NebenspannuiigeiL, fibliclies Naherongs- 
▼er&lireii nnd Airysclie Spannnngsfanktionen fOr elastiscli- isotrope 

Facliwerke. 

1. Kurzer Abriß des Manderlaschen Ansatzes für Nebenspannungen, 
— In seiner einfachsten Gestalt und damit so, wie er allein für unsere 
Rechnungen in Betracht kommen kann, laßt sich der Manderlasche 
Ansatz fQr Nebenspannungen in Fachwerken kurz etwa so darstellen: 

a) Bei alleiniger Berücksichtigung der Grundspannungen des Pro- 
blems erfahren infolge der Stabverlängerungen alle Knotenpunkte ge- 
wisse Verrückungen. Man nimmt an, daß diese Knotenpanktverrückungen 
genau dieselben sind, wenn die Stäbe in den Knotenpunkten nicht 
gelenkig verbunden, sondern fest miteinander vemietet sind. 

b) Wenn die Wirkung der 
Vernietung annähernd so au&ufassen 
ist, daß sie in den Knotenpunkten 
eine Änderung der gegenseitigen 
Winkel, unter denen dort die Stabe 
zusammenstoßen, unter allen Um- 
ständen verhindert, so folgt hieraus 
in Verbindung mit der Annahme 
unter a) unmittelbar, daß bei fester 
Vernietung die Stäbe im allgemeinen 
nicht geradlinig bleiben können, 
sondern sich S-formig oder C-formig 
(Fig. 1) verbiegen werden. 

c) Eben diese Verbiegung der 
Stäbe gibt Anlaß zu den Neben- 
spannungen, welche somit als Bie- 
gungsspannungen aufzufassen sind. 

d) Ist an irgend einer Stelle 
X das an dem Stücke links von x 
wirkende, im Uhrzeigersinne positiv 

gerechnete Biegungsmoment gleich Mg und herrschen speziell an den 
beiden Stabenden die Biegungsmomente M[ und Jf^, so ist zunächst 
klar, daß vermöge dieser Biegungsmomente auf die beiden Knoten 1 
und 2 im Uhrzeigersinne positiv gerechnete Drehmomente M^ und M^ 
so übertragen werden, daß: 

M,^M[ und 3/, «-J»f; 

ist. Damit nun der einzelne Knoten im endgültigen Zustande des 
Faohwerkes gegen Drehung im Gleichgewichte ist, müssen sich die an 
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ihm angreifenden Drehmomente gegenseitig aufheben; wir bekommen 
also fBr jeden Knotenpunkt eine Gleichnng, die Knotenpunktgleichung, 
von der Form: 

(1) 2:jif = o. 

e) Durch Einführung der Knotendrehwinkd fp als derjenigen Winkel, 
um den sich ein Knoten im Uhrzeigersinne dreht, wenn an dem vorher 
unbelasteten Fachwerke die betrachtete Belastung angebracht wird 
(Tergl. Fig. 2), wird die Zahl der Unbekannten in den Knotenpunkt- 
gleichungen auf die Zahl dieser Gleichungen zurückgeführt. Der zu 
diesem Zwecke herzustellende Zusammenhang zwischen den Sjioten- 
drehwinkeln gp und den Drehmomenten M ergibt sich — falls das 
Gnmdspannungsproblem bereits gelöst ist — durch Berücksichtigung 
der Gleichung des yerbogenen Stabes: 

(wo E der Elastizitätsmodul des Stabmateriales, J das in Betracht 
kommende Trägheitsmoment des Stabquerschnittes Q ist) wenn wir 
ans statisch überlegen, wie das Biegungsmoment M^ mit der Grund- 
spannung S (als Zugspannung positiv gerechnet) unseres Stabes zu- 
sammenhängt. Man stellt sich das Kräftespiel im Fachwerke so vor, 
daß die Grundspannkraft SQ exzentrisch, wie Fig. 1 zeigt, an dem 
Stabe angreift^), dadurch einerseits in dem Stabe die Grundspannung S 
erzengt, anderseits an jeder Stelle x ein Biegungsmoment M^ entstehen 
läßt. Von diesem Biegungsmomente ist dann klar, daß es eine lineare 
Funktion von x ist, vermehrt um das Glied —SQ-y. Dieses letzte 
Glied wird unter der Voraussetzung, daß die Durchbiegung y des Stabes 
nur klein ist, gegen die übrigen Glieder vernachlässigt; man bekommt 
so als Integral von (2) das Polynom dritten Grades (kubische Parabel) 

y = Co + c^a: + c^x^ + c^x^, 

mit den noch näher zu bestimmenden Konstanten c^c^c^c^. 

Nun gilt das Grundspannungsproblem als gelöst; man kennt also 
nach der Annahme unter a) sämtliche Knotenpunktverrückungen und 
damit auch sämtliche Stabdrehwinkd o, nämlich diejenigen Winkel, um 
welche sich bei Vorhandensein reibungsloser Scharniere der einzelne 
Stab bei Anbringen der Belastung im Uhrzeigersinne drehen würde. 
Man kann also die Tangeuten der beiden kleinen Verdrehungen des 

1) Daß in unserer Fig. 1 die Kräfte SQ bo symmetriBch liegen, ist natürlich 
speziell. Man vergleiche die allgemeineren Figuren 6 bis 11 der Man de riaschen 
Abhandlung. 
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? erbogen eo Stabes gegen die VerbindungsgeiBiie seiner Knoteupunkt*' 
in den Knotenpunkten dnreli die beiden nnbekannten Knoteodrehwinkel 

qTi und q^ und den l>e- 



Fig. 2. 




kannten 



Gjji ausdrücken: 






Damit drücken sich abe 
aoch die 4 Kons tauten 
Inrch tp und co aus, wenn man noch bedenkt, daß filr x = unc 
r = f (f Lange des Stabes) y =^ werden muß; man hat dann dl 
rier Gleichungen aufzulösen: 

e^ + /V* + ^*^ = ^ 

lind bekommt: 

P Cj£ = 2^i + 9?2 - ^^^ttf ^3^^ = - ^^i " fs + -*^iS " 





Da nun nach Gleichung (2) 

ist, so ergeben eich die Drehmomente zu: 

(3) M,=^-^(2y. + <p,-3a,^), J»/, = ~'f-^(Vi + 29,-3«.^^^ 

Diese Glmdmngen (3) repräsefiiieren d^^ tjesuehteti Zmammetüivm n^^ 
Stoßen nun an einem Knotenpunkte h die Stäbe 1 bis n zusamiiÄ^ en, 
die zu den Knotenpunkten 1 bis n hinführen mögen, so gehea «s^cäi- 
möge dieses Zuj^animenhangea unsere Knotenpiuiktgleichungen (1) Vu 

die Gleichungen über: 



i^N 



/=« 



(4) 



2»-?,+2''p--^2''">. 



V=l 



j^l 



eine Anzahl linearer Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten, ^^ 
daraus die Knotendrebwinkel q ermittelt, so üefern die Gleichnngeim^ 
hinterher die Drehmomente M, 

f) Ans diesen sind dann endlieh noch die Nebensimnmtngen b^p* 
7M bestimmen. Rechnen wir (Fig. 3) eine Ordinate z senkrecht 
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Mittellinie des Stabes^ so ist die Biegungsspannung an der Stelle x, z 
gegeben durch: 

,-±«... 

An jedem Stabe interessiert aber wesentlich die größis Nebenspannunff; 

man findet sie, wenn man erstens die gröfite Nebenspannung über den 

Querschnitt des Stabes nimmt, 

nämlich die Spannungen in den Y\ ^^gs. 

äußersten Fasern: 

WO ß die Breite des Stabes ist, -- -4:^^--- — — --^--^"=-H^-^^^^»^S^^^'^- 
und dann denjenigen Querschnitt | 

au&ucht, dem das größte Bie- 
gungsmoment Mx zukommt. Dies ist aber stets einer der beiden Quer- 
schnitte an den Stabenden^ da ja Mx eine lineare Funktion yon x ist. 
Man bekommt also als die gröfite Nebenspannung eines Stabes (tfmaz.) 
den größeren der beiden Ausdrücke: 

\M,\ ß \M,\ ß 
J ' 2' J ' 2 

mit dem positiven und dem negativen Vorzeichen, jenachdem man die 
Spannung an der konvexen oder der konkaven Seite des Stabes im 
Auge hat Die größte Gesamtspannung des Stabes ist dann der größere 
der beiden Ausdrücke: 

mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, jenachdem S ein Zug 
oder ein Druck ist. — 

Den so skizzierten Ansatz nennen wir künftig der Kürze halber 
„den Manderlaschen Ansatz^', obwohl bei Manderla selbst die Unter- 
suchung sehr viel weiter geführt ist. 

2. Spezialisierung auf dastlsch- isotrope Facliwerke. — Wir be- 
schranken jetzt die Untersuchung auf diejenigen Fachwerke, deren 
Nebenspannungen im folgenden wirklich berechnet werden sollen (Fig. 4). 
Die Stabe sind durch Seiten gleichseitiger Dreiecke repräsentiert; ihre 
Länge sei Bj ihre Breite /}, ihr Elastizitätsmodul E, ihr Querschnitt Q, 
dessen in Betracht kommendes Trägheitsmoment J. Wir nennen diese 
Fachwerke j^dastisch - isotrope FachwerW% weil sie, wie in meiner 
RabiUtationsschrift ausgeführt ist, mit der elastisch -isotropen Platte 
eng verwandt sind. Denken wir uns nun einstweilen unser Fachwerk 
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Fig. 4. 




nach allen Richtungen hin unbegrenzt^ so haben wir lauter ganz gleich- 
artige Knotenpunkte, an denen immer sechs Stabe zusammenstoßen. 
Durch Einführung des schiefwinkligen |i^- Koordinatensystems der Fig. 4 
und entsprechender Einführung ganzzahliger Indizes / und k können 
wir jeden Knotenpunkt in einfachster Weise charakterisieren. Das 

System der Knotenpunkt- 
gleichungen (4) nimmt dani^ 
hier die spezielle Form an^ 
(5) 129,.^i,^^i + ^,-^i^^ 

wo wir die bequeme Ab- 
kürzung: 

0^^ = Summe der Drehwin- 
kel (0 der sechs yom Sjioten- 
punkte i^ k auslaufenden 
Stäbe 

eingeführt haben. Brechen wir nachher das Fachwerk im Endlichen 
irgendwie ab, sodaß es einen Rand bekommt, so ist für die Rand- 
knotenpunkte natürlich nicht die Gleichung (5), sondern die allgemeinere « 
Gleichung (4) gültig. 

3. Das ühliche Nökerungsverfahren, — Die Knotenpunktgleichungeirr 
(5) bezw. (4) sind außerordentlich verwickelt, wie der bloße Augen- 
schein lehrt; ist das Fach werk hochgradig statisch unbestimmt, sodaj 
hundert und mehr Knotenpunkte vorhanden sind, so ist an ih 
numerische Auflösung auf Grund irgend eines Eliminations verfahre] 
im allgemeinen garnicht zu denken. Man wird sich daher nach eine: 
Näherungsverfahren umsehen müssen. Obwohl man nun auf eii 
denkbar natürliche Weise auf das im vorigen so genannte üblid 
Näherungs verfahren geführt wird, wenn man das System der Gl 
chungen (5) als eine Differenzengleidmng mit den unabhängigen Vi 
änderlichen 5 und ri (Koordinatensystem der Fig. 4) betrachtet, so a 
doch der vielseitigeren Beleuchtung wegen jenes Verfahren zunächst 
abgeleitet werden, wie es verschiedentlich in der Literatur geschie 
Das Verfahren ist folgendes: Man nimmt an, daß für das Gleichgewic 
der Drehmomente an irgend einem Knotenpunkte vorwiegend 
Steifigkeit eben dieses Knotenpunktes maßgebend ist und nimmt de; 
nach bei der Bildung der betreffenden Knotenpunktgleichung die übrig 
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Enotenpunkte als gelenkig an. Ist dann in Gleichung (3) 1 der steife^ 
2 der gelenkige Knotenpunkt, so haben wir statt (3): 

Jf, = 0, daraus: <p« = t©,, — ig?i , demnach: 



Jf,= 



92 = |ß>is — i^i; 
2EJ 3 r , 

- - - --öL^i — ^i%\- 



Hieraus resultiert dann in Verbindung mit (1) für unsere Enotenpunkte 
mit sechs Stäben an Stelle der Gleichung (5) die folgende: 

Allgemeiner haben wir an Stelle der Gleichung (4) das Ergebnis: 
Nach dem iMichen NäJierungsverfahren ist der einzelne Knotendrehwinkel 
einfadi das tmOimetische Mittel aitö den van ihm umlaufenden Stab- 
drehicinkdn. 

Diese Ableitung ist an schaulich , läßt aber keine Abschätzung des 
begangenen Fehlers zu und läßt insbesondere nicht erkennen, wodurch 
die eyentuell existierenden Fälle charakterisiert sind, in denen das 
Xäherungsverfahren ein genaues Verfahren ist. Mit der im folgenden 
Abschnitte gegebenen Ableitung verhält es sich umgekehrt; sie ist 
Ewar wenig anschaulich, liefert aber ein Kriterium für die Genauigkeit. 

4. Bedingung für die Genauigkeit des üblichen NäJierungsverfahrens. 
— Um die Gleichung (5) als Differenzengleichung in den unabhängigen 
Veränderlichen | und ij schreiben zu können, fähren wir die in Be- 
tracht kommenden Differenzen einer Größe G^^ an der Stelle ik durch 
folgendes Gleichungsschema ein: 





^a,^.+i,* 


^/.* + l 


<^. + S.* 


^»+l,*-fi 


^|-,*4-2 I^i-f2,* + l 


^*4-i,*-fä 


(^n 




1 






. 




^l^a 


— 1 


1 








^rG,, 


— 1 




1 - 




1 




^^Gik 




-2 


! 1 






'UG,, 




— 1 


— 1 




1 




-^^^a 


^ 1 


— 2 


! 1 i 

1 




^>^öa 


— 1 


2 


1 


— 1 —2 


' 1 




-"ir^G,, 


— 1 


1 


2 




— 2 


-^ 1 


1 



welches so zu lesen ist, daß beispielsweise die zweimal nach | ge- 
nommene Differenz der Größe G gleich 
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ist. Denken wir uns nun hier alle Größen: 

umgekehrt durch die Gröfien: 

ausgedrückt, so bekommen wir ein neues Gleichungsschema; dieses 
leitet sich aus dem obigen bekanntlich in einfacher Weise dadurch ab^ 
dafi man alle Minuszeichen durch Pluszeichen ersetzt und dann 

gegenseitig vertauscht , sodaß man beispielsweise bekommt: 

Man fQhre nun yermöge dieses Schemas in der Gleichung (5) alle 
Größen ^i^m,k+n) ^i-i-m^k+n ^^ 9ikf ^ik ^^^ deren Differenzen zurück, 
so erhält man folgende Differenzengleichung: 

(7) m'Pa - i*«) + 18^{(9>« - i<Pa) + 18^,(9« - i*«) 

Hier ist nun der eigentliche Witz des üblichen Näherungsverfahrens 
deutlich zu erkennen; er besteht in der Tatsache , daß mit Einführung 
der Annahme (6) nicht nur das erste^ differenzlose Glied in Gleichung (7) 
verschwindet, sondern auch die beiden folgenden Glieder, welche erste 
Differenzen enthalten. Die übrigen Glieder mit den zweiten und dritten 
Differenzen aber bilden ein Maß für den Fehler, den man beim übUchen 
Näherungsverfahren begeht. Sucht man nun weiter das Kriterium 
dafür, daß bei einer gegebenen Grundspannungsverteilung, also ge- 
gebenem 0, das Näherungsverfahren ein genaues Verfahren wird, so 
hat man mit der Annahme (6) und den daraus durch Differenzbildung 
folgenden: 

^e'Pik^J'^e^iky ^i^i^ik-J^^'^ik '•' usw. 

in die Gleichung (7) hineinzugehen und kommt so zu dem Ergebnis: 
Soll das übliche Näti^nmgsverfahren ein genaues Verfahren sein, so muß 
(He Summe der Stabdrehwinkcl am einzelnen Knotenpunkte, die Funktion 
0^^, der Differenzengleidntng: 

iienügen. 

6. Zusammenhang mit der Airyschen Spannungsfunktion, — In 
meiner Habilitationsschrift ist gezeigt, wie man die Grundspannungen 
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Fig. 5. 



eines genügend engmaschigen elastisch-isotropen Fachwerkes in jedem 
Falle durch eine Airysche Spannungsfunktion mehr oder weniger an- 
genähert, wie folgt, darstellen kann: 

Bezeichnen wir unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems (Fig. 5) mit S(xy) eine Spannung in demjenigen parallel 
zur X-Achse laufenden Stabe, dessen linker Endpunkt die Koordinaten 
Xf y hat, femer mit T{xy) 
eine Spannung in dem yom 
Punkte {xy) nach rechts oben 
ansteigenden Stabe, mit V{xy) 
endUch eine Spannung in dem- 
jenigen Stabe, der die beiden 
Torigen zu einem gleich- 
seitigen Dreieck er^nzt, so 
ist klar, daß man den Grund- 
spannungszustand eines elas- 
tisch - isotropen Fach Werkes 
vollständig kennt, wenn man 
die drei Größen S, T, V als 
Funktionen von x und y kennt. ' 

Es sei nun F{Xy y) eine Funktion, welche in unserem rechtwink- 
ligen System der Differentialgleichung: 







+ 



dy' 







genügt. Alsdann gewinnt man die — im allgemeinen nur angenähert 
richtige — Darstellung einer möglichen Grundspannungsyerteilung in 
einem elastisch-isotropen Fachwerke, wenn man aus F(xy) die Funktionen 
Sj T, V nach folgendem Schema bestimmt: 

C-S{xy)^F{x+^, y + g) +f(x+ [,y-Q) -F(x + e, y)-F(xy) 

(^jO.T{xy)^Fix + ,,y)+F(x-\B,y + Q)-F{x+[,y + Q)-F(xy) 

C.r{xy)==F(x+^,y + Q)-F(x + s,y)-F(x+^,y + Q)+Fixy), 

WO C eine willkürliche Konstante und q eine Abkürzimg für j YS • s 
bedeutet 

Ist überdies F ein Polynom von nicht höfwreni als dem fünften 
Grade, so ist diese Darstellung nicht angenäliert richtig, sondern genau 
richtig. 

Dabei hat man sich zunächst das Fachwerk als nach allen Seiten 
unbegrenzt zu denken. Hinterher führt man die gewollte Begrenzung 
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ein^ indem man alle überflüssigen Stabe entfernt Um dabei das 
Gleichgewicht des Fachwerks nirgends zn stören, muß man dami die 
Spannungen in denjenigen fortgenommenen Stäben, welche einen Rand- 
knotenpunkt enthalten, durch entsprechende äußere Kräfte ersetzen, 
deren Gesamtheit dann diejenige Belastung yorstellt, welche in unserem 
begrenzten Fachwerke die GrundspannimgSTerteilung (9) hervomift. 
Diese Sätze, bezüglich deren Nachweises ich auf meine Habilitations- 
scbrift yerweisen muß, betrachten wir im folgenden als Tatsachen. 

Kann man nun so den Grundspannungszustand eines elastisch- 
isotropen Fachwerkes durch eine einzige Funktion F{xy) beschreiben, 
so natürlich auch die damit gegebenen Stabdrehwinkel und insbesondere 
deren Summen am einzelnen Knotenpunkte, O^J^, Vermöge dieses Zu- 
sammenhanges geht die Bedingungsgleichung (8) für die Genauigkeit 
des üblichen Näherungsyerfahrens in eine Bedingungsgleichung für 
die Funktion F über. Die Frage nach ihrer Gestalt wollen wir so 
präzisieren: Das Grundspannungsprohlem eines dastisch- isotropen Fach- 
Werkes sei von der Art, daß es durch ein Polynom F{xy) von nidU 
höherem als dem fünften Grade als Spannungsfunktion in der durdi 
Gleichung (9) gegebenen Weise gelöst wird. Welche weitere Bedingung 
muß das Polynom F(xy) erfüllen^ damit das übliclie Näherungsverfahren 
ein genaues Verfahren wird? Wir werden sehen, daß F eine weitere 
Bedingung überhaupt nicht zu erfüllen braucht. 

um dies zu beweisen, beziehen wir zunächst alles auf unser schief- 
winkliges Koordinatensystem von Fig. 4 mit Hilfe der Umformungs- 
gleichungen: 

^ = 1 + 11?, y-m-v, ^-^-yr '' = ^i 

Unser Polynom F(xy) gehe dabei in das Polynom P(Si?) über, welches 
natürlich keinen höheren Grad als F hat; die Differentialgleichung 

W2^=«0 geht in eine andere über, beiläufig in 

folgende: 

(10) ^y - 2 .g-,^^ + 3 ^y^^, - 2 ^^^-3 + -^-:^ =0. 

Unsere Aufgabe ist, die Funktion 0.^ oder besser 
ihre in der Differenzengleichung (8) vorkommenden 
Differenzen durch Differenzen unseres Polynoms P 
auszudrücken. 

Erteilen wir vorübergehend den Stäben, die um den Knotenpunkt 
i + 1, A -f 1 herumliegen, die Indizes 1 bis 12 (Fig. 6) und sind: 

^1^2 • • • -^12 
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die kleinen elastischen Dehnungen ^ die diese Stäbe bei unserer Gh'und- 
spannungsverteilung erfahren, sind entsprechend: 

die zugehörigen Stabdrehwinkel, ist also: 

^i^l.k + l -- Oi + O^ + (Dj + ß>4 + 0^6 + ^6f 

80 ist es zunächst Sache einer kleinen elementaren Rechnung, die 
Richtigkeit folgender Rekursionsgleichungen nachzuweisen, wobei wir 
uns der Abkürzung: ^ 



»dien 


t haben: 


(»1 =CJi, 

CD, « (Dl — 5i ~ 5, + 2^7 , 

Oj «(Dj — 5,-53 +2^8, 


1) 




<»4 = 0^8 — ^8 — ^4 + 2^9 , 
<Ö5 = 04 — «4 — 55 + 25^0, 

c>6 = % — «o — ^6 + 2Sir, 



Hieraus folgen dann die Gleichungen: 

^•+i,t+i ^ ^^i — 5^1 — 9^8 — '^^8 "~ ^^A — 3^5 — «6 + 10^7 + 

+ 85a + 6«9 + 4Sio + 2Sxi 
(12) und: 

o^ — coi ^ «1 — 25, — 25, — 54 + 2(57 + 5a + 59), 

. ©a — cji = — 5i — 25j + 2(57 + 5«) . 

Die erste Gleichung (12) wollen wir noch einmal hinschreiben, aber in 
einer mehr graphischen Gestalt, nämlich als Fig. 7. Diese Figur ist 
aufeufassen als die algebraische Summe j,j^ ^ 

aller derjenigen Produkte, welche man be- 
kommt, wenn man jede an einem Stabe 
stehende Zahl mit der zu diesem Stabe ^-^ß | 
gehörigen Größe s multipliziert; die Figur iV/,jiw-J 
repräsentiert dann in der Tat die erste 
Gleichung (12). Der Zweck dieser Art Dar- 
stellung ist der, die folgenden Untersuchungen übersichtlich zu gestalten. 
Bilden wir uns die ersten Differenzen von O.,. .... nämlich die 
uroßen: ^ ^ ^ v-. 
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und machen sie mit Hilfe der zweiten und dritten Gleichung (12) Ton 
den CD frei, so bekommen wir folgende ^^Figurengleichungen^, die nach 
obiger Erklärung nicht mehr mißzuYerstehen sind, wobei nur noch zu 
bemerken ist, daß die Figuren sich noch nicht unmittelbar so ergeben, 

sondern erst dann, wenn man in den zunächst entstehenden Figuren wieder- 
holt die fQr jedes Stabgebilde nach Art yon Fig. 6 und 7 gültige Gleichung: 

^l + »,+»S + ^A + ^6 + »^-^l + ^S + »9 + ^10 + ^11 + ^12» 

bez. die Figurengleichung Fig. 9 berücksichtigt. Diese Gleichung ist 
der Ausdruck der Tatsache, daß unsere Grundspannungsverteilung das 
Hookesche Elastizitätsgesetz: 




_^ erföUt; diese Tatsache wiederum steht in einem ur- 
sächlichen Zusammenhange zu dem Bestehen der Diffe- 
rentialgleichung (10) für unser Polynom P(irf), Für 
Leser^ die meine Habilitationsschrift nicht kennen, muß 
dies ausdrücklich betont werden, da es sonst scheinen könnte, als würde 
die Voraussetzung, daß P der Differentialgleichung (10) genügt, gamicht 
benutzt. 

An Stelle der Dehnungen d- oder der Größen s wollen wir jetzt 
in unsere Figurengleichungen die Werte P^^ unseres Polynoms P(Si/) 

Fig. 10. s / j ^£ 



in den Enotenpimkten des Fachwerkes vermöge des durch die Glei- 
chung (9) gegebenen Zusammenhanges einführen. Verfügen wir dabei 
über die dort willkürliche Eonstante C so, daß 
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Flg. 11. 



ist, 80 sparen wir das lastige Mitführen eines konstanten Faktors und 

erhalten aus der Fig. 8 die Fig. 10, in welcher der Knotenpunkt i + 1, 

k -i-l durch den um ihn gezogenen Kreis markiert 

ist — wie im folgenden immer — und wo im übrigen 

wiederholt die aus der Fig. 9 entstehende Gleichung 

der Fig. 11 berücksichtigt worden ist, die naturgemäß 

für einen jeden solchen „Sechszack'' gültig ist. 

Natürlich sind diese Figuren, ganz analog der 
Fig. 8, aufzufassen als die algebraische Summe aus 
denjenigen Produkten, welche man erhält, wenn man die am einzelnen 
Knotenpunkte stehende Zahl mit dem Werte P^^ multipliziert, den das 
Polynom in diesem Punkte hat. 




rS^O 



Fig. 12. 






/\/\/\/ 

— »7,—*^^ f 




t 1 






Um schließlich zu dem Differenzausdrucke der Gleichung (8) zu 
gelangen, müssen wir weitere höhere Differenzen von ^,+i,*+i bilden und 



Fig. IS. 



^i — z 



AaazvN. 






/v\/ 

l — l 



t — z 



, /\/\/\/\ 
V-V 



eben deshalb ist hier das Verfahren der Figurengleichungen von Nutzen 
Denn so Hstig und unübersichtlich wegen der nicht zu yermeidenden 
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doppelten Indizes das Differenzbilden ist, wenn man analytisch zu Werke 
geht, so einfach und klar gestaltet es sich an den Figaren. Man 

hat immer nur in geeigneter Weise 
solche Figuren zu überlagern. Eine 
genauere Schilderung dürfte sich er- 
übrigen; es möge genügen^ noch die 
Zwischenresultate Fig. 12 und 13, and 
endlich noch das Schlußresultat 14 
anzugeben. 

Hier sind nun endlich noch 



Pig. u. 

/\/\/\ 

0—^nf — ^ — p 

/\/ \/ \ / V 






iM^i 



alle Werte von P,>,a, i^.,, durch den 
Wert P^;t und dessen Differenzen 



zu ersetzen ; 


was mit Hilfe des folgenden 


Schemas zu 


geschehen hat: 




(10)-{01) 


(20H02)|(S0)-(08) 


t2lHl2) 


(40H04)I(31H18) 


(60)-(05) (41)-(14) (82)-<28) 


L5iHi5)(«)-(^) 


[10]-[01^ 


1 








1 
1 


1 

1 


[20]-[02] 


2 


1 














1 

f 


[21]-[12] 


1 


1 


_/._ 












[40]-[04] 


4 


6 4 


1 










1 


[31]-[13] 


2 
ö 

1 


3 1 1 


3 


1 








1 


[60]~[05] 


10 , 10 




6 




1 






; 


[32]-[23] 


2 1 


3 




2 






1 




[61]--[16] 


4 


10 1 10 


10 


6 


10 


1 


5 




1 1 


£42]-[24] 


2 


6 1 4 


8 


1 


8 




2 


4 


1 1 



was so zu verstehen ist: Es ist: 

\mn\ eine Abkürzung för P< +,„,*+„ 
{mn) eine Abkürzung für /l^nV^^ 

flodaß also beispielsweise: 

p ^ P = 

= { 4(^j - ^,) + 6(^j. - ^,0 + 4(z/j. - ^,.) + (^j. - ^,.) } P,» ist. 

Mit Hilfe dieses Schemas bekommen wir, wie man leicht nachrechnet, 
aus der Figurengleichung Fig. 14 die definitive Gleichung: 

(13) (^j. + ^„, - d^^ + i^j., + i^4,0**+i,*+i - 

Diese Gleichung beweist aber unsere Behauptung; denn nach Voraus- 
Setzung ist P ein Polynom von nicht höherem als dem fünften Gtrade 
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in l and rj-^ die sechsten nnd höheren Differenzen yon P und damit 
die rechte Seite der Gleichung (13) sind also gleich Null, also ist auch 
die linke Seite gleich Null, d. h. die Bedingung dafiir, daß das übliche 
Näherungsrerfahren die genauen Werte der Knotendrehwinkel liefert, 
wird durch unsere Spannungsfiinktion P tatsächlich erfüllt. Zusammen- 
fassend haben wir nun folgendes Ergebnis: 

Setzt man in das Gleichungssystem (9) die Spannungsfunktion F als 
ein Polynom in Xy y von nicht höJierem Grade als dem fünften an, welches 
zugleich der Differentialgleichung yyF=0 genügt, so definiert dieses 
Gleichungssystem völlig genau eine in einem elastisch-isotropen Fachwerke 
mögliche Grundspannungsverteilung. Die zugehörige Nebenspannungs- 
Verteilung bekommt man, ebenfalls völlig genau, wenn man das übliche 
Malier ungsverfahren zur Bestimmung der Knote^idrehwinkel benutzt. 



U. Ober die Nebenspannnngen eines hocligradig statisch unbestimmten 
elastisch-isotropen Fachwerkbalkens. 

6. AUge^neine Erläuterungen zu den Tafeln I bis IV. — Wir be- 
trachten jetzt immer ein in der Weise der Pig. 15 abgegrenztes elastisch- 
isotropes Fachwerk, welches wir passend einen Fachwerkbalken nennen 
können. Das hin- 
zugezeichnete . -, Fig. 15. 
rechtwinklige Ko- 
ordinatensystem 
dient zur Orien- 
tierung der ver- 
schiedenen Span- 
nungsfonktionen , 
als welche wir 
nacheinander ein 
Polynom zweiten, 
dritten, vierten 

und fünften ßrades in x und y wählen, sodaß wir nach den vorigen Ent- 
wicklungen in allen Fällen in der Lage sind, die Manderlaschen Neben- 
spannungen mit Hilfe des üblichen Näherungsverfahrens genau zu ermitteln. 
Die vier verschiedenen Belastungen, die sich so mit Berücksichtigung der 
Bemerkung von Seite 123 für unsem Balken ergeben, kann man, wie in 
meiner Habilitationsschrift näher ausgeführt ist, mit sehr guter An- 
näherung, wie folgt, charakterisieren: 
Polynom 2. Gr.: Beanspruchung auf gleichförmige Dehnung; Taf. I 




3. Gr.: 



„ V. \AX., „ „ „ 

Zeiuehrift f. Mathematik u. Physik. 5S. Band. 1906. 8. Heft. 



Biegung; 

9 



Taf.n 
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Polynom 4. Gr.: Quasi-eingespannter Balken mit transyersaler Last am 
freien Ende; Taf. m 
„ 5. Gr.: Beanspruchung einer Langskante durch gleichförmigen 
Nonnaldruck; Taf. IV. 

Bei Berechnung der Nebenspannungen sind die Randknotenpunkte 
zunächst genau so zu behandeln wie die andern, damit das übliche 
Näherungsrerfahren an allen inneren Knotenpunkten des Balkens die 
genauen Werte liefert, und erst nachdem alle Nebenspannungen be- 
rechnet sind, hat man die überzahligen Stabe zu entfernen. Man stört 
dabei dann nur das Gleichgewichf der Biegungsmomeute an den Rand- 
knotenpunkten, während im Innern alles in Ordnung bleibt. Die mit 
den überzahligen Stäben fortgenommenen Biegungsmomente muß man 
sich, um das Gleichgewicht wieder herzustellen, als von außen auf den 
betreffenden Randknotenpunkt wirkende Biegungsmomente vorstellen 
und die später zu beantwortende Frage ist: Was machen diese störenden 
Biegungsmomente, diese „Unstimmigkeiten am Rande des Balkens^^' hin> 
sichtlich unserer numerischen Ergebnisse aus, inwiefern werden diese 
durch sie modifiziert? 

Einstweilen tun wir so, ak sei diese Frage in dem Sinne erledigt, 
daß wir uns um die Unstimmigkeiten gamicht zu bekümmern braueben 
(was auch nahezu stimmt) und gehen demgemäß zu einer Beschreibung 
der Tafeki I bis IV über, wobei wir zweckmäßig das yoranstellen, was 
sich gleichmäßig auf alle yier Tafeln bezieht. 

An die Bedeutung der Größen JB, J, f, /S werde eben erinnert. 
Es ist: 

// der Elastizitätsmodul der Stäbe (in kg : cm^) 

J das in Betracht kommende Trägheitsmoment des Stabquerschnittes 

(in cm*) 
# die Länge der Stäbe (in cm) 
fi „ Breite „ „ (in cm) 
{^1 Afit Querschnitt der Stäbe (in cm'); 

außordem seien: E\ J\ t usw. die Zahlen werte obiger Größen, sodaß: 
K - /'/ kg : cm* usw. 

JikIh der vier Tafeln zerfällt wesentlich in die Figuren J., B und C 
In fl)><Ni« Figuren sind Zahlen hineingeschrieben, von denen einige unter- 
«IllMlinM Nind, andere nicht. Dieser Unterschied bedeutet nichts weiter 
nU (IhU ^/<^ unterstrichetien Zahlen negativ zu nehmen sind, die andern 
IS'<«^M' li(i übrigen macht man sich die Bedeutung der Zahlen am 
WA\^\\ HM Hinigen Musterbeispielen klar. 
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Auf Taf. n, Fig. A, finden wir (mehr als) einen Stab, an dem: 



• J21L • 

steht. Die Zahl 30 bedeutet zunächst folgendes: Ist unser Balken auf 
gleichförmige Biegung beansprucht, d. h. so, wie es die kleine Figur 
auf Taf. n erkennen läßt, so ist bei geeigneter Wahl der Große der 
Belastung die Grundspannung dieses Stabes eine Druckspannung vom 
Betrage 30 kg : cm*: , 

S = _30 ^^. 
cm* 

Was die Zahl 1 bedeutet, sagen wir nachher. 

Auf Taf. II , Fig. B, bietet ein Stab mit seinen beiden Knoten- 
punkten beispielsweise folgendes Bild: 

Das bedeutet: Dem Grundspannungssystem der Fig. A entspricht fQr 
diesen Stab der im Uhrzeigersinne positiv gerechnete Stabdrehwinkel: 

(wäre die 140 unterstrichen, so wäre ci negatiy). Am linken Knoten- 
punkte sieht die Zahl 780; das bedeutet: Der Knotendrehwinkel des 
linken Knotenpunktes beträgt: 

780 

Auf Taf. II, Fig. G, stehen beispielsweise an einem Stabe die 
Zahlen 5 und 4: 



^== + ^:/ö^ 



Das bedeutet: Bei Zugrundelegung des Grimdspannungssystemes 
der Fig. A findet folgendes statt: 

1) unser Stab überträgt auf den unteren, bez. oberen Knotenpunkt 
ein Drehmoment vom Betrage: 

Jannun = — 1=- ' o' • 5 kff • cm , Jfoben = - :=: • -57 • 4 kff » cm . 



3 



^.^..ökg.cm, Jtfow = 3y|-^-4kg. 



2) Diesen Drehmomenten entsprechen folgende größte Neben- 
spannungen an den Stabenden: 

tf-t«. = . !<!?. . £ . 5 kg: -ob.« _ + 1^ . £ . 4 '^g . 
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3) Die größere der beiden Zahlen liefert natürlich die größte in 
dem Stabe auftretende Nebenspannung zu: 

Eben diese größten Nebenspannungen sind dann auch in Fig. A 
«ingetragen und zwar mit demjenigen Vorzeichen, welches der Grund- 
spannung dieses Stabes zukommt. Damit ergibt sich endlich die Be- 
deutung der Zahl 1 im Zusammenhange mit der Zahl 30 in Fig. A: 
Die größte Gesamtspannung eines in Fig, k durch den Zahlenkomplex: 

30 + 1 
gekennzeichneten Stabes ist eine Druckspannung vom Betrage: 

\ 6}/3 « /cm* 

Selbstverständlich hat es seinen besonderen Grund^ daß hier gerade 
der Koeffizient — -- • — , vorkommt. Bei wirklich ausgeführten hochgradig 

statisch unbestimmten Fachwerken ist nämlich das Verhältnis von Stab- 
breite zu Stablänge etwa 1 : 10^ der Koeffizient also etwa gleich Eins. 
Für diesen Fall bedeuten dann die Zahlen der Figuren G unmittelbar 
die größten Nebenspannungen an den Stabenden in kg: cm' und die 
Figuren A gestatten ohne weiteres eine klare Übersicht über das gegen- 
seitige Verhältnis von Grundspannungen^ größten Nebenspannungen und 
größten Gesamtspannungen. 

Die Figuren C geben einigermaßen ein Bild von der Verbiegung 
der Stäbe. Haben beide Zahlen eines Stabes gleiches Vorzeichen, so 
ist der Stab 5-formig verbogen, andernfalls C-förmig. Sind speziell 
beide Zahlen gleich, so liegt der Wendepunkt des S in der Mitte des 
Stabes. 

Da die Randknotenpunkte im Sinne der Bemerkungen von Seite 130 
zunächst genau wie alle andern Knotenpunkte zu behandeln waren, 
zeigen die Figuren A Grundspannungen und die Figuren B Stabdreh- 
winkel auch für solche Stäbe, die nicht zum Balken gehören. In den 
Figuren C endlich bedeuten die Zahlen, die sich außerhalb des Balkens 
befinden, die weiter oben erwähnten störenden Biegungsmomente, die 
man von außen am Balken angreifen lassen muß, um auch am Rande 
Gleichgewicht herzustellen. 

Leser, welche die Zahlen der Tafeln nachprüfen wollen, etwa 
daraufhin, ob die algebraische Summe der Biegungsmomente an den 
Knotenpimkten wirklich Null ist, werden hier vielfach kleine Un- 
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stimmigkeiten entdecken*, diese rühren daher, daß alle Zahlen im Inter- 
esse der Übersichtlichkeit und größeren Einfachheit der Figuren stark 
abgerundet sind, nachdem zuvor — mit Rechenmaschine — alles genau 
gerechnet wurde. Obwohl so die einzelne Zahl einmal um ± V^ falsch 
sein kann, geht durch die Abrundung das Wesen der Sache wohl nicht 
verloren. 

Nachdem gesagt ist, wie die Tafeln zu lesen sind, bleibt vielleicht 
übrig, noch einmal im Zusammenhange ihre Entstehung zu erklären. 
Zunächst wird die betreffende Spannungsfunktion aufgestellt. Sie heiße 
hier einfach F{xy)\ ihre Werte im einzelnen geben wir nachher an. 
Aus der Spannungsfunktion bekommt man die Grundspannungen durch 
die Gleichungen (9), Seite 123, daraus und aus: 

Spannung = E • Dehnung, Dehnung %• = ")/3 • s 

und den Gleichungen (11), (12), Seite 125, die Stabdrehwinkel und ihre 
Summen am einzelnen Knotenpunkte, daraus nach der Gleichung (6), 
Seite 121, die Enotendrehwinkel; daraus nach Gleichung (3), Seite 118, 
die Drehmomente und daraus endlich nach den Erklärungen unter f ), 
Seite 118, die Nebenspannungen. — 

7. Ein^elbesprediung der Tafeln I bis IV. — a) Der auf gleich- 
förmi{fe Dehnung beanspruchte Fachiverkbalken. Tat I. Dieser Fall 
liegt sehr einfach; um hier die Nebenspannungen zu finden, bedarf 
man kaum des Begriffes der Airyschen Spannungsfunktion und der 
Ergebnisse der vorliegenden Abhandlung. Empfiehlt es sich aber schon 
des Zusammenhanges wegen, ihn hier zu behandeln, so noch mehr aus 
einem andern Grunde. Es tritt uns nämlich hier in besonders ein- 
facher Gestalt eine gewisse Eigentümlichkeit des Manderlaschen An- 
satzes entgegen, der wir auch nachher begegnen und welche, wenn 
auch nur kurz, erörtert werden muß. 

Als Spannungsfunktion kommt das Polynom 2. Grades: 

F{xy) = y« 

in Betracht. Die Gleichungen (9) liefern also bei geeigneter Verfügung 
über die Konstante C die Spannungsverteilung: 

S(xy) = 10, T(a:y) = 0, V{xy)^0, 

In allen horizontalen Stäben herrscht also ein und dieselbe Grund- 

spannung (10— -^j, alle anderen Stäbe sind spannungsfrei. Bestimmen 

wir jetzt die Stabdrehwinkel, so sind diese für alle horizontalen Stäbe 
gleich Null, für die andern gleich einer, positiv oder negativ genom- 
menen Konstanten, jenachdem die Stäbe nach rechts steigen oder fallen. 
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Fig. 16. 




Flg. 17. 



Die Summen der Stabdrehwinkel am einzelnen Knotenpunkt sind dem- 
nach Null, und so ergibt der M and erlasche Ansatz folgendes Bild Ton 
Nebenspannungen: In allen horizontalen Stäben herrscht keine Neben- 
spannung; alle andern Stabe sind in derselben Weise S-formig so yer- 
bogen, daß der Wendepunkt der iS in der Stabmitte liegt, an den 

beiden Enden also gleiche Dreh- 
momente auf die Knoten über- 
tragen werden (Fig. 16). 

Die erwähnte Eigentümlichkeit 
des Man derlaschen Ansatzes zeigt 
sich nun im vorliegenden Falle da- 
rin, daß er für die schragliegenden 
Stabe Nebenspannungen liefert, welche die Grundspannungen dieser 
Stäbe (Null) beträchtlich überragen, und daß dieses Ergebnis Vertrauen 
yerdient, obwohl anderseits der Manderlasche Ansatz im allgemeinen die 
Annahme enthält, daß die Nebenspannung eines Stabes im Verhältnis 
zu seiner Grundspannung klein ist. Ist nämlich dieses Verhältnis nicht 
klein, so hat es zunächst gar keinen Sinn, die an einem Stabe an- 
greifenden resultierenden Kräfte K (Fig. 17) nach Größe 
und Richtung näherungsweise mit der Grundspannkraft des 
Stabes zu identifizieren, da die Komponenten py welche 
senkrecht zur Stabachse wirken, dann im Vergleich zu den 
in der Stabachse liegenden Komponenten nicht mehr klein 
sind. Verfährt man dennoch -so, so bleiben an den be- 
treffenden Knotenpunkten Kräfte p unberücksichtigt, die ge- 
rade so groß sind wie die dort berücksichtigten Klüfte und 
welche also, als äußere Kräfte am Knotenpunkte gedacht, in 
den Stäben des Fachwerkes unberücksichtigte Längsspan- 
nungen erzeugen würden, die wenigstens teilweise neben den 
berücksichtigten Längsspannungen — den Grundspannungen — 
keineswegs zurückträten. Trotzdem gibt es verschiedene Mög- 
lichkeiten, den Manderlaschen Ansatz auch für solche Fälle 
zu retten; einmal die allgemeine Möglichkeit eines sukzessiven Nähemngs- 
verfahrens, worauf wir aber hier nicht einzugehen brauchen, und dann 
besondere Möglichkeiten, die in den besonderen Umständen des einzelnen 
Falles begründet liegen. Auf diese können wir uns nun in allen vier Fällen 
stützen. So schneidet z. B. im vorliegenden Falle der gleichförmigen 
Dehnung der Manderlasche Ansatz sehr gut ab, weil wenigstens an 
allen inneren Knotenpunkten des Balkens die Kräfte p sich gegenseitig 
vollständig aufheben, also auch keine störenden Längsspannungen er- 
zeugen können. An den Bandknotenp unkten ist dies freilich nicht der 
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Fall; hier ist aber zu bedenken, daB^ unter G eine größere Grund- 
Spannung yerstanden, sich die Größenordnung der Längsspannungen^ 
die durch Kräfte p erzeugt werden können ^ auf einen Bruchteil von 

i^- G, etwa auf 0,002 G bis 0,005 G abschätzen läßt; da nun an allen 

Stellen unseres Balkens solche größere Grundspannungen vorhanden 
sind (wenn auch nur in den horizontalen Stäben), wird auch an allen 
Stellen des Balkens der M anderlasche Ansatz zuverlässige Ergebnisse 
liefern. 

Wie sieht es nun mit den Unstimmigkeiten der Biegungsmomente am 
Rande aus? Es sind keine vorhanden, denn die bei der Abgrenzung des 
Balkens am Rande fortgenommenen Stäbe enthalten Biegungsmomente, 
welche teils an sich verschwinden, teils sich gegenseitig aufheben^ so- 
daß sich auch die übrig bleibenden Biegungsmomente gegenseitig auf- 
heben müssen. 

b) Der auf gleichförmige Biegung heansfruchie FachwerkbaXken. 
Tat n. 

Die Art der Belastung ist aus der kleinen Figur von Taf. 11 zu 
erkennen; ihr entspricht als Spannungsfunktion das Polynom dritten 
Grades: 

und, bei geeigneter VerfQgung über die Konstante C der Gleichung (9), 
die Spannungsverteilung: 

die Grundspannungen in den schräg liegenden Stäben verschwinden 
also wieder, die andern sind linear in y, in der horizontalen Symmetrie- 
achse des Balkens ist die Grundspannung Null (neutrale Linie), von 
dort aus nimmt sie proportional dem Abstände von der Symmetrie- 
achse zu, in der oberen Hälfte herrscht Zug, in der unteren Druck. 
Die Stabdrehwinkel und die Knotendrehwinkel findet man als lineare 
Funktionen in x und y\ die Biegimgsmomente an den Knotenpunkten, 
bzw. die Nebenspannungen an den Stabenden hängen nur von y ab; 
es brauchte daher in Fig. C (und Fig. A) nur ein schmaler Vertikal- 
streifen des Fachwerkes abgebildet zu werden. 

Die horizontalen Stäbe verbiegen sich alle C- förmig, alle anderen 
Stabe S-förmig. 

Bezüglich der unter a) erwähnten Eigentümlichkeit des Mande ria- 
schen Ansatzes gilt hier dasselbe wie dort^ etwa mit folgender Modifi- 
Ication: Die Strafte p heben sich hier auch an den inneren Knoten- 
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punkten nicht vollständig auf, aber doch nahezu; außerdem kommt 
noch als günstiges Moment in Betracht^ daB größere Grundspannungen 
als dort vorhanden sind. 

Unstimmigkeiten der Biegungsmomente am Bande sind hier Yor- 
handen, freilich nicht an den horizontalen^ wohl aber an den zackigen 
Rändern, und zwar zeigen die störenden Biegungsmomente folgendes 
Bild (Fig. 18), wo sich die größeren zu den kleineren Biegungsmomenten 
wie 3 : 1 verhalten, wie auch die Fig. C auf Tat 11 erkennen läßt. 
Wir werden nachher zeigen, daß diese Störungen ganz unbedenklich 

sind, obwohl die stö- 
*** **• ^ renden Momente keines- 

wegs klein sind gegen 
die für das Balkeninnere 
errechneten Biegungs- 
momente. 

c) Der qudsi' ein- 
gespannte und am freien 
Ende transversal belastete 
Fachwerkbalken. Taf. III. 
„Quasi -eingespannt'' nennen wir diesen Balken, weil er am linken 
Ende zwar nicht wirklich eingespannt ist, weil aber die Kraftverteilung 
dort etwa so ist, wie sie bei einer Einspannung sein würde, falls am 
rechten Ende die in der kleinen Figur von Taf. III angegebene resul- 
tierende Kraft angreift. 

Die Spannungsfunktion ist hier das Polynom vierten Grades: 

F{xy)^y\20a-x){y-lSQ), wo p == |)/3 • .. 

Die Gleichungen (9) liefern bei geeigneter Wahl von C die Grund- 
spannungsverteilung : 



o 



yi 



sie ist in meiner Habilitationsschrift eingehender beschrieben. 

Aus Symmetriegründen brauchte in den Zeichnungen nur eine 
Hälfte des Balkens bezüglich seiner horizontalen Symmetrieachse be- 
rücksichtigt zu werden. Bei der Spiegelung an dieser sind in Fig. A 
alle Vorzeichen zu vertauschen, während sie in den Figuren B und C 
beizubehalten sind. 

Fast alle Stäbe werden S-förmig verbogen. 
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Bezüglich der Kräfte p an den Knotenpunkten gilt das unter b)- 



Die Unstimmigkeiten am Rande sind von der Art der Fig. 19. 
Die Werte — | an den horizontalen Bändern, die hier angegeben sind,, 
sind in der Fig. G der starken Abrundung der Zahlen zum Opfer ge- 
&llen. DaB die störenden Momente sich in ihrer Gesamtheit nicht gegen- 
seitig aufheben, liegt nur daran, daß die von den Kräften p herrühi*enden 
Momente yemachlässigt werden; bei den früheren Fällen konnte diese 
Unstimmigkeit nicht in Erscheinung treten, weil sich dort aus Symmetrie- 
gründen die störenden 

Momente und die Mo- ^^ ^^' 
mente der p für sich ge- ^ -'ii^i-^ üi^-mU^H -'/fi-fi-H 

nommen aufheben muß- 
ten. Mit diesen Dingen -^ 
haben wir uns nachher .5* 
irgendwie abzufinden. 

d) Der Fachwerkbal- 
km unter gleichförmigem -'i > 

Normaldruck auf eine -^-«-|— ^fer««-;^ -4-^-1^ 

Gurtung, Taf. IV. 

Die Art der Belastung ist aus den kleinen Figuren auf Taf. lY 
zu erkennen; die Kräfte an den Zickzackrändem sind einfach in ihre 
Resultante zusammengezogen. 

Die Spannungsfunktion ist (frei nach Maxwell) folgendes Polynon 
fünften Grades: 



.2/ 



f) (2 



WO 



F{xy) = y'[10x(206 - x) {18q - j/) - 480^«y + QOgy' - 2y»], 



selbstverständlich bezogen auf das Koordinatensystem der Fig. 15. 

Die Ausdrücke für S{xy), T{xy) und V{xy\ welche man hieraus 
Termöge der Gleichungen (9) ableiten kann, sind wenig übersichtlich, 
ihre Aufstellung mag daher unterbleiben. Für die numerische Bechnung 
ist es zweckmäßig, zunächst für alle Knotenpunkte die Werte von F 
numerisch nach obiger Gleichung zu bestimmen und dann die Operationen 
der Gleichungen (9) gleich mit den so gewonnenen Zahlen vorzunehmen. 
Man findet dann die Grundspannungsverteilung verhältnismäßig schnell; 
erwähnt sei, daß sie in meiner Habilitationsschrift in einem Kräfte- 
plane anschaulich niedergelegt ist. 

Die Symmetrie des Falles ist so, daß in den Zeichnungen nur die 
eine Hälfte des Balkens hinsichtlich seiner vertikalen Symmetrieachse 
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zu berücksichtigen war; bei der Spiegelung an dieser sind in Fig. A 
alle Vorzeichen beizubehalten, während sie in Fig. B und C zu Ter- 
tauschen sind. 

Auch hier bemerken wir wieder fast durchweg ein S-formiges 
Verbiegen der Stäbe. 

Bezüglich der Kräfte p vergleiche man das unter b) Gesagte. 

Die störenden Momente am Rande sind in Fig. 20 wiedergegeben; 
infolge der Symmetrie des Falles heben sie sich gegenseitig auf. Ob- 
wohl sie teilweise die 

Fig. 30. 

.i.»....../>/.^^^^».>t för das Balkenimiere 

f errechneten Momente 
zehnfach übertreffen, 
sind sie, wie sich nach- 
her zeigen wird, ganz 
unbedenklicher Natur, 
e) GesamtergAnk. 

Wollen wir schließ- 

lieh noch versuchen, m 
knapper Foim ein Gesamtergebnis der ganzen Untersuchung an- 
zugeben, so werden wir vielleicht so sagen können: 

Beträgt in einein hochgradig stcUisdi unbestimmtefi Fachwerkbalken 
der betrachteten Art das Verhältnis von Stabbreite zu Stablänge etwa 1 : 10 j 
wie es in Wirklichkeit märiffty so ist damit zu rechtien^ daß die durdi 
Knotensteifigkeit entstehenden Nebenspannungen etwa 10 bis 20 v. H, der 
größten Griindspannungen ausmachen können und femer damit, daß viel- 
fach gerade auf diejenigen Stäbe die stärkeren N^enspannungen kommen, 
welche durch Grundspannungen weniger stark in Anspruch genommen 
sind. Die feste Vernietung dieser Fadiwerke hat also die Wirkung, daß 
die Spannungen über das Fachwerk gleichmäßiger verteilt sind als hei 
Vorhandensein reibungsloser Scharniere in den Knotenpunktei%. 

8. Die Unstimmigkeiten am Rande des Fackwerkbalkens. — Zum 
Schlüsse der ganzen Untersuchung müssen wir uns nun noch über die 
Wirkrmg jener störenden Momente klar werden, welche von außen an 
den Randknotenpunkten des Balkens angreifen und durchaus keine un- 
beträchtlichen Werte besitzen. Wenn wir nachweisen können, daß die 
störenden Momente nur in den dem Rande zunächst gelegenen Stäben 
nennenswerte Biegungsspannungen erzeugen, ihre Wirkung aber stark 
abflaut, sowie wir uns ins Innere des Balkens begeben, so dürfen wir 
sagen: Unsere errechneten Nebenspannungen sind im wesentlichen 
richtig, nur in nächster Nähe des Randes stimmen sie nicht. Wenn 
es dann weiterhin noch gelingen sollte, wenigstens schätzungsweise an- 
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zugeben, wie die errechneten Werte in nächster Nähe des Randes ab- 
zuändern sind, so hätten wir damit ein yöllig befriedigendes Ergebnis 
gewonnen. 

Demgemäß hätten wir uns jetzt der Frage zuzuwenden: Welche 
Biegungsmomente werden in unserm fest vernieteten Fachwerkbalken 
erzeugt, wenn an seinen Kandknotenpunkten keine äußeren Kräfte 
(Belastung) angreifen, sondern nur äußere Drehmomente, Drehmomente 
nach Art der Fig. 18, 19, 20? Dabei sieht man sofort, daß diese 
Frage hinsichtlich der Drehmomente der Fig. 19 verfehlt ist, da die- 
selben gar kein Gleichgewichtssystem bilden; hier müßte man eigentlich 
das System der damals vernachlässigten Kräfte p noch als äußere 
Krafte hinzufügen, um zu einer vernünftigen Fragestellung zu kommen. 
Wenn wir aber zur Lösung der obigen Fragen den Mand erlaschen 
Ansatz benutzen wollen, so können wir den Widerspruch ruhig stehen 
lassen, da der Mand erlasche Ansatz ohnehin alle Kräfte p vemach- 
lassigt, ein daraus resultierender Widerspruch also nicht stören kann. 
Wir haben dann, genauer zu reden, folgenden Ansatz zu machen: 

Eine Belastung greift nicht an; mithin sind alle Grundspannungen 
gleich Null, also auch alle Stabdrehwinkel und Funktionen O. Der 
durch die Gleichung (3) gegebene Zusammenhang zwischen Dreh- 
momenten, Knotendrehwinkeln und Stabdreh winkeln nimmt also hier 
die einfachere Gestalt an: 

,14) jf^ = _^(29,, + y,), jjf, = _!^(y^ + 2,,,), 

die unbekannten Knotendrehwinkel q> bestimmen sich dann aus der 
Bedingung, daß die Summe der Drehmomente an allen inneren Knoten- 
punkten Null sein muß, an allen Randknotenpunkten das dort an- 
greifende störende Moment zu Null ergänzen muß. Die damit gestellte 
Aufgabe kennzeichnet sich als eine Randwertaufgabe für eine Differenzen- 
gleichung mit zwei unabhängigen Veränderlichen, welche durchaus 
keinen inneren Widerspruch enthält, wenn die störenden Momente sich 
nicht gegenseitig aufheben. 

Ob aber dieser Ansatz überhaupt geeignet ist, unsere oben ge- 
stellten Fragen richtig zu beantworten, ist eine andere Frage; wenn 
alle Grundspannungen Null sind, möchte die konsequente Vernachlässigung 
der Kräfte p — solche Kräfte werden sich ja natürlich wieder ein- 
stellen — bedenklich scheinen; sie ist es sicher auch insofern, als die 
berechneten Werte nicht genau die richtigen sein werden. Das aber 
dürfen wir annehmen, daß die Größenordnung der Drehmomente M bei 
nnserm Ansätze richtig herauskommt, daß also insbesondere die Wirkung 
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eines äußeren Drehmomentes nach dem Inneren des Balkens zu ickk- 
lieh stark abflauen wird, fidls dies bei unserm Ansätze herauskommen 
sollte. 

Aber es ist uns noch eine weitere Vereinfachung vonnöten, wenn 
wir zn einem Ziele gelangen wollen. Bei dem heutigen Stande der 
Differenzenrechnung dürfte es nicht möglich sein, die oben gekenn- 
zeichnete Randwertaufgabe befriedigend zu lösen. Wir müssen yiel- 
mehr durchaus unsere Differenzengleichung irgendwie auf eine oder 
mehrere solche zurückfuhren, die eine einzige unabhängige Veiänder- 
liche enthalten. Dies dürfte sich auf folgende Art bewerkstelligen 
lassen. 

Wenn in den Fällen a und 6 der Fig. 21 die Wirkung der äußeren 
Drehmomente M und — M sich nicht merklich in das Innere des 
Fachwerkes fortpflanzt, so wird dasselbe der Fall sein für 
die äußeren Drehmomente, welche in den Fig. 18 bis 20 
links und rechts an unserm Balken angreifen; es dürfte wohl 
gestattet sein, in dieser Hinsicht den Balken einfach so 
aufzufassen, als wenn er aus lauter solchen horizontalen Fach- 
werkstreifen , wie unsere Fig. a und b sie zeigen, zusammen- 
gesetzt wäre. Analoges dürfte für den Vertikalstreifen der 
Fig. c gelten, in 
welcher die oben ^'8 *^- 

gehoben werden; h 

wir setzen lauter 

solche Vertikalstreifen nebeneinander und bekommen damit — wollen 

wir annehmen — den Balken von Fig. 19 (und 20) hinsichtlich der 

Wirkungsweise der an der oberen Gurtung angreifenden störenden 

Momente. 

Nun wollen wir endlich noch annehmen, es genüge, von den drei 
Fällen der Fig. 21 einen einzigen zu untersuchen, etwa den Fall a, 
und stellen uns demnach folgende Aufgabe: An den Knoten- 
punkten A und B des Fachwerkes der Fig. 22 (mit 2n inneren 
Knotenpunkten) wirken die äußeren Drehmomente M und — M\ 
welche Drehmomente werden dabei nach unserm modifizierten Man- 
d er laschen Ansätze von den einzelnen Stäben auf die Knotenpunkte 
(i bertragen? 

Wir können von vornherein die zutreffende Annahme einfuhren, 



^ 
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daß an der oberen und unteren Gurtung die gleichen Knotendrehwinkel 
Yorkommen. Nennen wir diese dann: 

diejenigen der Knotenpunkte auf der horizontalen Mittellinie des 
Fachwerks: 

9^o9i92 •• • 9a • --^Sfi+i; 

rechnen wir femer eine Koordinate x Yon den Knotenpunkten aus 
nach rechts^ sodaß^ wenn die Stablänge Eins ist^ x im Knotenpunkte h 
den Wort h hat, so gehen unsere Gleichungen (4) und (5), welche das 

Fig. 82. 




Gleichgewicht der Biegungsmomente ausdrücken, über in folgende zwei 
simultane Differenzengleichungen zweiter Ordnung zur Bestimmung der 
Funktionen ^>{x) und f^{x)\ 

Vk + 12cjP*+i + (JPa+2 + ^^k + 2^*+i = 0, 

9a + 1+9a + 2 +^h +^^h + l+^h + i =0 

mit den Bandbedingungen: 

6<)Po + 9i + 2V'o -^y 

9o + 9i + 6^0 + *i =- 0, 
^. = 0, 

Um diese Differenzengleichungen zu integrieren, eliminieren wir zu- 
nächst ans ihnen eine der beiden Unbekannten, einerlei welche; für die 
andere bleibt dann die Differenzengleichung vierter Ordnung übrig: 

Xk + 18z»+i + 94Za+8 + 18z*+3 + Xk^A - 0, 

wo X A^o ii^h Belieben (p oder ^ bedeutet. Das mit vier willkürlichen 
Eonstanten behaftete allgemeine Integral dieser Gleichung können 
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wir bekanntlich^) hinschreiben^ sobald wir die vier Wurzeln 
Gleichung: 

^ + 18;^ + Mz^ + 18jp + 1 « 

kennen. Diese sind aber: 

Q (cos d' + i sin d), q (cos ^ — i sin d), (cos d + / sin ^), 

(cos d' — i sin d), 



9 



wo: 



Q = I [V48 + 1/1980 - V44 +')/l980 ] = 0,105, 
cosd = - . ^ , d = 180« ±20^39' 

1/48 + yidSO 

ist. Wir haben damit die Funktionen q) und tif in der Form: 

9 (x) = [ap' + 6 (^)ß cos ^r + [ tt V + b' {^Yj sin -Ö-x, 

tl;{x) = [j.^' + i?(^)'] cos da: + [^y + JB' (-)*] sin da:, 

wo die Eonstanten ABA'B' so durch die Konstanten ahah' ai 
zudrücken sind, daß unsere beiden ursprünglichen simultanen Differenz« 
gleichungen befriedigt werden, und die Eonstanten aha'b' alsdann a 
den Randbedingungen sich ergeben. Wir brauchen diese umständlich 
Rechnungen hier nicht durchzufuhren, sondern können uns mit folgend 
Abschätzung begnügen. Aus den letzten beiden Randbedingungen (11 

folgt, daß äff", ay, Aq", Ä'ff mit 6(J)", 6'(J)", B[\)\ B'(J-)"to. 

derselben Größenordnung sind. Da nun ungefähr (» « 1 : 10, so ergib 
sich damit, daß links von der vertikalen Symmetrieachse unseres Fach 
Werkes die Funktionen ij(x) und q){x) wesentlich durch die Gliedai 

mit dem Faktor 9', rechts davon wesentlich durch die mit Faktor ( 1 
bestimmt sind, sodaß für die Reihenfolgen der: 

V'o^l . • ^„, V'n + i . . . *8n «nd der 9o9l • • • 9>»; 9>n + l • • • 92. + 1 

die Reihenfolgen der Größenordnungen etwa die folgenden werden: 

1 i ^ 111 L JL 1 

^ 10' 100' • • • 10«-!' io" ' 10"-!' ' • • 100' 10' 
und 

^11 1 11 1 J_ ^ 1 

' 10' 100' • •• iC-i' 10«' 10"' 10"-!' • • • 100' 10' • 

1) Für das folgende vergl. A. A. Mark off: Differenzeniechnung. Aut. deutsche 
übers, von Th. Friesendorff und E. Prümm. Leipzig 1896, S. 164 if. 



r ! w» 'P 

©♦ 
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B:D«nteIIiq 
^■- DmteUiu^ 

^4 die Grad 
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Hierin liegt aber der gewünschte Nachweis dafür, daß die äußeren 
Momente M nor in nächster Nahe des linken und rechten Randes 
merkL'che Biegungsmomente an den Stabenden erzeugen. Ein Zahlen- 
beispiel mit M ^\ und w = 5 möge dies noch besser illustrieren 
(Fig. 23). Die Zahlen an den Stabenden bedeuten direkt die von den 
Stabenden auf die Knoten- 
punkte übertrascenen Dreh- 

momente; unterstrichene ä« ^^ 

Zahlen sind negativ zu neh- / *v /^ , 

men. Die in der Figur nicht Jif^i/^^^ \ / 

angegebenen Drehmomente 



bei der gewählten Zahl von \> J \ 
Dezimalstellen mit Null ganz ^^* - *^ 





sind bereits so klein, daß sie ^^W*& y 

\ / \ 

f 

oder nahezu zusammenfallen. 

Schatzungsweise können wir der Figur noch entnehmen, wie man in 
den Tafeln I bis IV die Drehmomente in nächster Nähe des Randes etwa 
abzuändern hat: Man verteile jedes störende Moment gleichmäßig auf die 
in dem betreffenden Knotenpunkte zusammenstoßenden Stabenden und 
erteile dann noch die Hälfte des einzelnen Anteiles den anderen Enden 
der betreffenden Stäbe. 

Aachen, den 11. September 1905. 
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Spannungen und Formänderungen rotierender Eugelschalen. 



.Spannimgeii nnd Formändeirmgen rotierender EngelsclialeiL 

Von Alfons Leon in Wien. 

I. 

Im Anschluß an eine frühere Untersuchung (diese Zeitschrift, 
52. Bd. S. 164) soll nun eine Hohlkugel als Zahlenbeispiel berechnet 
werden. 

Aus den Oberflächenbedingungen erhielten wir die Gleichungen 



(I) 

(U) 

(m) 



\dG 



+ 



dr ^ %K{1 + B) 



L - 



4 ji:(i"+ B)^ 



r» = 



\dn 



+ 



B 



dr ^ 2K{\ + B) 



M+j 



_ 9yw^ 










dr 



r^ra 



mit deren Hilfe sich die folgenden entwickeln ließen 

(V\ 1 + 3^ ^ 2D (3 + 6Ö)yir« a^^ 

^^ ^ , 2JS:~(1 + Ö) ^ r« ioif (1 + e)~g^ 



r=zri 
r^ra 



m \~ 



168Ä:(l + e)^^ ll2K{l + e)g^ 4.K{l + e)r* ~^|^_^^'^ 



1 + 29 



\^ixi) Jjr 2K{1 + G)^^ ^ 4.K{l + 9)g^ ^ 6K{1 + e)r^ ^ 






Aus der Doppelgleichung (I') ergeben sich die Werte für C und D: 

^ ^ ~2OliC(l+0)(r«-"r?)/ 

Eliminiert man aus den Gleichungen (11') und (HI') E und F, so 
bekommt man: 

O = 2(7 + 190)(rI-r.V+3(3 + 70)(rI-rJ)?y^ + 84(l+2©)(rJ-,f)B, 
= 6(1+ 2®)(r«-»-?M-3(3+2®)(rJ-,f)?^^+ 2(7+9«)-?^^ J. 



1) In dieser Gleichung wurde im oben erwähnten Aufsätze der Koeffizient 
von A verdruckt. 
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Somit sind die Eonstanten A und B gegeben durch die Gleichungen: 
l-rjts 4 (3+7e)(7+9e)(r; -f.T)(r;-ff)+42(8+8e)(l+2e )(ri-tf)r»ff Byte« 

(f^, r> 16(3 + 8e)(l + e)irl - rj)(,rl - r?)f»«f r^ 

wo; ■» (7 + 9 »)(7 +"l9"©)(r; - rj)(r' - r») - 126(1 + 2 e)'(r« - r»)'r«r? " g 

Hat man ^ und B bestimmt, so kann man E and F in einfacher 
Weise finden; aus (11') und (UI') folgt: 

(58) £ = --^^^-.(J^[2(7 + 19©)^ + 3(3 + 7©)?^'] + (l + 2©)JB), 

und in diesen beiden Gleichungen sind nur mehr E und F unbekannte 
Größen. Zur Überprüfung der Rechnung dienen dann die den vor- 
stehenden analogen Gleichungen: 

<590 F - jjg!^ . ( 4 [2(1 + 2e)A- (3 + 29) Z^^] - <! +4*^ ) ■ 

Nun lösen wir die Gleichungen (26), (27) und (28) nach G, H 
und J anf und erhalten: 



^ ^^ ^ 5r* 12Ä:(1 + Ö)r*^ 5 7JS:(1 + ö) ^ UJS:(1 + ö)^ ' 



ör* 6ä:(1 + Ö)r* ^ 5 42A'(1 + 0) ' ^ 28 A'(l + G)g ' 

Daher ist 

/ßO'^ ^(^_^^ ^^ (5 + 6Ö)B C F 

^ '^ rfr""ör* 3r» 18J£:(1 + Ö)r« "^ 6Ä:(1 + O) 16 "^ 

, ^_Ä j 6yt g* 2 

"^ 7 A(l + Ö) ^ 3öä:(1 -f- Ö)^ ^^' 

rfi1'^ ^g_ 12Jg (6 + 66» )JB J^ 3^ o Syi^«^ , 

^ >' dr 6r* ■'"6iC(l + e)r»*^6 7iC(l + Ö)^ "^ 14ä:(1 + Ö)^'^ ' 

/ßo^ 4/_»^ . B ■ F (7 + loe)^ g Syir« 8 

^ '^ dr 6r» "^ 82iC(l + e)r» "^ 6 14JK:(1 + Sy ~^ 2SK{1 +~9)g ' 

Somit lauten die Formeln für die radiale und tangentiale Yer- 
rückung wie folgt: 

ZtitMlixift f. Mathematik IL PhytUc. 68. Band. 1906. S.Heft. 10 
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,ßov . ED ( 5 + 6 8)g C _^ , 



^ 21 K{1 + 0) BbK(l + 0)g 

"^Lör* 12Ä'(l + e)r*"^ 6 ' 7ir(l + 6)^"^ UÄ-^ + e)^^J ®"^ ^* 
(64) ^t^^^—,--^^^^_^^^^, + ^r-^^^]^-^^^ 

Man kann nun auch die Art der Kurven angeben, nach denen sich 
die Spannungen yerteilen. Bezeichnen a, b, c . . . Koeffizienten, die ab- 
hängig sind Ton den Dimensionen, den Elastizitatskonstanten, der 
Dichte und Winkelgeschwindigkeit der Kugelschale, so gehorchen die 
Normalspannungen dem Gesetze 

«= J + r. + c + dr« + (;. + /, + i/ + Ar») sinV, 
während die Schubspannung die Form 

r^{^^, + -n + m + nr^^ sin (p cos (p 

annimmt. 

Setzt man in die Gleichung (14) die Werte aus (17) nnd (19j 
ein, so bekommt man: 

sodaß man noit Hilfe der Gleichung (11) die kubische Dilatation erhält: 

Schreiben wir allgemein 

(66) ®v^Q+ Psin^tp, 

wobei Q und P Funktionen von r sind, deren Bedeutung aus der 
Gleichung (65) hervorgeht, und setzen wir sowohl diesen Wert, als 
auch die in den Gleichungen (21) und (22) stehenden Ausdrücke, in 
die vier ersten Gleichungen (1), (2), (3) und (4) ein, so kommt: 

(67) 6, 2ü:[^ + e+(4^+P)8inV], 

(68) 6, 2K[^ + Q + (^^+P)Bm^<p], 

(69) ff, = -2ür[f + « + ("7-'^+P)8in«9], 

/r,/^^ T^rlH — J , dJ-\ . 

(70) X K y h -^- J sin 9 cos 9 . 
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Es liege eine Hohlkugel vor, deren äußerer Radius r^ =- 20 (cm) 
und deren innerer r^ » 10 (cm) sei. Der Elastizitätsmodul E sei 
2400000 (kgcm"*) und das mit m bezeichnete Verhältnis zwischen 
Langsdilatation und Querkontraktion gleich 3. Diesen Werten ent- 
spricht JT« 900000 (kgcm-*) und © = 1, weil bekanntlich 

■^ 2(1» + 1)^"" 2(1 +3©) 
und 

® ^ m - 2 
ist. 

Die Werte f&r die sechs Konstanten Ä, B, C, D, E und F sind 
in diesem Falle die folgenden: 

C - ^%"f-'(kgcm-») = 17714 ...''^-•(kgcm-*), 

^ - - Sf ^•^Bcm-) = -0-9765. .//;'(kgcm-), 
^ - 4r837'(-') - 15-2495 ...?:.^(cm^), . 

Daher ist: 
^ = L [- 't«° + *'*i'"* + 0-0354r - (K)000333r»]?^', 
H = .1 \'''f - ^'^P - O-OllGr + 0-0000681r»l ?""*, 
'^- 6gi [- -r"" - -7»'' - 00776r + 0000139 r»] '"'', 



-d7 - öfer-? - -?" + 0O354 - OOOOIOOH] •'';', 

dr Oöl L r*" r" j <^ 

= rx-- I z 1 r KTUHO + UUUU417rl ' 

9 



_!.[_ ^»^r + ?2I1 _ 00776 + 0-000214r»]?-;-, 
W - 5^1 [^"^ + "^ - 0-0776 + 0000417r] 7', 
e = er«ä«W«öo[- ^^:r"V3190520-3143,.^]^ 

p 1 r6 286 500 000 Qf^a^Jlr^* 
^ " 64839 6ÖÖ0O0 L r^ ~ ^^^"^^ J ~g ' 



9 
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Nun entwickeln wir die folgende Tabelle: 

TabeUe I.^) 



r 


10 


12 


14 


16 


18 


20 1 


; cm 


G 


000111 


0-00107 


000104 


000102 


0000990 


0000961 


' cm 

CE 
CH 

1 _ 
y«?V 


H 


— 000214 


— 000222 


— 000223 


—000222 


— 000218 


— 0-00212 


J 

dG 
dr 


— 000198 

— 00000120 


— 000169 


—000163 


— 000137 


— 000116 


— 0000871 


— 00000160 


— 00000132 


— 00000135 


—00000177 


— 00000258 


dH 
dr 


— 00000837 


— 00000113 


000000520 


0-0000152 


00000288 


00000408 


dJ 
dr 

Q 


0000230 


00000985 


00000729 


00000878 


0000122 


0000169 


00000120 


00000236 


0-0000279 


00000289 


00000279 


00000258 


P 

Jr 


00000887 
000111 


00000370 


000000939 


— 00000102 
9 = 0« 


— 00000263 


— 0-0000408 




000107 
0-0000235 


000104 
00000279 


0-00102 
00000289 


0000990 


0000961 
0-0000268 


' CO 

r _" 

' kgcE-* 


V 


00000120 


00000279 


3_ 





— 13-5 


— 26-5 


— 27-7 


— 18-4 





1850 


50-7 


128 


— 12-6 


— 33-2 


— 63-6 

— 132 


— 221 


— 203 


— 167 

<p = 45<> 


^-149 _ 




Jr 


0000040 


— 0000040 


— 0000075 


— 0000090 


-0000100 


— 0000109 


1 CIL 

cm 

' .kgein 

kgcm_ 
Ikgcnf 
kgcm- 


Jt 


— 000099 


— 0000845 


— 0000765 


— 0000685 


— 0000680 


— 0000435 


V 


00000538 


00000420 


00000326 


00000238 


00000148 


00000054 





— 104 


— 36-6 


— 39-6 


— 32-2 


-20-6 





— 69-6 


— 490 


— 32-7 


-16-6 


0-09 


<Sp 


— 282 


— 196 
58-8 


— 147 

61-4 


— 110 


— 74-6 


-39-1 


X 





46-8 
9 = 90<> 


261 











Ar 

V 


— 000103 
00000957 



— 000115 


— 000119 


— 000120 


— 000119 


—000117 


cm 

.y^^'kgcB- 

9 1 ' 

kjfcm' 

kgcm^ 


00000605 


00000373 


00000187 


00000016 


— 00000160 


— 59-8 


— 52-7 


— 36-7 


— 22-9 





-343 


— 190 


— 111 


— 52-8 


013 


53-8 


^P 


— 343 


— 190 


— 111 


-52-8 


013 


53-8 




T7I-. : 


-.1 . . 1 ,. f 


„j.-^ j.o di 


y _.._.. 1..X 


' ^ L j 




- •. j-_ 



Es ist merkwürdig, daß -^- zunächst sinkt, dann steigt, um wieder 

zu fallen. Alle Werte in der Tabelle sind noch mit - — zu multi- 

9 



1) Znr AuBwertong der Zahlen wurde ein Rechenschieber benutzt. 
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plizieren. Nehmen wir an, die Engel mache in der Sekunde 20 Um- 
drehungen, so ist w = 20 • 2« = 125'7 (cm~*); ist femer y = 0<X)78 



Fig. 1. (m=S.) 




(kgcm-») tind sr = 980(cm8ec-*), so ist ^ = 01229 (kgcm"*). Somit 

ist fSr <p = (f nnd r — Tf, beziehungsweise r = r^ 

^/r= 0000136 (cm) bezw. 0000117 (cm), 
v= 000000147 „ 0O0000317, 

ff, = 16-6(kgcm-*) „ - 6-59 (kgcm-*), 
ff,--27-2(kgcm-») „ -16-2(kgcm-»). 
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Für <p = 90® bekommt man hingegen: 

^r = - 0-000127 (cm) bezw. - 0O00144 (cm) , 
1/= 0-0000118 „ -000000184, 

<ft-<ip-- 41-2 (kgcm- ») „ 6-61 (kgcm- *) , 

Die in Tabelle I enthaltenen Werte sind in Fig. 1 zeichneriBch 
dargestellt. Zu jedem r kann man die dazu gehörigen Spannungen 
und Yerrückungen abgreifen. Außerdem ist die Lage der Oberfläche 
der Hohlkugel nach der Formänderung gezeichnet. Dk kubische Aus- 
dehnung erreicht hei diesem Beispide <m den Pden der inneren Be- 
grenewngsfläche den größten Wert. Die reduzierte Spannung ist am 
inneren Äquator am größten. Es ist daher zu erwarten^ daß bei genügend 
großer Tourenzahl an diesen Stellen Neigung zum Bruch auftritt. 

Für JS?= 2400000 (kgcm-«) und w = 4, also för JT— 960000 
(kgcm"^ imd S =^ \ nehmen die Konstanten die folgenden Werte an: 

1864 
~7 



C 
D 



' ^"^'(kgcm-») = 194-8571^''* (kgcm-*), 



B^ 



Ä^- 



^^* (cm») = 0065476 ^-- (cm») , 

^ "^^ (kgcm) = 362 584 ^— (kgcm) , 
?"^\kgcm-*) = - 1-02694^"^- (kgcm-*), 



11 

168 g 

46.16.12 700^000 
25 219 
61797 



2.25 219 g 



^ ^ 310 000 
25 219 



^ *^* (cm*) = 12-2923 ^~ (cm*) , 



JP = - 



452^756 
3 . 9600 . 25 219 



yw 



000062337 ?^ 
9 



n. 

Es sollen nun auch die Formeln entwickelt werden, wenn die 
Werte fär r^ und r^ sich wenig voneinander unterscheiden. Für eine 
dünne elastische Schale ist r ^ r^ ^ r^ =- R zu setzen. Man erhält: 



(71) 



C = 



D = 



A 



(3 + 6e)B*jU!' 
'3(1'+ S 9) g '' 

lOK{l ■f»)9' 
3(9 + 19 e)ytc' 
"10(1 -\-Z9)g ' 



B = 



E = 



F 



2(3 + S0)R'yw* 
~6(r+3©)p ' 

(1 +_2©)(3 + 80)BV«'* 
14^(1-1- 6>)(1 + 3«) j, ' 

(7 + 9®)(8+_8«)-B'y«£^ 
6.K-(1 + e)(l+"36>)sf 
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Aus den Gleiclmiigeii (26), (27) und (28) ei^eben sich die Werte 
fOjT G, H und J. 

ik{l + iS)g'' 
(8 + 6e)i?'ytc' 
tK{l + ZS)g > 



(72) 



G = 

j 



^Kg 



Aus den Gleichungen (17), (18) und (19) folgt: 

^ (3 + 6e)Ji'yir' 

^~ 8(l + 8e)jr ' 



(73) 



L 



(3 + 7e)2}'yic« 

Ä:(r+3e)j, ' 

(3 + 5e)i?«y«'' 
2(r+8"©)i, 



Die GleichnngE^ruppe (25) gibt die folgenden Ausdrücke: 



(74) 



dG 

dr '' 
dH 
dr '' 
dJ^ 
(dr '' 



(8 + ie)B^yw^ 



2K{1 + Be)g 
Aus (14) und (15) erhalt man: 

n 



1)^(1- Bin« 9>J; 



2(1 + 3 0); 



ß-- 



(S + 19)Rytv* 



sin 9? cos 9> . 



Somit ist 



yto^ 



<^^) ^°2g(i + 8e)^(^-^^^y) = 2Z(i>-3e)j^^y°2- ^^^ 

Die kubische Dilatation ist somit proportional dem Qnadrate des 
Kosiims der geographischen Breite. Für tp'^O erreicht sie den größten 



Wert gleich 



B^ytc* 



An den Polen ist sie Null; da außerdem 



2K{l + SS)g 

an diesen Stellen 6^ » 6^ ist, so sind diese Punkte spannungslos. 
Wir erhalten femer: 



(76) 
(77) 



^r 



yte*R' 
2K{i+39)g 



[(1 + 2©) -(2 + 5©) sin« 9], 



jJt ■= — ^T^— Sin 9 cos 9> . 
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Fig. 2. 



War der ursprüngliche Abstand eines Punktes der Membran vou 
der Drehungsachse gleich q, so ist er jetzt q + ^dg, (siehe Fig. 2), wobei 

(78) ^Q = Jt cos g? — zif sin 9 

Somit ist die Verrückung in der zur 
Drehungsachse normalen Richtung pro- 
portional der dritten Potenz der ur- 
I sprünglichen Entfernung und verkehrt 
proportional dem Elastizitätsmodul E; 
von der sogenannten Poissonschen Kon- 
stanten m ist diese Größe nicht abhängig. 
Aus (21), (22) und (74) folgt: 




d(Jr) 
dr 

d(dr) 



d{dt) 
dr 

d (Jt) 
dtp 



sin 9? cos 9> , 



_ (2 + be)R^yw* 

(3 + lB)B}yw* . 
2Ä:(i + 3^y«^9>COS(p, 



(79) 



Somit erhalten wir auch die Formeln für die Spannungen: 



B}yw\ 
9 



^^ = — r:.^:^-(l — sin^g?) = 



— ' — cos* w 
9 ^ 



yw* 
9 



9MFig.2), 



Die Verrückungen und Spannungen sind proportional der Dichte 
und dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit; erstere wachsen mit 
dem Kubus, letztere mit dem Quadrate des Radius der Membran. Die 

radiale Verrückung ist Null, wenn sing? =» ± 1/ [T ^ ist. Vür ö= 1 
ist sin g> = ± yf und g) = ± 40® 54'. Für « | ist sin 9 == ± | und 
(f '^ ± 41® 49'. An den Polen ist ^^ ^ — V^ ^' ^^^ ^^ Äquator 

erhalt man ^r = „ ^/^ , / '*" JK' = ^,f R\ Die DiflFerenz zwischen 
der Länge der Drehungsachse und der eines Äquatordurchmessers ist 
während der Drehung gleich f^^%n>-''^,^^f,^R^. Die 
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Verschiebung gegen die Pole erreicht für 9? == 45® den größten Wert 
gleich — - £w- iJ' und ist gerade halb so groß, wie die radiale Bewegung 

der Pole. 

In der Richtung des Meridimis treten überJiaupt keine elastischen 
Kräfte auf^); somit sind die Pole spannungslos , wie wir an anderer 
Stelle schon ersehen konnten. IHe Parällelkreisspannung ist proportional 
dem Quadrate des Kosinus der geographischen Breite. Der Äquator ist 
somit am stärksten beansprucht Die Spannungen sind unabhängig von 
den Elastieitätskonstanten. 

Nun ist die Form der Membran nach der Formänderung zu unter- 
suchen. Der Punkt M kommt nach M^. Aus der Fig. 2 ergeben sich 
die Gleichungen: 

5 = (i2 + /Jr) cos (p — JtQin (f^ 

1^ == (jB + ^r) sintp + ^t cos q> . 
Somit ist 

fc Tu , (1 + 2 0)12« ytf« cos« qp-l 

ri = am,plR- ^j^j + - iKa-+ 3 9)^ J ' 

Dies ist die parametrische Darstellung der gesuchten Fläche. 9 ist 
der Parameter, dessen Elimination keine grundsätzlichen Schwierigkeiten 
vemrsachen würde. Schon jetzt ist aber Mar, daß die Membran während 
der Drdiung kein Rotationsellipsoid sein kann. Auf ähnliche Weise 
ließe sich auch die Oberfläche einer Vollkugel darstellen; die durch 
die Formeln (53) gegebenen Verrückungen sind ja ähnlich den durch 
die Gleichungen (76) und (77) dargestellten. 



1) Denkt man sich einen Schnitt durch die Engelschale normal zur Achse, 
Bo kann man die meridionale (tangentiale) Spannung zerlegt denken in eine in 
der Richtung der Achse wirkende, und eine, die normal darauf gerichtet ist. Da 
aber jeder Teil eines Körpers wieder als ein Körper zu betrachten ist, auf welchen 
sich die allgemeinen Sätze des Gleichgewichts anwenden lassen, so muß, da keine 
laßeren und keine MassenkriLfte in axialer Richtung wirksam sind, die Summe 
aller axialen Komponenten über den ganzen Querschnitt genommen, Null sein, 
also auch die Spannung selbst. Bei der Behandlung des elastischen Gleich- 
gewichtes einer dünnen Kugelschale, in welcher die Temperatur in besonderer 
Weise von zwei Variablen abhängig ist, hat J. Stefan die tangentiale Spannung 
als konstant längs des ganzen Meridians bezeichnet. Diese Konstante muß aber 
nach dem soeben Gesagten den Wert Null haben. (Sitzungsber. d. Kais. Akad. in 
Wien, 1882. S. 666.) 
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Flg. 8. 



Solange die Formändenmgen gering sind, ist die Form des ur- 
sprünglich von einer Eugelfläche begrenzten Körpers von einem EUip- 
soid wenig verschieden. Mit zunehmender Drehungsgeschwindigkeit 
nimmt er aber die Form der Fig. 3 an. Man 
darf allerdings nicht vergessen, daß den. Grand- 
formeln der Elastizitatstheorie die Yorstellnng zu- 
grunde liegt, daß die Gestaltsänderungen klein 
sein sollen im Vergleich zu den Abmessungen des 
Körpers. 
1. Zahlenheispid. — Es sei U = 20 (cm), £ = 2 400 000 (kgcm"'), 
w « 3, Ä'« 900000 (kgcm-*) und © « 1. 
Somit wird 

[^^ = aJn[3-7sin«()p]^j'(cm), 




900* 



^t =^ — T^^^smtp cos 9 (cm) , 



900 



1 /- • 8 \yM'' 



18 000 " 

ff, 400 (1 - sin» tp) ^"'' (kgcm-») . 

Für verBchiedene Werte tou tp erhalten wir die folgende Tabelle: 

Tabelle U. 



qp 


0« 1 


30« 


450 


60* 


90« 




Dimension 


^r| 0003333 | 
Jt 1 
V 1 000005556 1 


0001389 
— 0001924 
000004167 
— 300 


—00005556 


— 0002500 

— 0001924 
000001389 

— 100 1 


-0004444 

0~ 


9 


cm 
cm 

kgcm~- 


— 0002222 
000002778 


«P 


— 400 


— 200 






iBt '""' - 01229 (kgcm-*), so erhält man fÖr 9 = 0», 45« und 90«: 

Jr = 00004096 (cm) bezw. - 000006827 (cm) und - 00005461 (cm) , 
Jt=' 0(cm) „ — 00002731 (cm) „ 0(cm), 

v= 0000006827 „ 0-000003414 „ 0, 

4f^ 49-16 (kgcm-») „ -24-58 (kgcm"») „ 0(kgcm-^ 

2. Zahlmbeispid. — Es sei jB = 20 (cm), E = 2400000 (kgcm"»), 
»i = 4, ÜT =. 960000 (kgcm-») und 9 = \. Dann ist 
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^r^-'u^9sin^<pV-^f{cm), 



9 



-^< = - 240 ^^^^^®^V^^™^' 

K<f^ 400 (1 - sin» <p) ^-"^' (kgcm- ») . 

Die Faktoren Ton - sind für Torschiedene tp in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt. 

TabeUe UI. 



9 1 0* 


30* 


46« 


60« 


90« 




Dimension 


^r) 0003383 


0001468 


— 00004167 


—0002292 


— 0004167 


ytü' 
9 


cm 


Jt 1 


— 0001804 


— 0002083 


— 0001804 1 





cm 


V 1 0-00008333 


0-00006249 


000004167 


000fl02083| 





— 


6p 1 —400 ( 


— 300 


— 200 


— 100 1 





kgcm * 



Fig. 4. 




Nimmt man, wie in den früheren Fällen, -^- gleich 0*1229 (kgcm~*) 
an, so erhalt man für 9> » 0®, 45^ und 90® die folgenden Werte: 
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^r = 00004096 (cm) bezw. —000005121 (cm) und —00005121 (cm). 
Jt^ 0(cm) „ -0-0002560 (cm) „ (cm), 

v== 000001024 „ 0000005121 „ 0. 

Die Fig. 4 gibt die hier gefundenen Resultate graphisch wieder. 
Die beiden stark ausgezogenen Linien geben die Lage der Membran 
vor und während der Drehung an. Die für 0=1 gültigen Linien 
sind ToUy die für & =^ \ gültigen hingegen gestrichelt ausgezogen. 
Trägt man von aus den Winkel 9 auf^ so kann man die zu diesem 
Winkel gehörigen Spannungen und Formänderungen abgreifen. Die 
negativen Größen sind zwischen dem Mittelpunkte und dem Kreis- 
bogen aufgetragen y die positiven auf der entgegengesetzten Seite. 



IIL 

Es liege eine Vollkugel vor, deren Radius U = 20 (cm) sei. Der 
Elastizitätsmodul sei mit 2 400 000 (kgcm~ ^) und m mit 3 angenommen. 
Es ist also, wie im ersten Zahlenbeispiele J2"= 900000 (kgcna"*) und 
® = 1. Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen (43) bis (49) 
bekommt man: 

^^ = 23 400 000 L1080 - Mr* + 2(r* - 1100) Bm-^]rlf (cm), 

^' = «SWO-ÖÖ (- ^^ +'*■*)'■ ^^° 'P '^^ f> ~g' (•"°) ' 

»' = -3-6oJooo[l60-Ä(4 + «in*<P>*]7', 
ff^ = - ^(10-6 - ll8m»9p)(400 - rY''' (kgcm-*), 

ff, = - 2^6 [0-8 (r« - 200) + 11(400 - r^ sinV] ''^"^ (kgcm"«), 

ff, = - j3 (2120 - 3-1 r« - 2 /•« sin« tp) '' "'' (kgcm" «) , 

*• T = „g (400 — y*) sin tp cos 9 '' (kgcm" *) . 
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Für yerschiedene r erhält man die folgende Zusammenstellung: 

Tabelle IV. 






4 1 


8 


12 


16 1 


20 


1 cm 1 








qp = 0« 




1 


r 


00001816 1 


0000:U62 


00004726 


00005459 1 


00005470 


1 


cm 

kgcm-2 
kgcm-2 
kgcm~- 


000004444 


OOOOO4308I 


0-00008898 


000003214 


0-00002256 j 


0-00001026 


. -16307 


— 156-55 1 
5-66 


— 136-98 
4-19 


— 104-37 


— 58-71 

— 1-72 

— 1020 


-^^ 

— 615 
-67-7 


615 


1-72 
— 128-7 


^ -1631 


— 159-3 1 


— 147-8 




9 = 45« 


1 


r 


— OO0O00369 


— 0-00000903 


— 0-0000176 


— 00000312 


— 0-0000513 




cm 
cm 


t 


— 0000183 


— 0000338 


— 0000435 


— 0-000446 


— 0000842 


• ^»-00004444 


000004291 


000003829 


000003059 


0-00001984 
— 28-23 


0-000005983 1 J — | 


, - 78 46 


— 75-40 


— 65-91 


— 50-22 





yw 
9 


kgcm-- 
kgcm~2 


^ - 78-46 


— 76Ö7 


— 66-89 


— 60-12 


— 82-18 


— 6-15 


I; -1631 


— 156-8 


— 1380 


— 106-6 


— 62 65 


— 6-15 


kgcm-2 
kgcm-2 


r 84-62 


81-23 


71-08 


54-08 


30-46 









9 = 90'» 






\T 


— O00O1890 


— 0-0003632 


— 0000508 


—00006079 


— 0-0006496 


9 


cm 


f 000004444 


O0O004274 


000008761 


000002906 


0-00001704 


0-000001794 


kgcm~ 2 
kgcm-2 


V 615 


5-91 


516 


3-94 


221 





», -163-1 


1 —156-8 


— 138 


-106-6 


— 62-5 


— 615 


I, -1631 


1 -156-8 


— 1380 


— 106-6 


-62-5 


— 615 


kgcm~ 2 



Ist - — — 0'1229 (kgcm~*), so bekommt man für ip = und r = 0, 
beziehungsweise r = 22 == 20 (cm): 

^r = (cm), bezw. 

y = 000000546, 



tf, = -20-0(kgcm-«), „ 

(», =0-76(kgcm-»), 

ff, = -200(kgcm-»), „ 

Fflr 9 — 90» und r = B ist 

Jr 00000798 (cm) . 

v= 00000022, 



00000672 (cm), 

0-00000126, 

0(kgcm-»), 

-0-76(kgcm-«), 

-8-32(kgcm-»). 



tf, = ff = — 0-76 (kgcm-») . 
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Ist hingegen J? == 2 400 000 (kgcm" *) und w = 4, so kann msÄi 
die folgende Tabelle entwickeln: 











Tabelle V. 










jr_ 


L 


4 ! 


8 


12 ! 


_._!_«_ J 


_ 20 1 




cmH 






<p = 0« 


0-000810 1 


0000870 


9 


cm j 
kgciÄ^ 


Jr 

V 


1 1 
0-0000611 
— 154-3 i 


0000250 1 
0000594 1 
— 1490 1 


0-000480 ! 

0000543 1 

— 129-6 1 

1044 1 

-141-8 ! 

00000400 1 
— 000817 1 


0000674 i 
0-00005051 
— 98-8 1 


0-0000341 1 
— 55-6 


0-000O190 


— 15-85 

— 760 

0-0000828 
— 0-000816 


^1 
Jr 

Jt 

V 


15-85 1 
— 154-3 1 

_ ~~\ 
, 
0-0000611 


1413 i 
— 152-0 ! 

00000219! 
— 0-000172 : 


4-30 1 
— 126-1 1 


— 4-30 i 
— 104-2 1 


kgcm-« 


<p==45» 

0-0000504 j 

— 0000407 - 


0-0000546! 
-0-000416 , 




9 


cm 


cm 


00000590' 


0*00005301 


0-00004361 

— 44-48 , 

— 5000 1 

— 115-2 j 

54-30 
«p = 90» 
— 0000411 ,- 


0-0000301 i 
-25-02 1 

— 34-84 • 

— 84-8 1 
3054 1 

-0000496 ; 


0-0000127 


— 16 35 
— 45-7 



— 0-000527 


— 


T 

Jr 

V 


— 69-49 1 

— 69-49 : 

— 154 8 

84-85 1 


00000611 

15-35 1 
— 154-3 
-154-3 


— 66-67 . 

— 67 33 i 

— 149 9 1 

81-46 

— 000152 


— 58-38 

— 60-83 1 

— 1370 j 

71-27 i 

— 0000293 


kgcm-* 
kgcm-* 
kgcm"* 
ikgcm-« 


711?' 
_ _ 


cm 


0.0000589.' 
1474 ! 

-148-8 i 
— 1488 


0-000O503 
1190 ; 

— 132 1 

— 132 1 


0-0000414 

983 
— 104 3 ! 
-104-3 


0-0<K)0261 
553 

— 65-4 

— 65 4 


000000639 


— 15-35 
-15 35 


kgcm-* 


kgcm~* 
kgcm"* 



Die Fig. und 6 geben die Tabellen lY und V zeichnerisch wieder. 
Man kann mit Hilfe der Kurven für z/r und ^t die Oberfläche des 
Körpers während der Drehung, sowie die Lage ursprünglich kon- 
zentrischer Kugelschalen konstruieren. Vergleicht man die beiden Ab- 
bildungen untereinander, so kann mau sich ein Urteil über den Einfluß 
der Größe m verschaffen. 

Der Mittdpunkt der Kwjel icird am stärhlen beaHsprudit: dort ist 
eine reduzierte Spannung und auch die kubische Ausdehnung am größten. 

Alle Punkte mit gleicher kubischer Ausdehnung liegen auf Scharen 
honiothetischer, an den Polen abgeplatteter Rotationsellipsoide, deren 

Meridianellipsen die Gleichung ^' = 3 _:_ 7^ "^ ^^ -^'sS haben (in^ 
rechtwinkligen KoordinatenX wobei r^ = .i*^ -f- »r und C eine Konstant^^^ 
i<t. Das Achsen Verhältnis ist ^ * f^T^s^ ? somit für ö = 1 . . . ^ 
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yi'2o - M180, und für ® = I yi-30 = 11402. Die Flächen 

mit konstanter Parallelkreisspannung 6^ sind ebenfalls konzentrische 



Flg. 6. im=^Z.) 




Rotationsellipsoide. Die Gleichung C{x^ + y*) = [U* — {x^ + y^)]xy 
kennzeichnet die Art der Meridiankurve des Drehungskörpers, dessen 
Punkte gleiche Schubspannungen besitzen. 



IV. 

,^ faut penser ä c6te.^' (Sourian.) 

Wir wollen die hier erhalteneji Formeln vergleichen mit denjenigen, 
welche für den Zylinder gültig sind. Der Untersuchung liege ein 
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halbpolares Koordinatensystem zugrunde (Fig. 7). Die Yerrückungen 
«ines Punktes M in radialer und axialer Richtung seien mit jdr und Ax 



Flg. 6. (m«4.) 




bezeichnet, entsprechend seinen Koordinaten r und x. Bekanntlich 
lauten dann die Formeln für die Spannungen wie folgt: 



<80) 
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wobei V die kubische Dilatation ist, welche, ausgedrückt durch die 
Yerrückungeii; gegeben ist durch den Aus- 
druck 

_ d{Jr) ,dr d(Jx) 
^^ dr"^ r "^ dx ' 

Es ist fS^ die radiale, 6^ die axiale, 6^ die 
normal zu diesen Richtungen wirkende Span- 
nung. 

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 



(81) 



rdr r ~^ dx g 



^ dx rdr 




Für einen unendlich langen Hohlzylinder 

ist - V— ^ '^ C^ und T = zu setzen. Die Spannungen und relativen 

Langenänderungen sind nur yon r abluLngig, sodaß die folgenden Be- 
ziehungen gelten: 

<,, = -2z[«^/^^ + (i + «)f^ + ecJ, 



(82) 



rdr r g 



Setzt man diese Werte für 6^ und 6^ in die Gleichung (82) ein, 
so bekommt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren 
Integration den folgenden Ausdruck liefert: 



zir = — 



16Jr(l + e)g^^^^^^ r 



C^ und C, sind die Integrationskonstanten. Somit ist 



Jr 

r 

djdr) 
dr 



i6Ä:(i + B)g^ -t- ^1 -r ^,, 



3yw' 



16^(1 + e)g 
Z«itMhrift f. lUthtmAttk n. Physik. 63. Band. 1906. 2. Haft. 



^^c,-% 



11 



162 Spannnngeii und Formänderongen rotierender Engelschalen. 

Die Formeln ftir die Spannangen lauten nun: 

<», - - 2Js:[- lli^'S-/ + (1 + 2e)c, + ec, + % 

,,, = - 2Jr[- iejJl^)/' + 2©C. + (1 + e)C„]. 

Aus den Bedingungen^ daß einerseits die radiale Spannung an der 
inneren und äußeren Mantelfläche den Wert Null annehmen, andrerseits 
ein Querschnitt des Hohlzjlinders im Gleichgewichte sich befinden muß, 



somit J 2nr6^dr = ist, erhält man die Konstanten (7^, C^ und C,. Es ist 

(3 + e)(l + 2e)(r«+ r?)/«:« 



'• = »•• 



c,= 



/-» _ v« 



16Ä'(1 + S)(l + Z9)g 
(3 + 4Ö)rSrSyti;» 



16iC(l + e)g 






Diese Werte sind nun in die obenstehenden Gleichungen f&r die 
radiale Yerrückung und fflr die Spannungen einzusetzen: 



(84) 



^r 



(3+«)(l + 2©)(r|+^ 



8ÄXi~+ B)g L *" ' 1 + 3 » 



[-r» + 
[- 2r« + ^ 



1 + 3« 

,8 + 6»)'/| + r?) 



r+^?-±-*®)r4^i, 



*, = - 



8(1 + ö)y L 3 + 4Ö*" "T" ^*« "•■ *v; -r >« J ? 



Die Spannungen sind somit unabhängig yom Schubmodal. Für 
: 20 (cm), Vi = 10 (cm), Z = 900 000 (kgcm" «) und ö = 1 erhält man: 

Tabelle VI. 



r 

V 

J.P 


10 


20 




cm 


0001468 
0-00006656 
— 862-6 


0001260 
000001389 
— 137-6 


9 


cm 

kgcm"* 
kgcm~* 


— 37-6 


37-6 



Von Alfons Lbon. 163 

Vergleichen wir diese Werte mit den f&r y — 0, also fiQr die 
Äquatorebene einer Hohlkugel gültigen (Tabelle I), so bemerken wir, 
daß f&r den Hohlzylinder die Yerrückungen größer sind, was auch zu 
erwarten war. Hier wie dort ist die Verrückung für r ^r^ großer als 
fSr r =- r^. Die Ursache dieser Erscheinung ist klar; die Spannungen 6^ 
bewirken beträchtliche Querkontraktionen. Es ist 6^ am Außenmantel 
sehr wenig verschieden von der bei der Hohlkugel erhaltenen Ghröße; 
tf^ hingegen, welchem bei der Kugelschale dem Werte er^ entspricht, 
zeigt in beiden Fallen ein entgegengesetztes Verhalten. 

Die größte Beanspruchung eines langen rotierenden Hohlzylinders 
findet längs der Erzeugenden des Innenmantels stati 

Etwas einfacher ist die Ableitung f&r eine dünne rotierende Scheibe, 
da in diesem Falle <T^=»r»-0 zu setzen ist, sodaß man schreiben kann: 

fix "" 1 + 91 dr~ ^ r J 
Es wird hiermit 



..--.■"^[(i+2e)f+e^f']- 



2K 

l~+9[ 



Setzt man diese Werte in die Gleichgewichtsbedingung ein, so 
erhält man durch zweimalige Integration die radiale Verrückung 

^'^ 16K{l + i»)g'^^''^^^ r 

t\ und C\ sind die Int^p^tionskonstanten. Somit gehen die 
Gleichungen fSr die Spannungen in die folgenden über: 

*' ' - rT«L~ "16^(1 + 2»)y — »^ + (1 + •^®)^t - (1 + ®) 75J' 
*» - - 1 + «[- -l6W+W9~ + ^^ "^ ^®^ ' + (1 + ®) r.J- 

Soll die radiale Spannung «^ am inneren und äußeren üm£ange 
Terschwinden, so müssen die Eonstanten die folgenden Werte amiehmen: 



(83a) 



11* 
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Somit erhalt«! wir: 

(i + ö).3 + Teerte» 



(84a) 



Jr- 



V — 



6^^ 



i6ä:(1 + ^e)g 

7 IT* 



»•' , »-i + r? _r;^ 

3 4-7©"^ 1 + 3© "^ (1 + 






^-1 

B)rV 



_ (S-!-7©)/tr» 



8(,1 + 8©)| 

Die Spannaugen sind wieder unablüi^g yom Schabmodul K. In 
diesen Formeln, sowie in den Gleichungen (84) ist die Form von 6^ 
eine eigentümliche, von 0, verschiedene. Ffir r ^r^ und r >— r^ be- 
kommen wir sowohl aus der Formel (84a), ab auch aus der Formel (84) 
denselben Wert fUr /ir, nämlich 

^»•. - SjdriS»)^ t(l + «)r\ + (3 + 7 ö),f ] , bezw. 
^»•^ - sT^rr^ae)^ Kl + «),f + (3 + 7 ©)r2] . 

Man kann also sagen: Die beiden Mantdfläcken rotierender Hohlzylinder, 
die densdben Querschnitt haben, kommen während der Drehung in die- 
selben Lagen, mag der Körper sehr kurz oder sehr lang sein. 

Wir wollen auch für diesen Fall die Spannungen und Verrückongen 
für r ^r^ und r ^r^ rechnen, wobei wieder r^ = 20 (cm), r^ = 10 (cm), 
£"= 900000 (kgcm-*)' und Ö = l gesetzt werden soll Man erhält: 







TabeUe VU. 






r 


10 


1 20 1 




cm 


^r 


0001468 


1 0001260 
1 000002088 


9 


cm 


V 


0-00004861 


kgcm~* 


«p 


— 360 


— 160 



Wenn r,. und r^ wenig yoneinander yerschieden sind, so gehen die 
Formeln (84) und (84a) in die folgenden über: 

(1 + 2©)y«j«r» _ yfi?»r« 



(84,) 



Jr 



2K{1 + 3ö)y 



V 



yw*r^ 



2K{1 + 3(9)y' 
0, 



^ = - 



y^\% 



0. 



Von Ai«FOMs Lboh. 
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Diese Formeln stimmen überein mit den mit (78) nnd (79) be- 
zeichneten. Somit kann man sagen: Jedes Element einer kugdfömiigen 
Membran ist gerade so beansprucht, wie ein Element einer zylindrischeny 
die mit dersdben Winkdgeschmndigkeit sich dreht und deren Halbmesser 
so groß istj wie der des durch diesen Punkt gelegten Paraildkreises, 
Jeder ParaUdJcreis defonniert sich gerade so, wie der Qu^sdinitt einer 
zylindrischen Membran votn gleichen BaditAS. Diese Sätze folgen übrigens 
Bcbon aus der Tatsache , daß in der Richtung eines Meridians einer 
dünnen Kugelschale keine Spannung auftritt. 

Man kann die Formet für die Spannung 6^ aus der Gleichgewichts- 
bedingung 

dr P g 

sofort erhalten^ wenn man tf ^ » setzt. 

Wenn r.. =« ist, so nehmen die Formeln (84) und (84 a) die 
folgenden Gestalten an: 



(84,) 



Jr — 



ytc* 



,[-.» + 



(1 + ge)(a + «)rl 



i6jf(i + e)jL ^ i + ae 
y«' r_ 2r» + ' + ^-^r«l 
_ (3 + 4^5^. 

8(1 + 8)^ V ' ^^a)j 



]^' 



*. = - 8ä*-'e^a[- (1 + ^^y' + (3 + 40)»!]. 
(_2r» + r^). 



tf- 



8(1 + 8)^1 
©yw' 



(Wa.) 



*(1 + 9)9 
Ar = -(* +_»)/«' T- r» + (» + 7e)r« -| 

^^ i6Js-(i + 2e)jL '^ ^ i-fsej*^' 
8Ä'(i + 2©)yL ^i + se'-J' 



tf, = - 



(8 + 7«)ytp« 
8(1 + 2©), 



(-'^ + '•1), 



yiü 



'i. = - sirrw^t- (^ + ^^^»^ + ('^ + ^®)'^J- 



För r„ -=• 20 (cm), Z^ = 900000 (kgcm-*) und © = 1,^ erhalten wir 
die folgenden Tabellen. 
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Spannangen und Fonn&ndeiungen rotierender EugelBchalen. 
TabeUe VH!. 



r 





10 


20 




cm 


Jr 





00003820 


00005555 


ytr» 
9 


cm 


V 


0-00005556 


0-00004167 





Cp 


— 176 

— 175 


— 131-25 

— 143-75 



— 50 


kgcm~* 
kgcm"* 
kgcm"* 


-60 


— 25 


50 



Die axialen Spannangen sind nicht unbeioBchtlich. 

TabeUe IX. 



r 1 


10 


20 




cm 


jdr 1 
V \ 0-00004630 
<f^ 1 —166-7 
Cp 1 —166-7 


00004167 
000003704 1 

— 125 1 

— 141-7 


00005666 

000000926 




y,r« 
9 


cm 

kgcm-2 
kgcm~* 


— 66-7 



Der Unterschied zwischen den Spannungen 6^ und fS^ in einem 
sehr kurzen und einem unendlich langen sich gleichmäßig drehenden 
Zylinder ist nicht bedeutend. Vergleicht man die hier erhaltenen 
Werte mit den in Tabelle IV stehenden, so ergibt sich die folgende 
interessante Zusammenstellung: 

Tabelle X. 





Kugel 
Äquator- 
ebene 


Unendlich 

langer 

Zylinder 


Scheibe 

1 




jdr 


00005470 


00005565 


0000Ö555 


furr==r, 
für r = 


V 

V 


000004444 
0-00001026 

— 16307 

— 67-7 

615 

— 615 


000006656 


— 17500 

— 50 

— 50 


000004630 
000000926 

— 166-67 . ^- - 
— 9 

— 66-7 


für r = r„ 


für r = 


fp 

c^ bezw. c^ 


far r«r^ 
für r«0 


i 


Cf bezw. c^ 


50 





för r = r« 



Der Zeichen Wechsel in den beiden letzten Reihen ist beachtenswert^) 



1) Es gibt ein oblonges Drehungsellipsoid, dessen Achsen sich verhalten wie 

I ^s/Q I .To^ (^^ ö==l wie 1:1118) bei welchem die Normal- 

Spannung c^ parallel zur Drehungsachse für alle Punkte gleich Null ist. (Sur 
Täquilibre d'^asticitä d*un corps toumant. Note de M. L. Lecornu, €. R. 123, 



-i/^ea + 3^) 

• r (1 H 



Von Alvonb Lboh. 167 

V. 

Die Aufgabe, die Spannungen und Formänderungen einer rotieren- 
den Hohlkugel zu finden, ist ein Sonderfall des yiel allgemeineren 
Problems der Beanspruchung einer Hohlkugel durch beliebige Massen- 
nnd Oberflächenkrafbe, welches durch Entwicklung in unendliche Reihen 
nach trigonometrischen oder Kugelfnnktionen gelöst werden kann. 
Schon Lame bestimmte die Lösung fär beliebige Kräfte, die auf die 
Oberfläche wirken, und änderte sie sodann dahin ab, daß sie auch be- 
nützt werden kann, wenn gewisse Massenkräfte wirksam sind. (Sur 
requilibre d'elasticit^ des enveloppes spheriques, Liouyilles Journal XIX, 
1854, S. 69ff.) Auf einem von dem Lam^schen yerschiedenen Wege, 
ohne Benutzung von Polarkoordinaten, hat Thomson die Lösungen 
ang^eben. (W. Thomson und P. G. Tait, Handbuch der theore- 
tischen Physik, deutsch von Helmholtz und Wertheim.) Beide 
Terwendeten Kugelfnnktionen, ersterer doppelt unendliche, letzterer ein- 
fach unendliche Reihen. Für das allgemeine Wärmespannungsproblem 
einer Tollen Kugel hat Borchardt die Lösung in endlicher Form ge- 
geben. (Abh. d. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1873, Unter- 
suchungen fiber die Elastizität fester isotroper Körper unter Berück- 
sichtigung der Wärme, S. 9 ff.) Eine neue Lösung der allgemeinen 
Aufgabe durch bestimmte Integrale hat Y. Cerrutti gegeben. (SuUa 
deformazione di una sfera omogenea isotropa per date forze applicate 
sulla superficie. II nuovo Cimento, 1892, HL 32. S. 231 ff.) 

In unserem Sonderfalle wurden die Funktionen, durch welche die 
Formänderungen dargestellt sind, zum Teil angenommen. Erst die 
Möglichkeit die Konstanten zu bestimmen, ergab die Zulässigkeit der 
Annahmen. Somit ist diese Aufgabe zum Teile eine umgekehrte, denn 
gewöhnlich sind die Kräfte gegeben und daraus direkt die Spannungen 
und Formänderungen zu bestimmen. 

Wien, den 1. Oktober 1905. 

1896, S. 96 — 99.) Dieser Körper scheidet die Drehungsellipsoide, welche man sich 
zwischen Kugel und unendlich hmgem Zylinder vorstellen kann, in zwei Teile. 
Bei den sttrker oblongen erscheinen die axialen Spannungen der iquatorebene 
in der N&he des Kugelmittelpunktes negativ und in der Nähe der Oberfläche 
positiv; bei minder oblongen ist es umgekehrt, und fQr das erwähnte EUipsoid 
sind sie überall Null. 
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Über die Bereclmimg der Summen diskontierter Zahlen 
für eine nach dem Makehamschen Gesetz fortschreitende 

Sterbetafel. 

Von M. Lerch in Freiburg (Schweiz). 

Bedeutet l^ die Anzahl der Lebenden zum Alter x einer Sterbe- 
tafel, oder vielmehr eine jener Zahl proportionale Größe, so laßt sich 
zufolge eines Satzes von Makeham {^ in der Gestalt 

(1) l^^s'g^'^s'e'y<^ 

darstellen, wobei die Konstanten s, g, c den Bedingungen genügen 

0<<7<1, 0<6<1, Ol; y^-logg>0. 

Namentlich gibt es eine Sterbetafel mit den Werten^) 



L^, (7 =»0,999052, c == 1,09648. 



1,006616 



Die Schreibweise log bedeutet immer die natürlichen Logarithmen, 
dagegen werden die Dezimallogarithmen durch Log angedeutet In den 
Formeln der Yersicherungstheorie kommen die sogenannten diskontierten 
Zahlen der Lebenden, d. h. die Zahlen 



und ihre Summen vor. 

Bedient man sich der Bezeichnung 



; , Cp = Prozentsatz) , 



(2) Q = — (sodaß also < p < 1) , 



^ + 100 



so sind die uns interessierenden Größen nach (1) 

wobei noch ausdrücklich bemerkt werden mag, daß die Versicherungs- 
technik nicht mit den Summen S^ selbst, sondern mit Differenzen 

1) Entnommen dem Werke Dormoy, Theorie math. des asBurances sur la 
vie. Paris, 1878; p. 128. 



Von M. Lbbch. Ißd' 

S^ — S^ (r — 1 die letzte in der Sterbetafel vertretene Zahl) , 
operiert. 

Für die oben erwähnte Sterbetafel und wohl auch für die anderen 
ist, solange p ^ 10, das Produkt cq größer als Eins. Dies hat, wia 
sogleich gezeigt werden soll, die Konyeigenz der Beihe 

(4) a>(a)=^p-'(l-i^-0 

zur Folge. In der Tat folgt aus dem Mittelwertsatz 

für X = yc^"" 

1 ~ /"' - 1 - c-y^"" = y(f-'e-^Y^'\ 
und folglich 

p— (!-/•-') -y(cp)<'©(~)', («<»<»). 

woraus die Konvergenz von (4) wegen cq> 1 ersichtlich ist. 

Die Reihe spalten wir nun in zwei Teile, jenachdem a — v^O 
oder a — v < ist. In dem ersten endlichen Teil setze ich a — v ^ ^^ 
im zweiten Teile dagegen i/ » a + fe, sodaß die Voraussetzung gemacht 
wird, daß a eine gan^e Zahl ist. So kommt 

Der erste Teil läßt sich nun schreiben 

a—l a— 1 a—l 

und unsere Gleichung nimmt nach Addition der Größe 
folgende Gestalt an: 

Führt man daher die Bezeichnung 

;i = > = l 
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ein^ so folgt die Beziehung 



fi^a 



in welcher die Größe K vom Alter a unabhängig ist. Die hier auf 
der rechten Seite auftretende Größe 0(a) ist zwar durch die Beihe (4) 
YoUstandig definiert^ jedoch nur im Sinne der Logik, da die Beihe nur 
schwach konvergiert. Wir müssen ims daher eine andere Darstellung 
Ton d^(a) yerschafifen. Dies gelingt in äußerst einfacher Weise Ter- 
mittels der elementaren Formel 



OD 



ft = l 



Setzt man darin a; = — ycf*-^ und summiert über i; = 1, 2, 3, . . ., so 
kommt 

Die Doppelreihe auf der rechten Seite ist nun absolut konvergent; da 
die Summe der absoluten Beträge ihrer Glieder den Wert 

r 

hat; dadurch ist die Umkehrbarkeit der Summationsordnung dargetan; 
und wir erhalten durch Ausführung der Summation in Bezug auf v 
die gewünschte Entwicklung 

(7) 0(a) - Q- V(- IV- 1 -^t^^- - . 

Die Größen y&^ sind für jüngere Jahrgänge ziemlich klein, z. B. im 
Falle der eingangs erwähnten Sterbetafel 

y = 0,000948, Log y = 0,97681 - 4, Loge = 0,04, 

also für a « 30 und a = 50 

yc^ « 0,015002, y(^ = 0,0948, 

und die Größe 0{a) läßt sich mit Hilfe von (7) mit seltener Bequem- 
lidbkeit herstellen. 

Kür a — 75 haben wir dagegen 

yc'^ = 0,948, 
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die Benutzung von (7) ist also nicht mehr so bequem wie für kleinere 
Alterszahlen^ immerhin aber noch möglich. 

Handelt es sich um die Berechnung Yon temporären Leibrenten, 
so kommen bloß die Differenzen S^ — S^ in Betracht; die Formel (6) 
liefert dann 

mid man kann diesbezügliche Rechnungen lediglich mit Hilfe der Ent- 
wicklung (7) ausfuhren, falls b ^ 75, und die Kenntnis der Eonstanten K 
ist nicht erforderlich. 

Die vorhergehenden Betrachtungen bewegen sich in den elemen- 
tarsten Gh-enzen und sind auch denjenigen zugänglich, die nur mit 
allereinfachsten Vorkenntnissen versehen sind. Die nachfolgenden Aus- 
fahrungen setzen dagegen die Kenntnis der Gammafunktion voraus, 
welche die Berechnung der Größe K in überraschend bequemer Weise 
ermöglicht. 

Bevor wir dazu übergehen, wollen wir jedoch zeigen, wie man sich 
mit Hilfe des Zahlwertes K die Größe ^(r) verschaffen kann, wobei r 
die erste in der Sterbetafel nicht mehr vertretene Alterszahl bedeutet. 

Man verschafft sich zunächst durch direkte Rechnung den Wert 



S.=^^9^> 



was durch Benutzung einer nur geringen Zahl von Gliedern bewerk- 
stelUgt werden kann. Nachher bedient man sich der aus (6) folgenden 
Formel 

«(r) = 5. + ü:-rt^ 

zur Berechnung von 0(x), 

Zur Bestimmung der Größe K führt eine Relation, die ich im 
ersten Bande der Abhandlungen (Rozpravy) der Prager Akademie auf 
S. 147 aufgestellt habe und die sich leicht verifizieren läßt; sie lautet 

(8) yir^s + n^.V-"" = ^i-yi^' 



2« -€7 /f«—"' ?•?(.-«) 



« = CO «=3 CO 

Wir bedürfen derselben für reelle u und für reelle positive <; der reelle 
Teil von s muß positiv sein, wenn die rechte Seite konvergieren soll. 
Da diese Voraussetzung zur Konvergenz der linken Seite nicht er- 
forderlich ist, so erhalten wir eine auch für negative s gültige Gleichung, 
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wenn wir die rechte Seite passend omformen. Derjenige Teil der xm- 
endlichen Reihe rechts, der von den Werten n = — 1, — 2, — 3, . . , 
stammt, d. h. 



%n 



C i> * 



kann in der Tat wie folgt geschrieben werden 



29Jt 



und dieser letzte Ausdmck konvergiert, sobald nur der reelle Teil von 
5+1 positiv bleibt 

Wir haben alsdann die Relation 



(8*) 



00 2*Ä 



--(»-!*) OD 2*Ä. 

(» — «) — «' , ^r-i — ^ 



»»0 






2tJg 
— - u 



« ' -1 



(reeller Teil von s + 1 > 0). 

Machen wir nun die Annahmen 



so wird 



2«« , 2» , logy 



';(«+!)=- log(cp)>0, 



also die Bedingung erfüllt, und da alsdann 



2tt 



{»-«) 



so nimmt unsere Beziehung (8*) die Form 



isrt. . .log/ 
— (« — u) n4- , 



P '»"S 






J^Ve-)'c« +2'p-m(,-,c-« - 1) + ^- ^ 
» = »n = 1 

3c , log y 

^^; Möge logc/ 
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an. Der in eckigen Klammem auf der linken Seite stehende Ausdruck 
ist nun aber genau — K^ und wir erhalten 

wenn mit % die Größe 

(10) - -6^2^(1-4'+ logc)^ """ ,-=±l.±».±.....) 

angedeutet wird. Nun ist aber in unserem Beispiel 



und nehmen wir 
an, so kommt 



-!»»? = 75,58, 

log c ' ' 






ein Umstand, der den Schluß gestattet, daß der Faktor 

log y 

Togc 

die Einheit nicht stark übertreffen wird. Wenn wir daher beachten, 
daß die Reihe (10) so stark wie eine geometrische konvergiert, so wird 
es hinreichen zu zeigen, daß die Größen 

log c 

BD klein sind wie 6"^", also die Vernachlässigung yon % die ersten 
yierzig Stellen des Resultats nicht beeinträchtigen kann. Man hat nun 



r(«)=.ir(« + i), «=.;^|-J, 



also 

_ log Y 
iogc 



(9*) ^— <^«?)^ 



log C / log Q ^ 

und dies ist positiv. Das Argument der F- Funktion ist hier nun 
positiv und kleiner als Eins, und der Logarithmus derselben ist den 
bekannten Tafeln zu entnehmen. 
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Mit den yorliegenden AuBführungen ist der eigentliche Zweck der 
Abhandlung erreicht. Wir wollen jedoch den aus denselben folgenden 
Kaufwert der praenumerando zu beziehenden mit dem Alter a be- 
ginnenden Leibrente yom jährlichen Betrage Eins mit dem Kanfwert 
der sogenannten stetigen Leibrente 



B^^-lJöß. = J^Pfdx 



vergleichen. Diese Leibrente wird zwar postnumerando bezogen, jedoch 
werden die Raten verzinst. Indem wir die bisherige Bezeichnang 

beibehalten y setzen wir in dem Integral 

y(f ^ Zj X log c = log z — log y , 
^ und erhalten 

/- logc / l°8^_i 

(ferr^dx ^^^^-~J e- 'z^^^ ' dz. 

a yc^ 

Bedienen wir uns der durch die Arbeiten von Prym, Hermite and 
Bourguet eingebürgerten Bezeichnung 

(11) Q{s, (o) « Ce-'af-^dxj 

CO 



sodaß 

(11») P(«)+<?(s)-r(s) 

ist, so laßt sich unser Resultat schreiben 

* _logy 

(12) /<-«-""- ^;;«(;^^H 

a 

und die stetige Leibrente B^ wird durch folgende Gleichung be- 
stimmt sein: 

(1..) ji,,.a-r- - •;^[e(!3-:, y^) - efö«, .«•)]■ 

Bis zum Alter a = 75 ist y<f kleiner als Eins, und hier wird fBbr 
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5=«^J^ iQ^y(a die Reihe P(5, o) sclinell konvergieren. Die Be- 
rechnung von ^(s, <d) also auf r(s) — P(s, o) reduziert. 

Dag^en ist yc*^ = 9,48 und die Bestimmung der Größe Q{s^ yc^) 
wird auf anderem Wege bewerkstelligt werden müssen. Dazu eignet 
sich z. B. die halbkonvergente Entwicklung^) 

»1 = V =s 1, 8, 8 . . . 

in welcher die Hilfsgröße u gleich Eins gesetzt werden kann, und wobei 

= 

Im vorliegenden Falle begeht man ungefähr den Fehler ^^jö; wenn 
man in der halbkonvergenten Reihe bloß die zwei Glieder v == 1 und 
V = 2 berücksichtigt. Schreibt man hier also das Resultat mit dieser 
Annäherung, so kommt 



z* \12 720/' 



und man wird die unendliche Reihe bloß auf zwei, drei Stellen zu 
bestinmien haben, um sieben Dezimalstellen zu bekommen. 

Übrigens liefert eine bekannte Eulersche Formel die Entwicklung 

« = 1 n = l 

mit welcher sich die Rechnung schnell vollzieht. 

Noch bequemer wäre die konvergente Entwicklung') 

^(1-5, o) = e-« (5, + q^cö- + ci^«cö- + •..), Ucu=i). 

Nach diesen Bemerkungen über die Bestimmung der stetigen Leibrente 
gehen wir über zu der gewöhnlichen vom Alter a an beginnenden 
Leibrente i2-, deren Eaufwert 

s^ — s^ 



1) Yergl. meinen Aufsatz im Crelleschen Journal Bd. 130, S. 04. 

2) Vergl. Crelleg Journal, Bd. 128, S. 218. 
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lautet. Wendet man die Maclau rinsche Summenformel an^ um den 
Zähler, d. h. 

' T — l 

a 

ZU ermitteln, so gelangt man nach ziemlich umständlichen Betrach- 
tungen zur näherungsweisen Abschätzung der Differenz R^ — S^y welche 
auf sechs bis sieben Stellen genau ist: 

Ra-^a-l- ip'-e-)'«''-^) + ^(y logC . C- - logp) 

- h(y lög^ • ^* — log p)(>*-«c->'(^*-^) 

+ tJö [(y logc . cf — logp)» - 3(y logc . (f — logQ)r<^ log^c 

+ yc«log*e]. 

Sie yerdient jedoch wenig Beachtung, indem die oben mitgeteilten 
Ausdrücke f&r B^ und R^ diese Größe mit viel höherer Genauigkeit 
zu bestimmen gestatten. 

Freiburg (Schweiz), den 5. Juli 1905. 



Die GewOlbetheorie im Lichte der Methode der kleinsten 

FrodnMe. 

Von S. Wellisch in Wien. 

Bezeichnet in einem Gewölbe von einem Meter Breite und recht- 
eckigem Querschnitte 

2s die Bogenlänge, 
Wl das Scheitelmoment, 
$ den Horizentalschub, 
FqF^F^ . . . die Flächen der Querschnitte 0, 1, 2, 3, . . . beziehungs- 
weise deren Höhen, 
MqM^M^ ... die Biegungsmomente 
PqP^P^ , » . die Normalpressungen 
JqJiJ^ ... die Trägheitsmomente 
JBqB^B^ , . . die Belastungen 
«0«!«, . . . die Neigungswinkel der Querschnitte mit der Vertikalen 
a^a^a^ ... die Hebelarme des Horizontalschubes und 
b^h^b^ ... die von der Belastung herrührenden statischen Momente 
für die einzelnen Querschnitte, 



in bezug auf die einzelnen 
Querschnitte 



Von S. Wblusoh. 
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so sind die Biegongsmotnente und NonnalpreBsaiigeii, ausgedrückt in 
Funktionen von 3R und $: 

jfo - a» - o„§ + 60 
Jf, = a» - a,§ + 6, 



(1) 



V2) 

oder wenn 



Po « cos Ofo 
Pi = cos «1 

Pj = cos Oj ' 



+ sinao- J5o 
+ sin «1 • jB, 



cos «Q = a^ und sin «,, • JBq = 6^ 
cos «1 = a[ sin «j • JB^ — 6j 



cos «2 



sin Oj • jBj « 6^ 



gesetzt wird, in allgemeiner Form: 

M^m-aSs + b 
P= a'$ + fc'. 

Es lautet bei Vernachlässigung der Schubkräfte die zur Berechnung 
der beiden Unbekannten 3R und $ dienende Minimumsbedingung: 



(3) 



die Quotienten 



J^^lds+f^^ds^ 



mm; 



M 



p — t; stellen die Entfernungen der Druckmittelpunkte 

von den Querschnittsmittelpunkten dar, und es berechnen sich die 
Kantenpressungen mit Hilfe der Formel: 



'-U'±y}. 



worin das obere Zeichen für die innere Leibung, das untere Zeichen 
för den Gewölberücken gilt. 

unter gegebenen Belastimgsyerhältnissen tritt die günstigste Material- 
beanspruchung daim ein, wenn die Form und Dimensionierung des 
Gewölbes so gewählt ist, daß (J^ für die innere Leibung und 6^ für die 
äußere Leibung einander gleich werden. Es trifft dies dann zu, wenn 
für jeden Querschnitt 1; » ist, d. h. wenn die Mittellinie des Druckes 
mit der Gewolbeachse zusammenfällt. Da in diesem idealen Falle die 
Normalpressungen in den Schwerpunkten der Querschnitte, also ohne 



Z«itaehrifl f. Mathematik u. Fhyiik. 68. Band. 1906. 2. Heft. 
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einen Hebelarm angreifen, so kann in keinem Querschnitte ein Biegongs- 
moment auftreten, sodaß f[lr jeden beliebigen Querschnitt die statische 
Beziehimg besteht: 

Für ein zu konstruierendes Gewölbe kann das Pfeilverhältnis, 
sowie das Verhältnis der Scheitelstarke zur Eämpfers1&-ke durch wieder- 
holtes Probieren den dem idealen Falle entsprechenden Verhältnissen 
beliebig nahe gebracht werden; da man aber in der Praxis bei diesen 
umständlichen und zeitraubenden Versuchen gewöhnlich mit einer an- 
nähernden Erreichung des idealen Falles sich begnügt, so wird die 
Mittellinie des Druckes je nach dem Grade dieser Annäherung mehr 
oder weniger von der Gewölbeachse abweichen, und es werden sich in 
den einzelnen Querschnitten Biegungsmomente einstellen, die wohl 
selten einen beträchtlichen, im allgemeinen aber einen von Null Ter- 
schiedenen Wert erlangen werden. Hierbei wird sich nach dem „Prinzip 
des kleinsten Widerstandes" im Zustande des Gleichgewichtes die 
Drucklinie der Gewölbeachse so nahe als möglich anschmiegen, sodaß 
die Biegungsmomente in ihrer Gesamtheit zu eineyn Minimum werden. 
Man kann daher zur Berechnung der beiden Unbekannten 9J! und ^ 
aus der überschüssigen Anzahl von Bedingungsgleichungen (1) bei 
konstantem Bogenquerschnitt ohne weiteres die „Methode der kleinsten 
Quadrate" heranziehen. 

Hat man aber bei hmsiantetn Querschnitte einfach die Summe der 
Quadrate der Momente zu einem Minimum zu machen, so ist bei 
variablem Querschnitte vorerst die Reduktion auf eine einheitliche 
Querschnittsfläche vorzunehmen, was bei Betrachtung einer unendlid^el^ 
Anzahl von Querschnitten theoretisch dadurch geschieht, daß die 
Quadrate der statischen Momente durch die entsprechenden Trägheits- 
momente dividiert werden. Da aber in der Praxis die Unterteilung 
des zu untersuchenden Gewölbeschenkels in eine endli^ihe Anzahl von 
Abschnitten erfolgt, so hat man nicht die reinen reziproken Werte 
der Trägheitsmomente, sondern in Gemäßheit der Simpsonschen 
Näherungsformel die mit dem Koeffizienten c der Simpsonschen 
Regel multiplizierten reziproken Werte der Trägheitsmomente J za 
nehmen und diese wie gewöhnliche Gewichte p zu behandeln. 
Während es sohin bei konstanter Bogenstärke genügt, die einfache 
Summe der Quadrate der Biegungsmomente zu einem Minimum zu 
machen, ist bei veränderlicher Bogenstärke die Summe der mit be- 
stimmten Gewichtszahlen P ^ j multiplizierten Quadrate dieser Mo- 
mente auf ein kleinstes Maß zu bringen. 
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Wird allgemein die Summe der mit den Reduktionsgewichten j 
multiplizierten Quadrate der Biegungsmomente (1), nämlich 

nach den beiden Unbekannten differenziert, und werden beide Differential- 
qnotienten gleich Null gesetzt, so erhält man die Normalgleichungen: 

([>]-[7]ä«-m*+[';]-» 

woraus die Unbekannten SDt und ^ durch Eliminieren sich berechnen 
lassen« 

Sollen zur Bestimmung von äR und ^ auch die Normalpressungen 
Berücksichtigung finden, so hat man die Minimumsbedingang mit Zu- 
sdehung der Bedingungsgleichungen (2), sowie der Reduktionsfaktoren 

P— -Ti entsprechend zu er^nzen und erhält auf diese Weise als 

gleichwertig mit (3): 

[}jtfJJf] + [JPP] = min. 

Da die Oleichungen (2) die Unbekannte SDt nicht enthalten, so 
erleidet nur die zweite Oleichung von (4) eine Abänderung, sodaB zur 
Bestimmung der beiden Unbekannten die Normalgleichungen sich er- 
ffeben* 

(0) \ 

f^law [aac a'a C-] ^ [ahc ahc'\ ^ 

Diese Normalgleichungen geben aber auch unmittelbar hervor aus 
den Ton Castigliano aufgestellten Sätzen von den Differentialquotienten 
der Arbeit, womit dargetan ist, daß das „Prinzip der kleinsten Arbeit'^ 
oder das mechanische Minimumsprinzip im engsten Zusammenhange 
steht mit dem geometrischen Minimumsprimip des Ausgleichungs- 
problems, daß somit für die geometrische Auffassung von Natur- 
Tor^ngen den Fundamentalregeln der Methode der kleinsten Quadrate 
eine allgemeine Bedeutung zuzusprechen ist. 

Die geschichtliche Entwicklung des „Drucklinienproblems", auf das 
Coulomb im Jahre 1773 zum ersten Male aufinerksam machte, hat 
nun folgenden Verlauf genommen: 

12 • 
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Moseley bezeiclinet (1837) in einem stabilen Gewölbe unter allen 
statisch möglichen Stützlinien diejenige als die tatsächlich eintretende, 
welche den kleinsten Horizontalschub in der Scheitelfage erzengt. 

Hagen behauptet (1844), daß bei der günstigsten Beanspruchusg 
diejenige Stützlinie sich einstellt, bei welcher an allen gefährlichen 
Stellen die Vertikalprojektion ihres kleinsten Abstandes von der'inneren 
oder äußeren Leibung die gleiche wird. 

Culmann findet (1866) diejenige Drucklinie als die wirkliche, 
welche sich der Gewölbeachse in der Art am meisten nähert, daB der 
Druck in den am stärksten beanspruchten Fugenkanten ein Mini- 
mum wird. 

Winkler erklärt (1867) bei konstanter Gewölbedicke diejenige 
Stützlinie nahezu als die richtige, für welche die Summe der Quadrate 
der Abweichungen Ton der Mittellinie ein Minimum ist. 

Föppl bezeichnet (1880) den Winklerschen Satz — abgesehen 
Ton den zu seiner Beweisführung erforderlichen Yemachlässigungen, 
die ihn bei sehr flachen und verhältnismäßig starken Gewölben nicht 
anwendbar erscheinen lassen — als den interessantesten und elegantesten 
Satz, der bisher über das Gleichgewicht der Gewölbe aufgestellt wurde. 

Tolkmitt faßt (1899) die Untersuchungen dahin zusammen, daß 
diejenige Stützlinie, welche die Mittellinie des Gewölbes nach der 
Methode der kleinsten Quadrate ausgleicht, um so richtiger erscheint, 
je größer das Pfeilverhältnis und je kleiner die Dicke des Gewölbes ist. 

Das Endergebnis unserer eigenen Betrachtungen kann in folgendem 
formuliert werden: 

In einem Gewölbe von konstantem Querschnitt nimnü die Stütdinie 
zur Bogenachse jene Lage ein, tcelche sie im Sinne der einfachen Methode 
der kleinsten Quadrate ausgleicht, in einem Gewölbe von vat^Uem Quer- 
schnitt folgt sie jedoch den verallgemeinerten Regdn der erweiterten 
Methode der kleinsten Quadrate oder der sogenannten „MeOwde der 
Heinsten Produkte^*, wie sie vom Verfasser in dem Buche: „Fehleraua- 
gleiohung nach der Theorie des Gleichgewichtes elastischer Systeme", 
Wien 19(.)4, ausführlich behandelt worden ist. (Siehe auch des Ver- 
fassers Abhandlungen: „Der Fundamentalsatz der Methode der kleinsten 
Produkte*' in der ,,Österr. Zeitschr. f. Vermessnngswesen'% Wien 1905 
und .»Über das natürliche Erhaltungsprinzip'^ in dieser Zeitschrift Bi 52, 
190Ö, S.l>Ol>.) 

Wien, im Oktober 1905. 
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Über die kabische Dilatation und ihre Beziehung znr Be- 
anspmchnng isoti^oper elastischer Körper. 

Von Dr. R. Girtler in Wien. 

Die kubische Dilation v befolgt; wie Lame in seinen ^^efons 
sur la theorie de Telasticit^'^ zuerst nachgewiesen hat, die La place sehe 
Gleichung: 

U) ar^' + ay^ + äT'"^""-^ 

unter den Voraussetzungen, daß erstens ein isotroper Körper Torliegt, 
zweitens die auf ihn wirkenden MassenknLffce dem Newtonschen 
GraTitationsgesetze folgen und schließlich elastisches Gleichgewicht 
herrscht. Die OberflächenknLfte können also beliebiger Art und in 
beliebiger Weise über die Oberfläche des Körpers yerteilt sein. Sind 
Uy V, w die Komponenten der Verrückung eines beliebig gewählten 
Punktes unseres Körpers für die Längeneinheit parallel zu den Achsen 
eines rechtwinkeligen Koordinatensystemes, so wird, wenn dieselben 
samt ihren ersten Ableitungen endliche und stetige Funktionen der 
Koordinaten x, y, z des betrachteten Punktes sind, auch v eine samt 
ihren ersten Ableitungen endliche und stetige Funktion bedeuten, denn 

trifft letzteres zu, so muß unter den Voraussetzungen der Gültigkeit der 
Gleichung (1) folgender Satz bestehen: 

Das Extrem der hibischen Dilatation kann bei einer beliebigen An- 
griffsweise der Oberflächenkräfte nur an der Oberfläche des Körpers 
auftreten. 

Um das zu beweisen, bedürfen wir zweier Sätze aus der Potential- 
theorie, in der ja die Laplacesche Gleichung auch eine bedeutsame 
Rolle spielt; denn sie ist es, die auch fQr das Potential von Kräften 
zwischen ponderablen, mi^etischen und elektrischen Massen, für das 
Geschwindigkeitspotential bei stationär strömenden Flüssigkeiten, fOr 
die Temperaturverteilung bei einem stationären Wärmezustand eines 
isotropen Körpers und fQr die Verteilung galvanischer Ströme in einem 
Leiter charakteristisch ist. 

Die fraglichen zwei Sätze lauten: 

1. Jede Funktion tp, welche der Laplaceschen Gleichung genügt 
und in einem bestimmten Raumbereiche samt ihren ersten Ableitungen 
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endlich und stetig ist, kann als das Potential einer auf der Begrenzungs- 
fläche dieses Raumes liegenden, nach einem bestimmten Gresetze Ter- 
teilten unendlich dünnen Schichte wägbarer Masse vorgestellt werden; 
die Verteilung dieser unendlich dünnen Schichte ist auf der Oberfläche 
nur auf eine einzige Weise möglich, wenn die Werte q) för die Ober- 
fläche gegeben sind.^) 

2. Das Potential von Massen kann nur innerhalb dieser Massen 
einen extremen Wert annehmen.^) 

Die kubische Dilatation v kann nun als solche Funktion 9 be- 
trachtet werden, wie sie im Satz 1 erwähnt wird; für v sind nämlich 
. alle Voraussetzungen erfällt wie sie dieser Satz fordert, denn wir haben 
eingangs dieselben Beschränkungen für v namhaft gemacht, die fui* (p 
verlangt werden. Es ist nur noch notwendig zu erwähnen, daß die 
der Funktion v entsprechende Massenverteilung an der Oberfläche des 
in Betracht gezogenen Körpers deswegen nur auf eine Art mögUch 
ist, weil jedes elastische Problem bei gegebenen Massen- und Ober- 
flächenkräften eindeutige Lösungen für die Dilatationen u, v, w eines 
jeden Punktes besitzt; es sind also die linearen Dilatationen, somit 
auch die kubischen Dilatationen an der Oberfläche des Körpers in 
jedem Punkte eindeutig gegeben. 

Nach Satz 2 kann das Extrem der Funktion 9 nur innerhalb 
der Massen, das ist in unserem Falle nur an der Oberfläche statt- 
finden. Daher kann auch die kubische Dilatation nur an der Ober- 
fläche extreme Werte erlangen. Damit ist der vorangestellte Satz 
bewiesen. 

Was also die Oberflächenkräfte für Größen und AngrüFspunkte 
besitzen mögen, stets tritt im Gleichgewichtszustände bei einem iso- 
tropen Körper das Maximum der kubischen Dilatation an der Ober- 
fläche auf, wenn nur u, v, w samt ihren ersten Ableitungen endlich 
und stetig sind und die MassenknLffce ein Potential haben. Die beiden 
letzten Bedingungen sind aber insbesondere bei technischen Problemen 
immer erfüllt, denn bei ihnen ist die Massenkraft für gewöhnlich die 
Schwerkraft. Es tritt also wenigstens theoretisch bei technischen 
Konstruktionen ein Maximum von v stets an der Oberfläche auf 

Sind die den Körper angreifenden Kräfte gegeben, so kann man 
sich die einzelnen Angriffspunkte der Oberflächenkräfte solange auf der 
Oberfläche gegenseitig verschoben denken, bis die für die Dirnen- 
sionierung höchst wichtige sogenannte ungünstigste Laststellung ein- 
tritt, das ist jene, für die im Bereich des Körpers das Maximum der 



1) MathieUf Theorie des Potentiales. 
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BeanBprachung sich zeigt. Als Maß dieser Beanspruchung gilt in 
Deutschland jetzt allgemein die größte Hauptdilatation l^, obwohl 
durch Experimente festgestellt wurde, daß diese Anschauung falsch ist. 
Man könnte durch den Satz vom Maximum der kubischen Dilatation 
verfährt werden, zu glauben, daß das Maßgebende f&r die Beurteilung 
der Bruchgefahr die kubische Dilatation selbst sei, besonders weil der 
Bruch des Materiales bei den Festigkeitsrersuchen ifnerst an der Ober- 
fläche aufzutreten und sich erst später in das Innere des Körpers fort- 
zupflanzen scheint. Es gibt Belastungsfälle (z. B. FaU der reinen 
Biegung), bei welchen der Bruch wirklich zuerst an der Oberfläche 
beginnt. Wenn man das aber bei einfachen Druckproben zu beobachten 
glaubt, so liegt der Grund darin, daß eine einfache Druckbelastung, derzufolge 
alle Spannungen normal zum Querschnitt gleich groß sind und der Bruch 
daher längs eines ganzen Querschnittes auf einmal auftreten sollte, schwer 
zu verwirklichen ist Die Vermutung, daß die kubische Dilatation allein 
schon zur Beurteilung der Bruchgefahr hinreiche, wird aber vöUig da- 
durch hinfällig, daß nach ihr bei einer reinen Schubbeanspruchung, 
bei welcher die zwei auftretenden Hauptdilatationen entg^engesetzt 
gleich sind, bei keiner noch so großen Belastung ein Bruch eintreten 
könnte, da die kubische Dilatation in diesem Falle im ganzen Bereiche 
des Körpers Null ist. Als allgemeines Kriterium der Beanspruchung 
ist die kubische Dilatation also nicht zu brauchen. In neuerer Zeit 
glaubt man aus Versuchen den Schluß ziehen zu dürfen, daß die Summe 
aus der größten und kleinsten, also von zwei Hauptdilatationen ^ + ^, 
als dieses Kriterium zu betrachten sei. Ich bin dem entgegen der An- 
sicht, daß die kubische Dilatation in dem mathematischen Ausdrucke 
für die Beanspruchung enthalten sein sollte, weil in ihr erstens alle 
drei Hauptdilatationen (v = A^ -f A, -f A3) vertreten sind, und weil 
zweitens jene Belastungsfälle, bei welchen der Bruch auch theoretisch 
an der Oberfläche beginnen muß (z. B. zusammengesetzte Festigkeit aus 
Biegung und Zug) und die Beanspruchung wirklich dort an der Ober- 
fläche ihren Höchstwert besitzt, wo die kubische Dilatation ihn hat, 
auf ein allgemeines Gesetz hinzuweisen scheinen, in welchem außer der 
kubischen Dilatation auch noch andere von der Deformation abhangige 
Glieder eine Rolle spielen. Ich halte daher unter allen bisher ge- 
machten Annahmen die von E. Beltrami^), welcher das Potential der 
elastischen Kräfte für die Volumeinheit in einem Punkt als dieses Ge- 



1) Snlle condizioni di resistenza dei corpi elastici, Lomb. Ist. Bend. (2) XVIII 
(1886), p. 704—714; vgl. auch Beiblätter zu den Annalen der Physik, Jahrg. 1886, 
S. 666. 
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setz in Yorsclilag brachte, ffir die richtigste. Das Potential der ela- 
stischen Kräfte kann in der Form 

(2) f^-xill + ll + ll+Sv') 

geschrieben werden, worin x, S die Eirchhoffschen Elastizitats- 
konstanten, A^, A,, A3 die Hauptdilatationen Torstellen. In der Glei- 
chung (2) kommt die kubische Dilatation neben den oben erwähnten 
anderen Gliedern AJ -f A| + A| Tor; Beltramis Ansicht hat aber außer- 
dem den Vorzug, dafi man ihr deswegen von vornherein leicht beistimmen 
wird, weil es sehr glaubhaft ist zu sagen, ein Eörperelement ist umso 
mehr angestrengt, je mehr Arbeit yerbraucht wurde, um es zu defor- 
mieren. 

Zum Schlüsse möchte ich noch hervorheben, daß der Satz über 
das Maximum der kubischen Dilatation Analoga auf anderen Gebieten 
der Physik besitzt. So kann man sagen, daß bei einer stationären 
Wärmeströmung in einem isotropen Körper die Temperatur nur an 
der Oberfläche des Körpers extreme Werte haben kann, wenn sie samt 
ihren ersten Ableitungen endlich und stetig im Bereiche des Körpers ist. 

Wien, am 2. Oktober 1905. 
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Kleinere Mitteilnngen. 



Logaritluiiisolies Papier. 

Für Zeichenpapier, das mit einem Liniennetz logarithmischer Einteilung 
bedruckt ist, wurde in dieser Zeitschrift Bd. 46 (1901), S. 254 eine belgische 
Bezugsquelle angegeben. Neuerdings habe ich durch die Freundlichkeit des 
Herrn F. Paschen in Tübingen ein ähnliches, aus England stammendes 
Papier kennen gelernt, das die Bezeichnung „Hiunan's Patent Logarithmic 
Coordinate Sheets" führt und von der Firma S. C. & P. Harding, 2 & 3 Hind 
Court, Fleet Street, London, bezogen werden kann. Die Längeneinheit be- 
tragt 12,5 cm, wie bei den oberen Skalen eines gewöhnlichen Bechenschiebers 
französischer oder deutscher Herkunft. Bechts auf dem Bande stehen er- 
läuternde Bemerkungen über den Gebrauch des Papiers. Der Preis ist auf- 
fallend hoch, Jl 2,60 für den Bogen (nach Mitteilung von Herrn Paschen)» 
Warum entschließt sich keine deutsche Firma, logarithmisches Papier in den 
Handel zu bringen? An Gelegenheit zu seiner Verwendung würde es dem 
Ingenieur, dem Physiker, dem Mathematiker nicht fehlen. B. Mehmke. 



Anfrage. 

P. 8.^ H. Wie lassen sich bei einer graphisch gegebenen Funktion aus 
der darstellenden Kurve graphisch (oder mechanisch) die ersten Koeffizienten 
der Entwicklung nach Zylinderfunktionen bestimmen? 



BtLcliersclLaii. 



J. F. Encke, über die Besüminiiiig einer elüptisohen Bahn aiiB drei 
vollständigen Beobaohtungen. — P. A. Hansen ^ Über die Be- 
Btimmnng der Bahn eines Himmelskörpers aus drei Beobaohtungen. 

Herausgegeben von J. Bauschinge r. Ostwalds Klassiker der exakten 
Wissenschaften. Nr. 141. kl. 8®. 162 S. Leipzig 1903. Pr. 2,50 M. 
In diesem Buche setzt Herr Bauschinger die von ihm mit J. H. Lamberts 
Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Kometen (vgl. diese Ztschr. Bd. 49, 
S. 388) begonnene Herausgabe der för die Bahnbestimmung der Himmels- 
körper wichtigen QueUenschriften fort und dehnt sie auf zwei Arbeiten 
aus, die eine neue Darstellung und Herleitung der Gaußschen Methode 
versuchen und namentlich nach der praktischen rechnerischen Seite hin Ver- 
Wserungen einführen. Insbesondere gilt letztere Bemerkung von der 
Enckeschen Abhandlung, die zuerst 1851 im Berliner Jahrbuch für 1854 
erschien und das Besultat aller Untersuchungen und Erfahrungen Enckes 
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bietet. Weniger durch enge Anlehnung an die Praxis als vielmehr durch 
meisterhafte Analyse zeichnet sich die Schrift Hansens [in den Verhdl. d. 
K. S. Ges. d. Wiss., math.-phys. Kl., Bd. 15 (1863)] aus. Eine vergleichende 
Würdigung läßt Bauschinger beiden Arbeiten in den wertvoUen „Anmerkungen" 
angedeihen. Insbesondere aber wird es der Astronom begrüßen, daß der 
Herausgeber in einem „Anhangt das aus Tietjens Aufsatz im Berliner Jahr- 
buch für 1879 hervorgegangene übersichtliche und rechenflücbtige Formel- 
schema zur Bahnbestimmung mitteilt, das man ,Jetzt als das sicherste und 
kaum mehr verbesserungsfähige wird anerkennen müssen." 

Straßburg i. E. C. W. Wirtz. 

0. W. Littlehales, A new and abridged method of flnding the locus 
of geographica! position and the oompasa error. Phil. soc. of 
Washington, Bull., Vol. 14. 8^ 14 S. u. 3 Tafeln. Washington 1903. 
Die Ortsbestimmungen auf See, die heutigen Tages vielfach nach der 
von Marcq St. Hilaire ausgearbeiteten Höhenmethode ausgewertet werden, 
erfordern die für den Seemann immerhin lästige Berechnung der Gestimshöhe 
aus geographischer Breite, Stundenwinkel und Deklination. Zur Umgehung 
dieser Rechnung sind schon zahlreiche Vorschläge aufgetaucht, die teils eine 
Tabulierung anstreben, teils das Problem graphisch lösen wollen. Auf 
graphische Tafeln läuft auch der hier von Littlehales gemachte Vorschlag 
hinaus, der übrigens einige Ähnlichkeit mit dem 1873 von C. Braun kon- 
struierten „Trigonometer" aufweist (\rgl. Berichte von dem erzbischöflichen 
Haynaldschen Observat. zu Kalocsa, p. 142, Münster i. W. 1886). Littlehales 
verlangt einfach die Ablesung der gesuchten Zenitdistanz und des Azimutes 
in einer stereographischen Projektion der Himmelssphäre. Zur Erzielung 
der erforderlichen Genauigkeit muß er indes die Karte so groß wählen, daß 
er sie in 340 Blätter zu zerlegen hätte, um auf ein handliches Format zu 
kommen. Für besonders zweckmäßig hält der Verf. sein Verfahren zur 
raschen Berechnung der von Wirtz behandelten „kimmfreien" Standlinie 
(A. d. Arch. d. D. Seewarte, 25. Jahrg., 1902). Die beigegebenen Probe- 
tafeln legen indes nicht den Gedanken nahe, daß sich mit ihrer Hilfe die 
verlangten Höhen schnell und sicher entnehmen ließen. 

Straßburg i. E. C. W. Wirtz. 
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Astronomie und Geodäsie« 

1« Gauss, F. G., Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen in 

der Feldmeßkunst. 8. Aufl. (Ln Hefken.) 1. Heft. Halle, Strien. 

Subskr.-Pr. M. 3.60. 

2. Hegbmamn, E., Lehrbuch der Landes Vermessung. Berlin, Parej. 

geb. in Leinw. M. 12. 

8« Tapla, Theodor, Grundzüge der niederen Geodäsie. XU. Kartierung. Leipzig 

und Wien, Deuticke. _ M. 8.50. 
S. auch Nr. 4. 



1) Wo kein Erscheinungsjahr angegeben, ist es 1906. 
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GeBchiehte. 

4. Drevkb, J. L. E., History of the planetary eystems fxom Thaies to Kepler. 
Cambridge, University Press. 10 s. 6 d. 

5. LKiBinzKHs nachgelassene Schriften physikalischen, mechanischen und tech- 
nischen Inhalts. Hrsg. und mit erläuternden Anmerkungen versehen von Ernst 
Gerland. (Abh. zur Gesch. der mathem. Wiss., XXI. Heft.) Leipzig, Teubner. 

M. 10. 

6. MüLLBB, Fklix, Karl Schellbach. Rückblick auf sein wissenschafkl. Leben 
nebst zwei Schriften aus seinem Nachlaß und Briefen von Jacobi, Joachims- 
thal und Weierstraß. Mit einem Bildnis Karl Schellbachs. (Abh. zur Gesch. 
der mathem. Wiss. XX. Heft, 1. Stück.) Leipzig 1906, Teubner. M. 2.80. 

Physik. 

7« Aalst, J. W. van. Theoretische beschouwingen over het warmteproces in 
stoomturbines, petroleum- en gasmotoren en verkoelings-machines, met 
körte beschrijving van enkele soorten dier machines. Helder, de Boer Jr. 

Fl. 1.50. 

S. Chwolson, 0. D., Traitä de physique. Traduit sur les ^ditions russe et alle- 
mande par £. Davauz. Edition revue et consid^rablement augment^e par 
Tauteur, suivie de notes sur la physique th^orique par E. et F. Cosserat. T. I, 
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AbhandlnngsregiBter 1904—1905. 

Von Ernst Wölffing in Stuttgart. 

(Die Zahlen über 2604 beziehen sich anf das im nächsten Heft erscheinende 
Technische Abhandlnngsregister 1903—1904). 



(Fortsetzung.) 



Lumlnesieni. 



1069. J. Guinehant. Sar les ph^no- 
menes de lominescence. J.P. (4) 4. 418. 

1070. C L, NichoU and E, Merritt. 
Stadies in luminescence. II. P.R. 18. 403; 
19. 18; 382. 

1071. M. Trautz. Über neue Lumi- 
neszenzerscheinuDgen. Z.E. 10. 593. 

Siehe auch 854; 855. 

Phosphoreszenz. 

Siehe 3632. 

Fluoresiem. 

1072. F. Kehrmann. Über Fluoreszenz. 
C.B. 37. 8581. 

107S. C. Camichel. Sur la fluorescence. 
C.B. 140. 139; 141.. 185: 249. 

1074. E. L. NichoU, Die neuere 
Forschung über die Physik der Fluores- 
Muz. J.R.E. 2. 149. 

1075. L. Puccianti. Sulla fluorescenza 
del vapore di sodio. B. A. L. R. 13. B. 433. 

1076. H, Kauffmann und A. Beiß- 
vtnger. Über Fluoreszenz ünter- 
lucnungen über das Ringsystem des 
Benzols. C.B. 37. 2612. 

Irradiation. 

1077. Ä. Quibhard. Sur Tirradiation 
tangentielle. CR. 140. 1446. 

Interferenx. 

1078. B. W. Wood. Some new cases 
of interference and diffraction. P.P.S. 
L. 19. 86. 



1079. P. StaeckeL Über ein in der 
I Optik auftretendes bestimmtes Integral. 

A.Gr. (3) 8. 245. 

1080. E. Gehrcke. Über Interferenz- 
I punkte. V.D.P.G. 7. 236. 

I 1081. B. W. Wood. The achromati- 

, zation of approximately monochromatic 

I interference fringes by a highly dispersive 

medium and the consequent in a case in 

the allowable path difference. P.M. (6) 

8. 824. — Lord Bayleigk. 380. 

1082. TT. Feußner. Über ein Ver- 
fahren zur Dickenbestimmung keilför- 
miger Schichten durch Interferenzstreifen. 
S.G.M. 1903. 76. 

1088. M. Latie. Die Krümmung der 
Interferenzßtreifen beim Stufengitter. 
P.Z. 6. 283. 

1084. G. Sagnac. Sur la propagation 
de la phase des vibrations et sur les 
interferences au voisinage d*une ligne 
focale. S.F.P. 216. 3. 

Siehe auch 952; 2482. 

Diffraktion. 

1085. A. A. Hfichehon. A reciprocal 
relation in diffraction. P.M. (6) 9. 506. 

1086. /. Kießling und E. Barkow. 
Über die Entstehung von Beugungsringen 
in künstlich durch die Einwirkung elek- 
trischer Kräfte erzeugtem Nebel. V.D. 
P.G. 7. 11. 

1087. J. A. Moore. The loss of light 
by diffraction at a narrow slit. A.J.C. 
20. 285. 

lOHS. F.H.Jackson. On the diffraction 
of light produced by on opaque prism 
of finite angle. P.L.M.S. (2) 1. 393. 



190 



Abhandlungsregister 1904—1905. 



1080. Ä. W. Porter. On the diffraction 
images formed by a plane diffraction 
grating. P.M. (6) 8. 174. 

1090. A. E. Conrady. An experimental 
proof of phase-reversal in. diffraction 
Bpectra. J.R.M.S. lUOö. Nr. 2. 

1091. F. BaUamo. Su i fenomeni di 
diffrazioue di alcuni corpi organizzati in 
rapporto alle esperienze di Abbe. B.S. 
N.N. 17. 

1092. L. Pfaundkr. Über die dunklen 
Streifen, welche sich auf den nach 
Lippmanns Verfahren hergestellten 
Photographien sich überdeckender Spek- 
tren zeigen. A.P.L. (4) 15. 371. 

1098. H. Haga, P. G, TuJdens et C. 
//. Wirui. La diffraction des rayons 
Roentgen. A.N. (2) 8. 211. 
Siehe auch 1050; 1098; 2507; 3637; 3649. 

Polarisation des Liclit^s. 

1094. F. Zaviska Über die Polari- 
sation von Grenzlinien der Totalreflexion, 
(^tschech.) M A.T.P. 1903. Nr. 15. 

1095. F. Braun. Über mathematische 
Gitterpolarisation, insbesondere ihre An- 
wendung zur Deutung mikroskopischer 
Prilparate. A.P.L. 4^ 16. 238. 

1096. W,Bimiacl'i. Aualizator p61cie- 
niowy so zastoso^*aniu do badania swiatla 
spolanzowauego eliptycznie. ^Über einen 
Halbschattenanalysator und seine An- 
\irenduug bei der Untersuchung des 
elliptisch polarisierten Lichtes.» T.W. 
16. 151. 

Siehe auch 2489. 



Drehung der Polarisationsebene. 

1097. IL Ihif'et. Rechorohes experi- 
nientalos sur Texistenco de la Polarisation 
rotatoin^ dans los cristaux biaxe$. J. P. 
v4^ a. 757. 

109S. M F Mc DoicfU. Circular 
diohn'>i>m in natural rotatorv Solutions. 
P.R. 20. 163. 

1099. (K Sihönnxk. VWr den Eiu- 
rtuß der BoltMiohtuujr auf die .\ngaben 
von Saooharimotorn mitKcilkomplasation. 
.\.P 1. v4^ 14. 406 

1 HHK F. litskr. i^Hiar/.keilkolorimeter. 
.V.r L 4^ 16 4iH;. 

1101, (\ Whither. Oie Rotations- 
tUsporsiou der spontan aktiven Ki^rpt^r 
/,P i\ 41 161 

1105. (' ^ Huiiinm. CK^r die Multi- 
i\^utiou des Milohiuckers. Z, P. l\ 44. 4^7, 

tu«, r Op.^sx^^o c (; (Vsf«i«'. Sui 
^v:ore rv^tatv^r^* s^nvitivv della nicotina 



' sciolta in miscugli di acqua e di alcool 

I etilico. N.C.P. (6)8. 365. 

; Siehe auch 1110; 1160; 1161; 1164^&e. 

Einfache Brechung. 

Siehe 852: 853. 

Doppelbrechung. 

1104. I). B. Brace. On double kt-^« 
fraction in matter moving through b^^^ 

i aether. P.M. (8) 7. 317. 

1105. 0. Wiener. Lamellare Dopp^^X, 
, brechung. P.Z. 5. 332. 

' IIW. F. Kaenipf. Größe und ürgaes :i:^^ 

' der Doppelbrechung in Eundteclft^^^^ 

Spiegeln und Erzeugiing von Dopp-^^]^, 

brechung in Metallspiegfeln durch Jm^mm-^ 

A.P.L. (4) 16. 308. ^^ 

1107. J. Beiff. Die Herstellung d^:^-^;^ 
pelt brechender Körper ans isotrop ^^ 
Bestandteilen. D.M. 12. 137. 

1 108. L. X. G. Filon. On the variabic>^ 
with the wave-length of the doQb;t^ 
refraction in strained glass. P.C.P ^ 
12. 313. 

1109. F. Zaviska. Verifikation d^^r 
FresnelschenGresetzo derPoppelbrech urfc j > 
bei zweiachsigen Kristallen (tschech^^i 
M.A.T.P. 190J. Nr. 26. 

1110. r. Kraft et C. Zakrzetrski. Üo^e 
methode pour determiner les directioi=m8 
principales et les constantes optiqn ^g=H 
dans le cas de la bir^frigence combin^^^ 
avec le pouvoir rotatoire. B.LC. 1904. 50^^^^. 

1111. >. Zaremba. Sur un probl^n — nz^e 
d*hvdradynamique lie ä un cas de doub^d^c 
refraction accidentelle dans les liquidi^^ es 
et sur les consid^rations th^riques (=iL«de 
M. Xatanson relatives u ce phenomen^^Eie. 
B.LC. 1903. 403. 

1112. L. Xatatt.son. Sur une parS" — ti- 
cularite de la double refraction aco^^i- 
dentelle dans les liquides. J.P. (4) 4. 
1S:1 

ms. /.. Xatati^M. Sur une panrr-tf- 
cularite de )a double refraction t w-^ ^j 
dentelle dans les liquides pouvant secr-rir 
a la dt^termination de leur temps de 
relaxation. B.I C. 1904. 1: 103. — s. 
ZnrrmlHi 97. 

1114. C. ZakrfK^. Sur la poBitioo 
de^ ases optqoes dans les liquides de- 
formes B.I C. 19*:»4. 50. 

1115. ."»* Zart mint. Xote sur la double 
rt^fraciion accidentelle de la lumi^re 
dans los l:|r::des J.P. 4' 3. 606; 4. 614 

1116. C, CkenerraH. Sur les poüToira 
rt-friiiinfnt5 des corps diasoud. Loii 
approohe^. O.R. 13-S- 1578. 
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111 "• G. Quincke. Doppelbrechnng 
der Gallerte beim Aufquellen und 
Schrumpfen. A.P.L. (4) 14. 849; 15. 1. 

1118* J. James. Die Abraham-Le- 
moinesche Methode zur Messung sehr 
kleiner Zeitintervalle und ihre Anwen- 
dung zur Bestimmung der Richtung 
und Geschwindigkeit der Entladung in 
Entladungsröhren. A.P.L. (4) 15. 954. 
Siehe auch 478; 1084; 1148; 1144; 
1161—68; 8148. 

BreehnngBlndex* 

1119. C. Chdneveau. Sur Findice de 
refraction des Solutions. CR. 188. 1483; 
139. 361. 

1120. Z. Zanini. Süll' indice di 
rifrazione delle soluzioni. R.F.M. 6. A. 
3: 118; 198; 501. 

1121. F. Heß. Über das Brechungs- 
Termögen von Mischungen zweier Flüssig- 
keiten unter Berücksichtigung der beim 
Mischen eintretenden Volumänderung. 
A.A.W. 1906. 312. 

1122. H. Nakaoka. Relation between 
the index of refraction and density. P. 
TM. 2. 298. 

1123. P. PantaneUi. Peso specifico 
e indice di refrazione del quarzo fuso. 
P.S.T.P. 14. 67. 

1124. J. Koch. Bestimmune des 
Brechungsindexes des H^ der CO, und 
des im Ultrarot. A.P.L. (4) 17. 658. 
Siehe auch 999; 1127; 1128; 1180; 2498. 

Thermooptik. 

1125» B. V. Bevan. The temperature 
effect in the combination of Hydrogen 
and Chlorine under the infiuence of light. 
P.C. P.S. 12. 898. 

1126« U. Panichi. Influenza della 
variazione della temperatura e piü 
specialmente dei forti rafireddamenti 
sol comportamento ottico di alcuni mi- 
nerali. A.L.M. (6) 4. 389. 

1127. L. de BaM. On the influence 
of vapour pressure on refraction. M.N. 
A.S. 65. 750. 

1128. F. F. Martens und F. J, Micheli. 
n>er den Einfluß von Temperatur und 
Dichte auf Brechungsexponenten nach 
Beobachtungen an Flußspat. V.D.P.G. 
6. 308. 

1129* E. Lucas. Bemerkungen zu 
dem Gesetz der Helligkeitszunahme eines 
glühenden Körpers mit der Temperatur- 
P.Z. 6. 19 

1180. F. F. Martens ei F. J. Micheli. 
hifluence de la temperature et de la di- 



latation sur les indices de refraction 
d'apres les Observation» sur le spath 
fluor et le quartz. A.S.G. (4) 19. 585. 

1181. F. Hasenöhrl, Über die Rezi- 
prozität des Strahlungsganges in be- 
wegten Körpern. Thermodynamische Ab- 
leitungen des Fresnelschen Fortführungs- 
koeffizienten. S.A.W. 118. 493. 

1182. M. Ikle. Optische Methoden 
zur Messung hoher Temperaturen. P.Z. 
6. 450. 

1188. Le Bei. Sur requilibre ther- 
mique. S.F.P. 229. 7. 

Siehe auch 1403; 3611. 

Elektrooptlk. 

WM» M.Beinganum. Bemerkung zur 
Elektrooptik der Metalle. A.P.L. (4) 
16. 958; 17. 196. 

1185. E. Hagen and H. Rubens. On 
some relations between the optical and 
the plectrical qualities of metals. P.M. 
(6) 7. 157. 

11 8ü. IT. KtKhan . Die lichtelektrischen 
Erscheinungen an Metallen in Elektro- 
lyten. J.R.E. 2. 186. 

1187. B. Groselj. Einige Messungen 
betreffend die spezifische Jonengesch win- 
digkeit bei lichtelektrischen Entladungen. 
S.A.W. 113. 1131. 

1188. E. Goldstein. Über elektrische 
Entladungserscheinungen und ihre 
Spektra. V.D.P.G. 8. 315. 

1189. H. SchoU. Photoelektrische Er- 
scheinungen an feuchtem Jodsilber. A. 
P.L. r4) 16. 193; 417. 

1140. E. R. V. Schueidler. Zur Theorie 
des photoelektrischen Stromes. A.A.W. 
1904. 263; S.A.W. 113. 1120. 

1141 . if. Pribram. Über das Leuchten 
verdünnter Gase im Teslafeld. S.A.W. 
113. 489. 

1142. J. Stark. Über die Entstehung 
der elektrischen Gasspektra. A.P.L. (4) 
14. 506. 

1143. G. W, Elmeti. Über elektrische 
Doppelbrechung in Schwefelkohlenstoff 
bei niedrigem Potential. A.P.L. (4) 16. 350. 

1144. G. W. Elmin. Electric double 
refraction in carbon disulphide at low 
Potentials. P.R. 20. 54. 

1146. W. Voigt. An effect of elec- 
trical vibrations in an optically active 
medium. R.B.A. 74. 466. 

1146. P. Drude. Optische Eigen- 
schaften und Elektronentheorie. A.P.. 
L. (4) 14. 677. 986. 

Siehe auch 1161; 1552; 1553; 3128; 
3163; 3605. 
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Elektrigches Licht. 

1147. C. D. Child. The electric arc. 
P.R. 19. 117. 

1148. W. S. Weedon. A contribution 
to the study of the electric arc. T.A. 
E.S. 6. 171. 

1149. H, T. Simon. Über die Dynamik 
der Lichtbogen Vorgänge und über Licht- 
bogenhyst^resii;. F.Z. 6. 297. 

1150. E. Bosch. Gasentladungen und 
Lichtbögen mit glühenden Leitern 
2. Klasse als Strombasis. P.Z. 5. 376. 
Siehe auch 1157; 1600; 1607; 3021; 

3601; 3638. 



Magnetoptik. 

1151. M. Otta. N6ktere novo magneto- 
optickä pokusy. (Einige neue magneto- 
optische Versuche.) C. 33. 146. 

1152. Ä. Sella. Alla ricerca di un 
fenomeno ottico-magnetico. B.A.L.R. 
(6) 13 B. 148. 

1153. F. Be. I fenomeni magneto- 
ottici Majorana. B.F.M. 6A. 534. 

1164. L. EouUevigne et U, Passa, 
Propri^t^s magn^to-optiques du fer iono- 
plastique. CR. 141. 29. 

1155. P. Zeemann. Strahlung des 
Lichtes in magnetischem Felde. N.R. 
20. 387. 

1166. C. D. Child. The arc in a 
magnetic field. P.R. 20. 100. 

1167. E. Martin. Wirkung magne- 
tischer Querkräfte auf einen Gleichstrom- 
lichtbogen mit geradliniger Strombahn. 
V.D.P.G 6. 199. 

1158. P. Zonta. Su lo spettro emesso 
•dai tubi di Geissler nel campo magnetico. 
N.C.P. (5) 7. 321. 

1159. J. J. BaUo. La rotation magn^- 
tique du plan de polarisation dans le 
voisinage d^une bände d'absorption. Ä. 
N. (2) 10 148. 

1160. F. Agerer. Über magnetische 
Drehung der Polarisationsebene des 
Lichtes in Salzlösungen und Bestimmung 
der absoluten magnetooptischen Kon- 
stanten für Wasser. A.A.W. 1905. 142; 
S.A W. 114. 803. 

1161. S. Kah'nowski. dzialaniu 
nastepczem przy podwöjnem zalamaniu 
Swiatla w cieczach elec^znie odksztal- 
conych i przy magnetycznem skrtcaniu 
plaszczyzny polaryzacyi w cieczach. 
(Über die Verzögerungserscheinung bei 
der elektrischen Doppelbrechung und 
bei der magnetischen Drehung der 
Polarisationsebene bei den Flüssigkeiten.) 
T.W. 16. 1. 



1162. J. Geest. Über die Doppel- 
brechung von Na-Dampf im magnetiflchen 
Felde. P.Z. 6. 166. 

1163. J. Geest. La double r^&action 
de la vapeur de sodium. A.N. (2) 10. 
291. 

1164. B. W. Wööd and H. W. Spnng- 
steen. The magnetic rotation of sodiom 
vapor. P.R. 21. 41. 

1166. P. Zeeniann. Dnbbele breking 
in een ma^etisch veld in the nabijheid 
van magnetisch gesplitste absorptieUjoen. 
C.A.A. 13. 616. 

1166. L. H. Siertsema. OndenoekTan 
eeue foutenbron bij het met«n van mag- 
netische draaiingren van het polarisatieT- 
lak in absorbeerende oplossinger. C.A.A. 
12. 749. 

Zeemangehes PUnomen. 

11^7. A.A. Bohb, Beiträge zur Theorie 
des Zeemanefifektes. A.P.L. (4) 16. 107. 

I 

I Elektromagnetische Liehttlieorie. 

I 

1168. A. Garbasso. Teoria elettro- 
< magnetica della luce. M.A.T. (2)68.187. 

1169. Gray. Electromagnetic theon 
of light. P.P.S.G. 35. 

1170. H. T, Eddy. The electro- 
magnetic theory and the velocitv of 
light. P.R. 20. 193. 

1171. A. Einstein, über einen die 
Erzeugung und Verwandlimg des Lichtes 

' betreffenden heuristischen Gesichtspunkt. 
' A.P.L. (4) 17. 132. 

1172. A. Garbasso. Le scariche os- 
' cillanti nei sistemi di conduttori com- 

plessi e la teoria elettromagnetica dell' 
I analisi spettrale. N.C.P. (6) 8. 344. 
I 1178. J.. Garbasso. Le scariche es- 
I cillanti nei sistemi di conduttori com- 

plessi e teoria elettromagnetica dell' 
, analisi spettrale. N.C.P. (6) 8. 344; 393; 
, 9. 31. 
1 Siehe auch 1496; 1696; 3648. 

Photometrie. 

I 1174. A. Schmidt. Beschränkung and 
' Erweiterung meines Helligkeitsgesetzes. 
I P.Z. 6. 628. 

1176. G. P. Hyde. On the theory of 
the Matthews and the Russel-L^onard 
photometers for the measurement of 
mean spherical and mean hemisphencal 
intensities. B. B.S.W. 1. 266. 

1176. A. VaiJlant. Sur la comnara 
bilit^ des däterminations spectrophoto- 
mätriques. CR. 138. 1088. 
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1177. A. W. Roberts. A consideraiion 
of dose binaiy syatems in relation to 
light Taziatioiis. B.A.A. 1. 110. 

Siehe auch 1178; 1404; 3602; 3608; 3613; 
3620; 3623; 3634; 3646. 

Physiologigche Optik. 

1178. D. A. GcMhammtr. Die Farben- 
empfindlichkeit des Anges und die photo- 
metrische Helligkeit der leuchtenden 
Körper. A.P.L. (4) 16. 621. 

1179. V. Grünbera. Farbengleichung 
mit Zuhilfenahme der 3 Grundempfin- 
dungen im Young-Helmholtzschen Far- 
bensystem. A.P.L, (4) 17. 166. 

Siehe auch 1041; 2606. 

Optische T&a8chiiiig. 

1180. P. Czermak. Eine virtuelle 
stereoskopische Täuschung. Z.P. 17. 341. 

Scheinbare Gestalt des Himmels- 
gewölbes. 

1181. E. Mayr. Die scheinbare Ver- 
größerung Ton bonne, Mond und Stern- 
bildern am Horizont. A. F. G. P. 101. 349. 

1182. A. C. Jouffray. Sur Tagrandis- 
sement des astres ä. Thorizont. B.S.A. 
F. 17. 448. 

1188. N. Die Vergrößerung der Ge- 
stirne am Horizont. D.W.B. 3. 126. 

1184. L. Weber. Die scheinbare 
Größe des Mondes am Horizont. W.T. 
H.A. 8. 

Wärmelehre. 

1186. E. Ferron. Contribution ä, la 
Üi^rie math^matique de la chaleur. 
LL. 27. 27. 

1180. JET. A Wilson. On conrection 
of heat. P.C. P.S. 12. 406. 

1187. W. P. Bradley and C. F. Haie. 
The distribution of temperature in an 
»ir liquefier of the single-circuit type. 
P.R. 19. 387. 

1188. J. Boussinesq. Sur Tunicit^ de 
la Solution simple fondamentale et de 
Texpression asymptotique des temp^- 
ratures dans le probl^me de refroidisse- 
ment. B.D. (2) 28. 46. 

1189. /. Perry. ^a, lines of total 
heat. N. 70. 100 

1190. T. Martini. Sülle varie ipotesi 
intese a spiegare Tefifetto Pouillet (calore 
ivolto nel bagnare le polveri e i corpi 
porosi). A. J. V. (8) 6. 

Siehe auch 690; 671; 3807; 3810; 3816; 
3843; 3862; 3867. 



Wärmequellen. 

Siehe 3848. 

Wärmefortpflanznng. 

Siehe 3809. 

Undulatioiistiieorie der Wärme. 

Siehe 876; 3860. 

Wärmekapazität. 

Siehe 3866. 

Temperatur. 

Siehe 641; 1187. 

Thermostatik. 

1191. P. Duhem. Sur T^q^uilibre de 
temperature d'un corps invariable et la 
stabilite de cet ^quilibre. J.M. (8) 1. 77. 

1192. E. Jouguet. Sur la stabilite 
de räquilibre. P.S.B. 1902—3. 116. 

1198. P. Duhem. Sur les conditions 
n^cessaires pour la stabilite initiale d'un 
milieu vitreux. P.S.B. 1902—3. 62. 

Thermodynamik. 

1194. K. V. Wesendonk. Zur Thermo- 
dynamik. A.P.L. (4) 16. 568; P.Z. 6. 60. 

1195. H. N. Davis, k PQ plane for 
thermodynamic analysis. P. A. Bo. 40. 629. 

1196. G. Belluzzo. Principi di termo- 
dinamica grafica. N.C P. (3) 8. 196; 241. 

1197. H. Diemer. Thermal diagrams. 
B.Ü.K.L. 2 No. G. 

1198. E. Buckingham. On certain dif- 
ficulties which are encountered in the 
study of thermodynamics. P.M. (6) 9. 208. 

1199. A. H. Bucherer. Zur Thermo- 
dynamik der radioaktiven Vorgänge. 
P.Z. 6. 730. 

1200. P. N. Pavlov. Über eine Eigen- 
schaft des thermodynamischen Potentials 
des kristallinischen Mittels (russ.). M. S. 0. 
26. 166. 

1201 . P. N. Pavlov. Über das thermo- 
dynamische Potential der chemischen 
Elemente und ihrer Verbindungen. 
MS.O. 27. 

1202. W. P. Boyfiton. Thermodyna- 
mical Potentials. P.R. 20. 269. 

1208. A. Einstein. Zur allgemeinen 
molekularen Theorie der Wärme. A. P. L. 
(4) 14. 364. 

1204. A. Einstein. Über die Ton 
der molekular kinetischen Theorie der 
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Wärme geforderten Bewegung von in 
ruhenden FlüBsigkeiten suspendierten 
Theilchen. A.P.L. (4) 17. 549. 

1205. J. Baussinesq. Pouvoir refroi- 
dissant d*un conrant fluide, faiblement 
conducteur aar un corps limit^ en tout 
sens. CR. 138. 1189. 

1206. J. Boussinesq, Pouvoir refroi- 
dissant d'un courant fluide, faiblement 
conducteur, aur un cylindre ind^fini 
de section droite quelconque et dont 
Taxe est normale au courant. CR. 138. 
1134. 

1207. J. Boiissinesq. Conductibilite 
ezt^rieure ou superficielle repräsentative 
pour un corps donn^ du pouvoir refroi- 
dissant d*un courant fluide. C R. 140. 66. 

1208. C. Forch. Bemerkung zu einer 
Arbeit des Herrn E. Schaposchnikow 
über: eine empirische Beziehung zwischen 
den Dichten zweier Flüssigkeiten. P.Z. 
6. 633. 

1209. J. Pitsch. über den Zusammen- 
hang der spezifischen Volumina einer 
Flüssigkeit und ihres gesättigten 
Dampfes. S.A.W. 113. 849; A.A.W. 
1904. 218. 

1210. Lord Bayleigh. On the pres- 
sure of gases and the equation of virial. 
P.M. (6) 9. 494. 

1211. C. Dieterici. Über die kalori- 
metrischen Eigenschaften des Wassers 
und seines Dampfes bei hohen Tempe- 
raturen. D.V.N. 76 B. 28. 

1212. M. Beinganum. Zur Dampf- 
dichtebestimmung nach der Gay-Lussac- 
Hoffmannschen Methode. V. D. P. G. 7. 76. 

1213. 0. Berner. Die Fortleitung des 
überhitzten Wasserdampfes. M.F.I. 21. 1. 

1214. A. A. Bacon. The equilibrium 
pressure of a vapour at a cunred sur- 
face. P.R. 20. 1. 

1215. P. Duhem. Sur une g^nerali- 
sation du th^or^me de Reech. P.S.B. 
1902—03. 66. 

1216. C. Dieterici, Über die Energie 
des Wassers imd seines Dampfes bei 
hohen Temperaturen. V. D. P. G. 6. 228 ; 
P.Z. 6. 660. 

1217. K. V. Wesendonk. Über freie 
Energie. P.Z. 6. 646. 

1218. /. E. Trevor, The dependence 
of free energy upon temperature. J. P. C 
9. 299. 

1219. C. Dieterici. Die Enerpieiso- 
thermen des Wassers bei hohen Tempe- 
raturen. A.P.L. (4) 16, 907. 

1220. P. Duhem. Sur Tänergie uti- 
lisable d*un Systeme dont la surface est 
maintenue ä une temperature invariable. 
P.S.B. 1902—03. 121. 



1221. J. J. van Laar. Over de ver- 
schillende Tormen en oYergangen der 
ffrenslijnen bij gedeeltel\jke mengbur- 
beid van twee vloeistoffen. C A. A. 13. 6Sa. 

1222. P. Duhem. Sur les däformations 
permanentes de lliysten^is. S.E.B. i" 
62. No. 1. 

1228. T. M. Gardner. Determination 
of exponents of adiabatics. J.F.I. 169. 
199. 

1224. A. Batechinski. Erweiterung 
des Begriffs der kritischen Größen. 

! Z.P.C 40. 629. 

1225. G. Bakker. Untersuchungen 
I über kritische Dichte und die Theorie 

Ton Andrews -van der Waals. AP.L. 
I (4) 16. 643. 
I .. 1226. P. Duhem. Die dauernden 

Änderungen und die Thermodynamik IX. 
I Z.P.C 43. 696. 

1227. A. A. Noyes und G. V. Sammet. 
Experimentelle Prüfung der thermo- 
djnamischen Beziehung zwischen der 
Lösungswärme und der Änderung der Lös- 

' lichkeit mit der Temperatur im Falle 
I dissoziierter Substanzen. Z.P.C 43.513. 

1228. M. Wildermann. Über den Zu- 
sammenhang zwischen Grefrierpunkten, 
Siedepunkten und Löslichkeit. Z.P.C. 
42. 481. 

1229. S. Scharbe. Über die Bestim- 
mung der Kurve fest -heterogen binärer 
Gemische durch kalorimetrische Mess- 
ungen. A.P.L. (4) 16. 1046. 

1280. /. J. van Laar. Over eenige 
I verschijnselen, welke kunnen optreden 
; by de beperkte mengbaarheid van 2 

vloeistoffen waarvan de* eene anomaal. 

speciaal water, is. CA. A. 13. 673. 
I 1281. J. J. van Laar. Sur quelques 
I ph^nomenes remarquables ches la mis- 

cibilit^ partielle d'un melange de 2 li- 
' quides dont Tun des denz est anomale. 
I A.M.T. (2) 9. 369. 

1282. j. Perry. A useful empirical 
' formnla. N. 69. 102. — J, D. EvereU 161. 
j 1288. A. Batachinski. Beziehungen 

fOr die thermischen Eigenschaften der 

Stoffe. A.P.L. (4) 14. 288. 
I 1234. D. A. Goldhammer. prirode 

iidkago vozducha. (Über die Katnr der 

flüssigen Luft.) S.M.Ka. (2) 14. 99. 

1285. G. Meslin. Sur la constante 
de la loi de Mariotte et Gay-Lussac. 
J.P. (4) 4. 262. 

1286. A^ Hällsten. Eine Bemerkung 
zu der Glapeyron-Clausiusschen Gleichung 
für die latente Wftrme. Z.P.C. 42. 369. 

1287. F. Richare. Einige Folgerungen 
der Theorie des G^setz^ von Dulong 
und Petit. S.G.M. 1904. 61. 
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12S8. F. E, Ktster. Der Joale-Thom- 
Boneffekt in COy P.Z. 6. 44. 

1239. P. ByMm. Snr une g^n^rali- 
aation du tib^räme de Reech. P.S.B. 
1902—0$. 65. 

Siehe aach 686; 647; 7S6; 772; 849; 

850; 938; 1181; 1361; 3796; 3818; 8886; 

8864; 8866; 3878; 8888. 

Zweiter Hauptsats der Thermo- 
dynamik. 

1240. Scheye. Über die Ableitung des 
Intensit&tBgesetzes der Energetik aus 
dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik. 
Z.P.C. 44. 496. — G. Helm 498. 

Entropie. 

1241. J. Swifdmme, J. Perry. Entropv. 
N. 70. 54. 

1242. Ä H. Burhury. On the theory 
of diminishing entropy. P.M. (6) 8. 43. 

1245. H. A. BumsUad. On the 
Tftriation of entropy as treated by Prof. 
Wülard Gibbs. P.M. (6) 7. 8. 

Siehe auch 1245; 3841 ; 8898. 

Kreisprozesse. 

1244. S, VoJenüner. Über den maxi- 
malen Wirkungsgrad umkehrbarer Kreis- 
pmesse. A.P.L. (4) 16. 829. 

1246. W. Me F. Ort, On Clausius' 
theorem for irreversible cycles and on 
the increase of entropy. P.M. (6) 8. 
609. — M. Planck 9. 167. 

1246. H. Hort. Über die Beurteilung 
▼on Dämpfen, die in Heiß-, Abwärme- und 
Kaltdampfmaschinen die Kreisprozesse 
Termittehi. Z.G.K. 11. 201. 

Dftmpfe. 

Siehe 1212; 1216; 3797— 99; 3803; 3808; 

3819; 8824; 3829; 3884; 3839; 8844; 3846; 

3849; 8868; 3872; 3877; 3897. 

Terdampfongswlrme. 

1247. A. J. Batschinski, Über die 
fie&ehung zwischen der Verdampfungs- 
▼arme und den kritischen Größen. 
ZP.C. 43. 369. 

1248. E. Mathias. Sur la chaleur de 
vftporisation des gaz liqu^fi^s. CR. 
140. 1174. 

1249. B. C. Fetmer and F. K, Bickt- 
Meyr. The heat of Vaporisation of liquid 
wr. P.R. 20. 77. 



1260. W. Kurbatoff. Über die Ver- 
dampfungswärme des Hg. Z. P. G. 43. 104. 
Siehe auch 1608. 

Misehungsw&rme. 

1251. B. M. Clarke. Bestimmung 
einiger Mischungswärmen. P.Z. 6. 164. 

1862. J. J. van Laar. Over meng- 
warmtenbij associeerendeoplosmiddelen. 
C.A.A. 18. 121. 

1268. E. Base. Bemerkungen über 
Julius Thomsons Messungen der 
Mischungswärmen von Säuren. P.Z. 6. 
648. 

Siehe auch 741. 

Kftltemisehongen. 

Siehe 8811; 3812; 3832; 8891; 3905. 

Mechanisches WärmeäquiYaleut. 

1254. H. T. Barnes. Mechanical 
eqnivalent of heat. W.E. 36. 297. 

1255. U. Behn. Über das Verhältnis 
der mittleren (Bunsenschen) Kalorie zur 
16<» Kalorie. S.A.ß. 1906. 72. 

1266. C. Dieteriei. Über die Plüssig- 
keitswärme des Wassers und das mecha- 
nische Wärmeäquivalent. A. P. L. (4) 16. 
693. 

Siehe auch 2344; 2479; 3813. 

Spezifische Wirme. 

1267. A. B. Bogc^avlen^ij. Ob iz- 
menenii teploemkoste kri8talli6eskich 
ves^estv s temperaturoju. T.N.J. 18. 

1258. N. Stücker. Neuere Bestim- 
munffen der spezifischen Wärme einiger 
Metalle bei höheren Temperaturen. 
S.A.W. 114. 657. 

1269. L. Holbom und L. Austin. 
Über die spezifische Wärme der Gase 
bei höherer Temperatur. A.P.T.R. 4. 
131; S.A.B. 1905. 175. 

1260. H. Lorenz. Die spezifische 
Wärme des überhitzten Wasserdampfes. 
P.Z. 5. 883; M.F.I. 21. 93. 

1261. F. Bicharz. Bestimmuug des 
Verhältnisses K der beiden spezifischen 
Wärmen Cp : tv von Ozon. S. G. M. 
1904. 57. 

1262. S. Valentiner. Über die Ab- 
hängigkeit des Verhältnisses Cp : c. der 
spezi&chen Wärmen des N vom Druck 
bei der Temperatur der flüssigen Luft. 
A.P.L. (4) 15. 74. 

1268. E, Mathias. Remarques au 
siget du memoire de M. Dieteriei inti- 
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tul6 les chaleurs sp^cifiques de Tacide 
carbonique et de risopentane. J.P. (4) 
3. 939. 

Siehe auch 1303; 3894; 3896. 

l'i^i. J. Traube. A theorj of Bolntions. 
P.M. (6) 8. 168. 

1205. E. Äriis. Theorie des solntionB 
dilu^OB, basäe snr la loi de Van't Hofif. 
CR. 139. 401. 

1266* G. Martin, A contribution to 
tbe theory of Solution. J.P.C. 9. 149. 

1267. J, B. Goebel Zahlenbeispiel 
zur neueren Theorie der Lösungen. 
Z.P.C. 42. 59. 

1208. H. Jahn. Entwurf einer er- 
weiterten Theorie der Yerdünnten 
Lösungen. Z.P.C. 41. 267. 

126». F. Boihmund und N. T. M. 
Wüsmare. Die Gegenseitigkeit der Lös- 
lichkeitsbeeinflussung. Z.P.C. 40. 611. 

1270. W. Meyerhoffer. Über den 
Entdecker der Knicke und Löslichkeits- 
kurven. Z.P.C. 42. 601. — W. OstwdOd 
503. 

1271. G. Bruni e A. CaUepari. Sul 
congelamento delle soluzioni in solventi 
dimorfi. R.A.L.R. (6) 13A. 481. 

1272. E. Brunner. Zur Theorie der 
elektrolytischen Lösungstensionen. Z.E. 
11. 415. 

1278. F. Kohlrausch, über gesättigte 
wäßrige Lösungen schwerlöslicher Salze. 
Z.P.C. 44. 197. 

1274. P. Vaillant. Sur la density 
des Solutions salines aqueuses consid^räe 
comme propri^tä additive des ions et 
sur Texistence de quelques ions hydrates. 
CR. 138. 1210. 

1275. J. Schurr. Recherches sur la 
vitease de dissolution des sels dans leurs 
Solutions aqueuses. J.C.P. 2. 245; J.P. 
(4) 4. 17. 

1276. R. Abegg und H. Riesenfeld. 
Über das Lösungsvermögen von Salz- 
lösungen für NH^ nach Messungen 
Noines Partialdruckes L Z.P.C 40. 84. 

1277. J. Bülitzer. Über die saure 
Natur des Acetylens. Z.P.C 40. 635. 
Hiebe auch 631; 632; 746; 747; 911; 
91U; 927—29; 1112; 1113; 1227; 1809; 

2354—56. 

lonentheorle. 

127h. n übler. Die lonentheorie. J.N. 
K 1U04 06. 27. 

127U« J S. Toumsend. The genesis 
ui ioDü hy the motion of positive ions 



in a gas and a theory of the sparking 
Potential. P.M. (6) 6. 598. 

1280. E. Meyer und E. Müller. Über 
die Ursache der Ionisation der P-Loft. 
V.D.P.G. 6. 332. 

1281. a BÖhm-Wendt. Über die 
Ionisation verschiedener Gase und 
Dämpfe durch Poloniumstrahlen. P.Z. 
5. 509. 

1282. A. Beychler. Quelques con- 
sid^rations ä Tappm de la throne des 
„ions mobiles". J.C.P. 2. 307. 

1288. E. Bloch. Sur la mesure de 
la mobilit^ des ions dans les gaz par 
une mäthode de zero. CR. 188. 1492. 

1284. R. Megg und W. Gaus. Bei- 
träge zur Theorie der direkten Bestim- 
mungsmethode von lonenbeweglich- 
keiten. Z.P.C 10. 737. 

1286. F. H. Getman. A model illus- 
trating Hittorfs' Theory of the migraüoD 
velocities of ions. S. (2) 21. 158. 

128Ö. P. FercMand. Über einseitig 
lonenwanderung und über nicht parallele 
Wanderung von Anion und Kation. C.Z. 
28. 864. 

1287. A. Wehnelt. Über den Aus- 
tritt negativer Ionen aus glühenden 
Metallverbindungen und damit zusam- 
menhängende Erscheinungen. A.P.L. (4 
14. 425. 

1288. S. Tijmstra. Notiz über lonan- 
geschwindigkeit. Z.E. 11. 249. — H. 
nanneel 249. 

128». E. R. V. Schweidler. Über die 
spezifische Geschwindigkeit der Ionen 
in schlecht leitenden Flüssigkeiten. 
A.A.W. 1904. 198. 

1290. E. V. Schweidler. Über die 
spezifische Geschwindigkeit der Ionen 
in schlecht leitenden Flüssigkeiten. 
S.A.W. 118. 881. 

1291. B. D. Steele. Die Messung 
von lonengeschwindigkeiten in wäßrigen 
Lösungen und die Existenz komplexer 
Ionen. Z.P.C 40. 689. 

1292. L. A. Parsons. The energy 
of ions. T.A.E.S. 5. 181. 

1293. S. Townsend. The charges on 
ions. P.M. (6) 7. 276. 

1294. C. Nordmann. Methode pour 
Tenrägistrement continu de Tätat dHoni- 
sation des gaz. lonographe. CR. 138. 
1418. 

1296. T. Retschinsky. Über die 
Wiedervereinigung der Ionen in Loft. 
A.P.L. (4) 17. 518. 

1296. Langevin. Becombinaison et 
diffusion des ions gazeux. J. P. (4) 4. 822. 

1297. R. K. Mc Clung. The rela- 
tion between the rate of recombination 
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of ions in air and the tempeiatnre of 
the air. P.M (6) 6. 666. 

1298. J. J. Thomson. The rate of 
recombination and the size of gazeouB 
ions. P.C. P.S. 13. 170. 

1299. G. W. Walker. On the rate 
of recombination of ions in gasea. P. M. 
(6) 8. 211. 

1800. O. W. Richardsofi. The theory 
of the rate of recombination of ions in 
gases. P.C. P.S. 12. 144. 

1801. E. H. Biesenfeld. Über den 
MoleknlarzuBtand Ton Jodkalium in Phe- 
nol. Z.P.C. 41. 346. 

1302. A. Thiel. Die Löslichkeit 
homogener Mischungen und die ge- 
mischten Depolarisatoren. Z.P.C 43.641. 
Siehe auch 889; 1137; 1274; 1490; 1501; 
1511; 1530; 1609; 1685; 2273— 77; 2368; 
2370; 2600; 2601; 2791; 3203; 3669. 

Thermisehe Ausdehnung. 

1808. B. A. Behrend, J. Perry. Ex- 
pansion curyes. N. 69. 66. 

1804. H. D. Ayres. Coefficients of 
linear ezpansion at low temperature. 
P.R. 20. 38. 

1805. /. S. Shearer. Note on Coeffi- 
cients of expansion at low temperature 
P.R. 20. 52. 

1806. K. F. Slotte. Über die ther- 
mische Ausdehnung und die spezifische 
Wärme einfacher fester Körper. B. F. F. 
U. 121. 

1807. H. Mc AUister Bandall On 
the coefficient of expansion of quartz. 
P.E. 20. 10. 

1808. P. Chappius. Determination 
de la dilatation du mercure. J. P. (4) 4. 12. 

1809. G. Landezen. Izoledovanija 
teplovogo rassirenija vodnych rastvoroT. 
(Untersuchungen über die Wärmeaus- 
dehnung wftssriger Lösungen.) T. N. J. 14. 

1810. A. Jamterod et F. L. Perrot. 
Sp le point de ftxBion de Tor et la 
dilatation de quelques gaz ä. haute tem- 
perature. A.S.G. (4) 20. 28; 128. 

1811. H. M. BandaU. The coefficient 
of expansion of Ni at its critical tem- 
perature. P.R. 20. 86. 

1812. 0. Tumlire. Die innere Arbeit 
bei der isothermen Ausdehnung des 
trocken gesättigten Wasserdampfes. 
S.A.W. 113. 380. 

Zngtandsgleichiing. 

1818. /. JD. ran der Wadls. De vloei 
stoftoestand en de toestandsyergelijking. 
C.A.A. 1«. 82. 



1814. J. D. van der Waals. L'^tat 
liquide et T^quation d'^tat. J. C.P. 2. 7 ; 
A.N. (2) 9. 1. 

1815. P. Kohnstamm. Sur F^quation 
d'^tat de van der Waals. J.C.P. 3. 170. 

1816. J. J. van Laar. Quelques re- 
marques sur r^quation d'ätat. A.M.T. 
(2) 9. 413. 

1817. /. L. VeracheffeU, Bijdrage tot 
de kennis van het v-vlak van van der 
Waals. Vn— Vni. C.A.A. 12. 69; 523. 

1818. H. Kamerlingh Onnes en C. 
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»U»«* IVltli^rt^tfoktes mit der Temperatur. 
W V NV 11« 668. 

MIU6« i\ \\\ Waubusr and G. K.Bur- 
f M Oll the temperature of the arc. 
M h S NV. t 109, 

IW?, (i OmHat^t, Über die Bedeu- 
dvu^^ Ui^M VVUimmeitungs Vermögens der 



Elektroden bei dem elektrischen Licht- 
bogen. N.A.Ü. (8) 20. 

1608. S. Sano. An extension of Fod- 
tains theory of the heat of vaponsation 
of a liquid charged with elecbicity. P. 
T.M. 2. 277. 

1609. J. Badakovüs. Ionisierung der 
Gase durch galvanisch glühende Drähte. 
S.A.W. 114. 769. 

1610. A. Abt. Thermoelektrische Kraft 
einiger Metalloxyde und Sulfide in Ter- 
bindung mit einander und mit einfEkchen 
Metallen bei 100® Temperaturunterschied 
der Berührungsstellen. B.M.N. 17. 292. 

1611. A. Szarvassi. Über elektromo- 
torische Kräfte und die reversibeln Wär- 
mestörungen des elektrischen Stromkrei- 
ses. A.P.L. U) 17. 248. 

1612. A. Gruse. Über die elektrische 
Eataphorese des destillierten Wassers 
durch poröse Tondiaphragmen (Pukall- 
masse) insbesondere ihre Abhängigkeit 
von Temperatur und Stromdichte. P. 
Z. 6. 201. 

1613. üf. V. Smoluchowski. Zur Theorie 
der elektrischen Eataphorese und der 
Oberflächenleitung. P.Z. 6. 529. 

1614. A. Bemini. Suir infiuensa della 
temperatura nella conducibilitä elettrica 
del litio. N.C.P. (5) 8. 269. 

1615. L. W. Hartmann. The con- 
duction losses from carbon filaments 
when heated to incandescence in varioas 
gases. P.R 20. 322. 

1616. F. Schneider. Courant thermo- 
^lectrique dävelopp^ par l'^chauffement 
d'un fil. A.S.G. (4) 18. 59. 

I 1617. C. E. Guye et A. Bemaud. Sur 

I une nouvelle m^thode älectrothenniqne 

pour mesurer la puissance mojenne des 

courants de fr^quence ^lev^e. A.S.G. 

, (4) 17. 51. 

1618. H. E. Schmitz. Der thermo- 
, elektrische Stromkreis dreier Metalle. P. 

Z. 6. 443. 

1619. A. D. Cole. The tuning of 
I thermoelectric receivers for electric wa- 

ves. P.R. 20. 268. 

1620. W. Moldenbauer. Über Be- 
ziehungen zwischen elektrolytischen Vor- 

fängen und der Elektrodentemperator. 
.E. 11. 307. 

1621. D. Berthelot. Sur le point de 
fusion de Tor. CR. 188. 1153. 

1622. A. de Forest Palmer. Thermo- 
electric determination of temperatures 
between and 200® centigrade. PB- 
21. 65. 

, Siehe auch 1272; 1705; 2920; 2990; 
I 3043; 3045; 3171; 8173; 8197; 3219; 
3813; 3833; 3857. 
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Elektriziffttsmessniigr« 
1W8, W. Einthoven, üne nouvelle 
methode d'amortigsement des oscillationB 
dans les indications galvanom^triqnes. A. 
N. (2) 10. 137. 

1624. E, Lahr. Bestimmung der elek- 
trischen Leitfähigkeit des Na mit der 
Induktionswage. S.A.W. 118. 911. 

1625. M. V, Pirani. Die Verwertung 
de« Telephons bei Gleichstrommessungen. 
D.M. 12. 263. 

1626. W. E. Sumpfier. The meaanre- 
ment of small differences of phase. P. 
M. (6) 9. 156; P.P.S.L. 19. 416. 

1637. H. Ho. The use of differenti- 
ally wound telephone receiver in elec- 
trica! measnrements. J.C.E.T. 2. 75. 
Siehe auch 3028; 3080; 3099; 3127; 
3128; 3184. 

Magnetigmiis« 

1628. P. Langevin. Sur la th^orie 
du magnätisme. CR. 139. 1204; S.F.P. 
Nr. 222. 3. 

1629. H. du Bois. Magnetokinetische 
ünteraachnngen. A.P.L. (4) 4. 209. 

1680. J. J. Thofnson. The magnetic 
properties of Systems of corpuscles des- 
cribing circnlar orbits. P.M. (6) 6. 673. 

1681. TT. Trenkle. Über das magne- 
tische Verhalten von Fe-pulver verschie- 
dener Dichte. S.P.M.E. 37.361. 

1682* P. Weiss. Les proprio t^s mag- 
n^tiqnes de la pyrrhotine. A.S.G. (4) 
19.587; J.P. (4) 4. 469. 

1688» P. Weiss. Propriet^s magn^- 
tiqnes de T^l^ment simple de la pyrrho- 
tine. CR. 140. 1532. 

1684. P. Weiss. La pyrrhotine ferro- 
magn^tique dans le plan magnätique et 
panunagn^tique perpendiculairement k 
ce plan. CR. 140. 1687. 

168o« E. Hoppe. Zur Konstitution 
der Magnete. D. V.N. 76B. 20; P.Z. 6. 
650; V.D.P.G. 6. 234. 

1686. B, Gans und B. H Weber. Was 
bleibt in einem permanenten Magneten 
konstant? A.P.L. (4) 16. 172. 

1687. A. Anderson. On the force of 
a magnetic particle in a magnetic field. 
P.M. (6) 8. 38. 

1688. A. Hay. Ober die Stromlinien- 
xnethode bei der Untersuchung zweidi- 
mensionaler magnetischer Pole. P.Z. 6. 
290. 

1689. G. W. Walker. On tresses in 
a magnetostatic field. P.M. (6) 7. 399. 

Xt&m J. Becquerel. Action du champ 
magnätique sur les rayons N et N^. C. 
R. 138. 1686. 



' 1641. S. Sano. On the equilibrium 
of a fluid consisting of only one inde- 

, pendent constituent and in one place 
when placed in a magnetic field. P.T. 
M. 2. 248. 

1642. S. Sano. On the equilibrium 
of a liquid with its vapour in a magne- 

, tic field. P.T.M. 2. 265. 

. 1648« F. Bidlingmaier. Influence of 
torsion in suspended magnets. T.M.W. 

I 9. 157. 

I 1644. H. Graziadei. Über die durch 
die Entfernungen der Oxydschichte be- 
wirkten Änderungen magnetischer Eigen- 
schaften von JFV, ^t und Co-blechen. S. 

i A.W. lU- 843. 

I 1646, P. Vaillant De Tinfluence de 
la concentration sur les propri^tes mag- 

: n^tiques des Solutions de cobalt. CR. 
140. 1632. 

; 1646. P. E. Shaw. The magnetic 
ezpansion of some of the less magnetic 
metals. P.R.S.L. 72. 370. 

1647. D. Mazzoito. Variazioni mag- 
netiche del ferro stagionato per nuove 
stagionature e ricotture. N.C.P. (5) 9. 
313. 

1648. B. Joumt Recherches effectu^es 
I au laboratoire central d'^lectricitä sur 
, les phenomänes de viscosite magnätique 
i dans les aciers doux industriels et leur 

influence sur les m^thodes de mesure. 
' B.E. (2) 4. 715. 
Siehe auch 720; 873; 874; 1422; 3647; 
3562; 3554; 8658; 3659. 



Magnetisierung. 

' 1649. A. Bernini. Über die Ml^ple- 

I tisierung einiger Alkalimetalle. PrZ. 6. 

' 109. 

I 1650. N. Pezzini. Magnetizzazione 

I e trazione. R.LL. (2) 38. 463. 

{ 1651. Briliotiin. Aimantation au con- 

tact et structure cristalline. A.C.P. (8) 

3. 305, 
1662. W. M. Thornton. The magne- 
I tization of iron in bulk. P.M. (6) 8. 

620; P.P.S.L. 19. 343. 
1658. K. Honda and S. Shimizu. On 
I the ma^etization and the magnetic 
< change m length in ferromagnetic metals 
I and alloys at temperatures ranging from 
! — 186«C to 4- 1200«C J.Ü.T. 20. Nr. 6. 
' 1654. G. Meslin. Sur le coefficient 

d^aimantation sp^cifique et la suscepti- 

bilit^ magn^tique des sels. CR. 140. 

782. 

Siehe auch 832; 1571; 16GG; 1724; 1725; 
1727; 1729; 3550; 3555. 
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Magrnetlscher Strom. 

Siehe 3546. 

Magnetische Kraftlinien. 

Siehe 3557. 

Magrnetisclie Hysteresis. 

1655. P. iJuhem, De l'hyst^resis 
magn^tique produite par un champ os- 
cillant BuperpoB^ ä un champ constant. 
CR. 140. 1216; 1370. 

165G. C. Maurain. £tnde et compa- 
raison des procäd^s de rödnction de 
rhyst^resis magnätique. J.P. (4) 3. 417. 

1657. T.R. Lyle. Investigation of the 
yariations of magnetic hysteresis with 
frequency. P.M. (6) 9. 102; P.P.S.L. 19. 
370. 

1658. P. Weiß. L'hyst^rfeee d'aiman- 
tation de la pyrrhotine. C.E. 141 246. 

1659. C. E. Guye et A. Schidlof. 
L'hyster^Bis magn^tiqne aux fräquences 
^lev^es dana le Fe, le Ni et les acien au 
Ni. A.S.G. (4) 18. 576; 19. 60. 159. 

1660. H. E.J. G.duBois. Hysteretische 
origntatie-verschijnselen. CA. A. 12. 763. 

1661. B. Arno. Sulla variazione di 
isteresi nei corpi xnagnetici in campo 
Ferraris sotto Tazione di correnti conÜnue 
interrotte ed altemate e di onde 
Hertziane. N.C.P. (6) 9. 476. 

Siehe auch 1698; 1701; 3034; 3557. 

Magnetostriktion. 

1662- F. Kolacek. Magnetostriktion. 
P.Z. 6. 143. — S. Sano. 606. 

I(i68. B. Gans. Zur Heydweillerschen 
Kritik meiner Formeln betreffend ,,Mag- 
netostriktion ferromagnetischer Körper**. 
A.P.L. (4) 14. 638; 16. 418. — A. Heyd- 
iceiUer. 14. 1036. 

1664. S. Sano. Note on Heydweiller's, 
Gans's and Koläcek's papers on mag- 
netostriction. P.T.M. 2. 184. 207. 

1665. S. Sano. Bemerkung zu den 
Arbeiten von F. Kola6ek, A. Heydweiller 
und R. Gans über Magnetostriktion. P. 
Z. 6. 812. 

1666. H. Nagaoka et K. Honda. 
Sur Taimantation et la magnetostriction 
des aciers au nickel. J.P. (4) 3. 613. — 
E. CrtiiUaume. 621. 

Elektromagnetismus. 

1667. L. Donati. Sui sistemi di unitä 
elettromagnetiche. R.I.B. (2) 6. 71. 



1668. A. Sommerfeld. Bezeichnung 
und Benennung der elektromagnetisclien 
Größen in der Enzyklopädie der math. 
Wissenschafben. P.Z. 6. 467. 

1669. L. Donati. Sui vettori elettro- 
magnetici. M.I.B. (5) 9. 477. 

1670. A. Bighi. Ancora sulla ques- 
tione del campo ma^etico generato 
dalla con^ezione elettnca. R. LB. (2)6. 
47; M.I.B. (6) 2. 47. 

1671. C. Ckree. The law of action 
between magnets and its bearing on tbe 
determination of the horizontal compo- 
nent of the £arth*s magnetic force with 
unifilar magnetometers. P. P. S. L. 19. 273. 

1672. F. Ehrenhaft. Die elektromag- 
netischen Schwingungen des Rotation»- 
ellipsoides. S.A. w. 113. 273. 

1678. H. Zahn, über die galvano- 
magnetischen und thermomagneticichen 
EfTekte in verschiedenen Metallen. L 
P.L. (4) 14. 886. 

1674. H. Zahn. Über die transversalen 
galvanomagnetischen und theriuomaffne- 
tischen Effektein verschiedenen MetaUen. 
A.P.L. (4) 16. 148. 

1675. H. A. Lorentz. Electromagne- 
tische verschijnselen in een stelsel dat 
zieh met willekeurige snelheid kleiner 
dan die von het licht beweegt. C.A.A. 
13. 986. 

1676. J. B. Whüehead. Magnetic 
effect of electric displacement. PK. 
21. 111. 

1677. A. Bighi. Sui campi elettro- 
magnetici e particolarmente su quelli 
creati da cariche elettriche o da poli 
magnetici in movimento. M. I. B. (6) 9. 151. 

1678. J. B. Whitehead. Über den 
magnetischen Effekt der elektrischen 
Verschiebung. P.Z. 6. 474. 

1679. H. Peüat. Champ magnätique 
auquel est soumis un corps en moiiTe- 
ment dans un champ ^lectrique. CR. 
140. 229. 

1680. Axmann. Ein eigentumliches 
Drehmoment im woUenfÖrmigen magne- 
tischen Felde. H.E.B. 17. 39. 

1681. S. Sano. Über das Gleichge- 
wicht von Flüssigkeiten in einem elek- 
tromagnetischen Felde. P.Z. 6. 566. 

1682. C. Fortin. Sur la däviation 
^ectrostatique des rayons magneto- 
cathodiques. CR. 138. 1594. 

1688. G. Picciati. Flusso di energia 
e radiazione nel campo elettromagDetico 
generato dalla convezione elettrica. N. 
C.P. (6) 7. 874. 

1684. S. J. BameU. Energiedichte, 
Spannung und Druck im Magnetfelde. 
P.Z. 6. 8. 
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1«86. G. W. Walker. On the drift 
produced in iona by electromagnetic die- 
turbaacea and a theory of ladioactirity. 
P.B.S L. 74. 414. 

1686. P. Langevin. Snr rorigine des 
ladiationg et Tinertie älectromagnetiqne. 
J.P. (4) 4. 166. 

1687. G. Sehenden. Einfluß des elek- 
trischen Feldes auf aaskristallisierende 
wässerige Salzlösungen. N.W. (2) 3. 
910. 

1688. R. 8. Wülows. Action of a 
magnetic field on the discharge through 
a gas. P.P.S.L. 19. 463. 

1089. K Ogatca. On the elektro- 
mägnetic Screening effect of metallic 
conductors. M.C.K. 1. 140. 

1690. G, IHcciati, Süll' influenza dei 
dielettrici solidi sul campo magnetico 
generato daUa convezione elettrica. N. 
C.P. (6) 7. 267. 

1691. 0. Heaviside, Electromagnetics 
in a moving dielectric. N. 71 606. 

1692. E. Kolacek. Die ponderomoto- 
riehen Kräfte, welchen ein homogenes 
Dielektrikum in einem elektromagne- 
tischen Felde unterworfen ist. P.Z. 6. 
455. — B. Gans. 627. 

1693. C. Carpini. Sulla variazione di 
resistenza del bismuto in un debole 
campo magnetico. N.C.P. (6) 8. 171; B. 
A.L.R. (5) 13 B. 159. 

1694. C. Carpini. Über die Wider- 
standsänderunff des Bi durch kleine 
magnetische Kr^tle. P.Z. 5. 819. 

1695. B. Hargreaves. Radiation and 
electromagnetic theory. P.M. (6) 9. 313. 
425. 

1696. P. V. Bevan, A lecture experi- 
ment to illustrate the effect of a straight 
current on a magnetic pole. P.C. P.S. 
12. 212. 

1697. B. Arno. Sul comportamento 
dei corpi magnetici in campi Ferraris 
sotto Tazione di correnti continue. B. 
I.L. (2) 38. 438. 

1698. jR. Arno. Su gli effetti di 
correnti continue interrotto ed altemate 
e di onde hertziane sul ritardo di mag- 
netizzazione nei corpi magnetici in campi 

' Ferraris. B. A. L. R. (6) 14 A. 868. 

1699. G. Picciati, Campo elettro- 
magnetico dovuto ad una corrente cos- 
taute elicoidale. B.A.L.B. (5) 14A. 823. 

1700. 0. M, Corbino. Sulla produzione 
di campi rotanti per mezzo di correnti 
di scarica sinusoidide o smorzate. N.G. 
P. (6) 7. 176. 

1701. G. Grasai. Sulla energia dis- 
■ipata_per isteresi e per correnti parassite. 
R.AN. (3) 10. 161. 

Z«itMhrift f. MathemAtik u. Physik. 68. Band. 



1702. E. T. WhiUaker. On an ex- 
pression of the electromagnetic field due 
to electrons by means of 2 scalar potential 
fanctions. P. L. M. S. (2) 1. 867. 

1703. G. Owen. On the magnetic 
deflexion of the negative current of 
electricity from a hot platinum wire at 
low pressures. P.C. P.S. 12. 498. 

1704. F. Hack. Das elektroma^e- 
tische Feld in der Umgebung emes 
linearen Oszillators. A.P.L. (4) 14. 639. 
Siehe auch 866; 1614; 1671; 1697; 1698; 

1648; 1706; 1709; 1796; 3663; 8666. 

Hallsches FUnomen. 

1706. H. Bausch v. Travbenberg. Über 
den HaUeffekt des Wismuts bei hohen 
Temperaturen. A.P.L. (4) 17. 78. 



Indoktton. 

1706. J. A. VoUgraff. Consid^rations 
sur rinduction unipolaire et les ^quations 
fondamentales de T^ectromagndtisme. 
A.N. (2) 9. 340. — Lorentz. 380b. 

1707. A. H. Taylor. The comparison 
of inductances with great precision. 
P.B. 20. 151. 

1708. E. B. Bosa and F. W. Grover. 
The absolute measurement of induction. 
B. B.S.W. 1. 125. 

1709. E. Almansi. Intomo ai pro- 
blemi deir equilibrio elettrico e dell* 
induzionemagnetica. B.A.L.B. (4) 13B. 72. 

1710. F. C. Frisbie. The effect of 
pressure on magnetic induction. P.B. 
18. 432. 

1711. A. Broca. Sur le pouvoir in- 
ducteur sp^cifique des m^taux. G. B. 140. 
1677. 

1712. T. Boggio. Induzione prodotta 
da un campo magnetico qualunque sopra 
una sfera isotropa. R.I.L. (2) 37. 128. 

1718. G. F. a SearU. On the cal- 
culation of capacities in terms of the 
coefßcients of electrostatic induction. 
P.C. P.S. 12. 378. 

1714. W. J. Baymond. The measure- 
ment of inductance and capacity by 
means of the differential ballistic galvano- 
meter. P.B. 21. 90. 

1715. G. W. MiddUkauff. The effect 
of capacity and selfinduction upon 
wayelength in the spark spectrum. A. 
J.C. 21. 116. 

1716. L. Hermann. Über die Effekte 
gewisser Kombinationen von Kapazitäten 
und Selbstinduktionen. A.P.L. (4) 17. 
601; 779. 
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1717» A^ Hcyäivfüler Zur Bestim- 
maa^ der Selbiimduktion vöu DiiLlit- 
»pulen. A.r.L. (4i lö. 170. 

17l§. R. Strasser^ Über die Beitim- 
munsr dei^ Sei batindiiktbaikoeftki enteil 
von Solenüiden. A.P/L, i4,i 17, 763. 

17 19- ItmpicL Snr ane m^thode 
propre a mesiirer Jen eoefBcienta de 
HelfiDduction. CR. 138. Uli. 

17^0« 3f. Lu Hom. Sulla miaum dt 
pk'coli coefficienti d'autoindu^ioDe. H. 
A.L.R. (5) 14 A. mi 

1721. /f. Xa^uoka. The coefHcient 
of mutual inductian of 2 coo^al circular 
colU. P TM, iä. äsa. 

17ä2* A'. Grintsfhl iDduktiou in 
parallelen Leitera. I.V. 17.291. 

Siehe auch ttöl; 1136; 1512; 2466; 2052 ■ 
2923; 21*52 ■ 'i972i 2977; 2984; 2089; 
3013; 3Q14; 3018; 3D33; 3046; 3061»; 
3084; 3096; H106; 3126; 31B5; 3187; 
Sr>45 

Tltcnuouiagaetiiuiui, 

1 72H» f>. Mtuszutto. 8tagionatura aiag- 
tiBtiea dej terro a temperatare superiori 
aUa ordinaria. N.C.P. (5) 7. 393; 6 &. 

1724. (\ G. KuoU. Maguetia:atian 
aad reBi^tftnce of Ni wire at high tempe- 
raturei. T.R.S.E. 41 39, 

1725. O, Sehtmltz^ tber den Ein- 
fiuß der Maguetiäierung auf die ther- 
mische Leitfähigkeit des Ni. A.P. L, 
U) 16. 398; 792, 

^ 172Ö. D Kfjrda. Einfluß des Maffne- 
tismae auf die Wänaeleitangsfahigkeit 
de» Fe, BMN. 17. 31S. 

Siebe aucb 1653; 167-S; 1674; 1705 



Mag^netbelie Mei^tiuiigeiu 

1727- G. MeMin, Me«ure des coefti- 
cieatB d'aitnantatioa et 4tude du champ 
magtiiHiqae. C.E. 141. J02. 

1728* K T. Simon and E. MaMunff. 
(jber ein neues magnetometrifieheg Ver* 
fahren zar Mesaung magnetiacber Mo- 
laeate. RZ. ft. 410. 

172ft. G- Giujrini. Apparat ^ur Mes- 
sung der Magaetiiiening scbwaeb mag- 
netiicher Köqjer. DM, 13. H. 

1730. F. Pni^htti. Apparat zur Mea- 
siing magnetiacber Feldatärkea. P,Z. 6, 
371 

OeBcbiehte d«r Astronomie, 

17äU /. Klug. Simon Marina aus 
Gnnze&bauien nad Galileo Galilei. A. 
A. M. 22. 387. 



Theoretidelte Zitron omle« 

17ä2, F, Rkttnpari. Gibt es eiaen 
Paakt der Ruhe im Weltall? RE B 
17. 130. 

1738. r. J. J See. Eepubive force* 
ia natare, P. A 10. oOo. — / A. Hard- 
ctigtk {). 26, 177. 

1 7A4« Z/. BoufiftL Note aar la m^tboda 
de la Variation des eonstanteB arbitraire«. 
B,A. 21. 219. 

1735* AMülL Note oa eUip^c motioo« 
M.N.A^S. 64. Ö40. 

1786. C r. L Charlirr. On the tin- 
gular curve ol' elliptic motion M L A. 

) 0. Nr. 22. 

1787. B. G, Bloek. Die singamre 
Kurve der hjpßrboIiBchen Bewegung. 
A.M.A,F. 1. 467; M L.A.O. Nr. 23. 

1738. H. Bourget. Sur lea noinbK 
de Caachy. B. A. 22. 225. 
Siehe aaeh 2127. 

Bewegung der Hluimel^körper. 

Siehe 1735; 1736. 

BahnbeHtfuintnngeii, 

1789. A, 0. Lemchua: A method o( 
Computing orbita in rectangalar c^wrdi- 
natea. S. (2) 17. 331. 

1740. n. A. PiVj J^hort method for 
the calculation of the orbit« of celeitial 
oodie«. M,N.A.S. 64. 134. 

I74L .1. O. Li'mt'hner. Note oa tbe 
ah ort method of detenüioing orbitfi fiom 
3 observafcioiiB. S. (2) 17, 331. 

1742. ..4. 0. LeHm:hn4'r. The »olatioc 
of 011 Orbit, irres pective of paraUax lud 
aberration, S. (2) 17. 382. 

1?48. J. ßSterba. Elementare Bahn be- 
stimm aag eines Planeten. Z. H. 36, 321 

1744. G. Gruß. Ein Beitrag nsm 
algebraischen Teile des Problems der 
Bahnbe^iimmtiag eines Planeten aui 
3 Beobaob langen. B.LR 9. 37; M.A.T 
P. 19(14. Nr. 6. 

1745, L. Wfiftek. GraphiBche Nacb- i 
weise zur < Jlbersacben Methode der Ko- 
metenbahiibet^timmung , zum 8atz der 
konstanten Flächen^sch windigkeit und 

zu r Eph e laeridenrech n u u g . 8. Ä. W. 1 1 8 , 
987, 

174(>. J. Bamchinge}\ ttber das Pro- 
blem der Bahnverbesaernng. Y.Ä.R.I.23. 

1747. A. Orhß\ Sur la d^terminatioii 
des correction» dea elements d'nne orblte. 
H.A. 22. 291. 

17 48, ü^. Eudau. R§fiexions aai les 
methodeB de correction dea orbitei, B, 
Ä. 21. 401. 
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1749. W. A. HamüUm. On the con- 
vergemce of the series used in the deter- 
mination of the elements of parabolic 
Orbits. A.J.B. 28. 49. 

1750. J. Weeder. Nauwkenriffe be- 
naderingsfonimleB Yoor de verhondingen 
der driehoeken in de berekening von 
eene elliptische baan oit 3 waame- 
mingen. C.A.A. 18. 811. 

1751. F. A. MouUan, The troe radii 
of convergence of the expression for the 
latios' of the triangles when developed 
u power series in the time-intervalB. 
A.J.B. 28. 98. 

Siehe anch 1758; 1896; 1903. 

Keplersehes Problem. 

1752« T. Levi'Givitä, Sopra la eqna- 
zione dl Kepler. A.N.E. 166. 818. 

1758. H, a Plummer. Note on the 
Tue of Mr. Aldis tables of the fonction 
\{9' -\- cos 9) in determining the Clements 
of an orbit. M.N.A.S. 63. 147. 

StKrongoii. 

1754. H. Bouraet. Snr le th^or^me 
de Poisson.. A.T\ (2) 6. 167. 

1755. G. Morera. Solle eqnazioni 
dinamiche di Hamilton. A.A.T. 89. 262. 

175e. BadUund. Snr la m^thode 
horistiqne de Gyldän. B.A. 21. 289. — 
H. Poincari, 292. 

1757. H. Poincari. Sur la mäthode 
horistiqne de Gyldän. A.M. 29. 285. 

1758. H. Poincare. Über die horis- 
tische Methode Gyldäns. P.Z. 5. 886. 

1759. B. T. Ä. Innes. Some deve- 
lopements in terms of the mean ano- 
maly. M.A.S. 54. 187. 

1760. A. Wilkens. Zur Berechnonff 
der Transzendenten von Laplace. A.N. 
K. 166. 209. 

1761. G. W. Hm. Developement of 
fonctions in power series from special 
valnes. A.J.B. 24. 128. 

1762. F. Folie. Snr de nonveanx 
termes du 2. ordre provenant du mon^e- 
meot sjstdmatique. B.A.B. 1904. 809. 

1768. E. Sirömgren. Analytische 
SUhrangsausdrücke für parabolische 
Bahnen. A.N.K. 169. 1. 

1761. E. W. Brown. On the smaller 
pertorbations of the lunar arguments. 
T.S.M.Am. 6. 279. 

1765. J. N. Stockweü. Theory of the 
mutoal pertnrbation of planets moving at 
the same mean distance from the sun 
and its beuing on the Constitution of 
Satom's ring and the cosmogony of 
Laplace. A.J.B. 24. 86. 



1766. A. Hau. Note on the seoular 
perturbation of the planets. A.J.B. 
28. 10; S. (2) 17. 108. 

1767. B. BMin. Formeln und Tafeln 
zur graphischen Berechnung der allge- 
meinen Stömngen benachbarter Pla- 
neten. N.A.Ü. (8) 17. Nr. 4. 

1768. E. BoolitOe. The secular per- 
turbation of the Earth arising from the 
action of Saturn. A.J.B. 24. 104. 

1769. /. Park Mc Collie. An ezample 
in periodic orbits, the second order 

Serturbations of Jupiter and Saturn in- 
ependent of the eccentricities and of 
the mutnal indination. A.J.B. 23. 138. 

1770. A, Gaülot Addition ä. la 
th^orie du mouvement de Satume de 
Le Yerrier. — Application integrale de 
la m^thode d*interpolation, recherches 
compl^mentaires, tables rectifi^es du 
mouvement de Satume. A.O.P. 24. 

1771. E. DoolitUe. Secular pertur- 
bations of the Earth from the action of 
Uranus. A.J.B. 24. 130. 

1772. B. A. Sampson. A description 
of Adam's manuscripts on the pertur- 
bationa of Uranus. M.A. S. 54. 148. 

1773« Simonin. Perturbations s^cu- 
laires de la longitude moyenne; cas parti- 
culier d'Hecube. B.A. 22. 228. 

1774. E.Strömgren. über die gegen- 
seitigen Störungen zweier einander nahe- 
kommenden kleinen Planeten. A.N.K. 
166. 17. 

1775. G. Norin. Über die sekularen 
Perihelstörungen der kleinen Planeten. 
M.L.A.O. 20. 

1776. A. Wilkens. über die Stö- 
rungen der Planetoiden und Kometen 
durch Anziehung des Planetoidenringes. 
A.N.K. 169. 49. 

1777. A. C. Plummer. On Jacobi's 
method of facilitating the numerical 
Solution of equations arising in the 
theory of secular perturbations. M.N. 
A.S. 63. 90. 

Siehe auch 1577; 1784; 1861; 1864; 1908. 



YielkSrperprobleiu. 

1778« N. JDdaunay. Sur le probläme 
des 3 Corps. V.LM^C. 3. 398. 

1779. C. V. L. Charlier. Über die 
trigonometrische Form der Integrale des 
Problems der 8 Körper. A.M.A.F. 1. 
449; M.L.A.O. Nr. 24. 

1780. H. V. Zeipel. Recherches sur 
les Solutions p<^riodiques de la 3. sorte 
dans le probläme des 8 corps. N.A.U. 
(3) 20. 

14* 
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1781, G. Cantor. Ein Brief von Carl 
Weientraß über das Dreikörperproblem. 
R.C.M.P. 19. 806. 

1782. H. Poincari. Sur la m^thode 
horistiqne de Gyld^n. C.B. 188. 983. 

1788. H, BwMolg. Die Gyld^nsche 
horistische Integrationsmethode des 
Problems der drei Körper und ihre 
Konvergenz. N.A.H. 81. 129. 

1784. H. Buchhole. Fortgesetzte Un- 
tersuchnng der Bewegong vom Typus % 
im Problem der 3 Körper auf Grund 
der Gyld^nschen Störungrgtheorie. D.A. 
W. 77. 1. 

1785. H. Budiholz. Fortgesetzte Un- 
tersuchung der Bewegimg vom Typus V, 
im Problem der 8 Körper. A.A.W. 41. 98. 

1786. E, Strömgren. Ein asympto- 
tischer Fall im Dreikörperproblem. A. 
N.K. 168. 106. 

1 787. T. Levi'Civitä, Sur la r^solution 
qualitative du probl^me restreint des 

3 Corps. V.I.M.C. 3. 402. 

1788. T. Levi'Civitä. Traiettorie sin- 
golari ed urti nel problema ristretto dei 
8 corpi. A.D.M. (3) 9. 1. 

178». E, 0. Lovett The problems 
of 8 or more bodies with prescribed 
Orbits. S. (2) 17. 108. 

1790. E, 0. LoveU. Singular tra- 
jectories in the restricted problem of 

4 bodies. A.D.M. (3) 11. 1. 

1791. G. Dtüner. Memoire sur la 
Solution analytique du problfeme des 
n Corps. N.A.Ü. (3) 20. 

1792. I. X. Bennet. On the reduction 
of the problem of n bodies. M.M. 34. 
113. 

1798. E. 0. Lovett. Special periodic 
Solutions of the problem of n bodies. 
S. {'i) 17. 107. 

1794. P. Pizzetti. Sur le problöme 
des n Corps align^s. M.yR.M. 19. 169. 

Erdbewegung. 

1795. C Flammarion. Le mouvement 
de la Terre. B.S.A.F. 18. 116. 

1796. P. Langevin. Sur Fimpossibilit^ 
physique de mettre en ^vidence le mou- 
vement de translation de la terre. C. 
B. 140. 1171. 

1797. K Biske. Die Erdbewegung 
und der Äther. A.N.K. 166. 299; A.P. 
L. (4) 14. 1004. 

1798. A. A. Mid^elson. Relative 
motion of Earth and aether. P.M. (6^ 
8. 716. 

1799. M. BriUouin. Le mouvement 
de la terre et la vitesse de la lumi^re. 
CR. 140. 1674. 



1800. F. FoUe. Premifere deter- 
mination des constantes de la libntion 
terrestre. B.A.B. 1904. 1198. 

1801. F, Folie, Preuve physique de 
la libration terrestre. B. A.B. 1904. 941. 

Siehe auch 724—26; 1768; 1771. 

Erddrehung. 

1802. H. Poincare. La terre touiae- 
t-elle? B.S.A.F. 18. 216. 

1808. A. Pansiot. Sur le jour sid^ral. 
CR. 141. 842. 

lS04t. J, B. Sutton. A possible periodic 
Variation in the Earth^s rotation. 0. 26. 
360. 

1805. i\r.2\r. Un appareil pour mesurer 
la vitesse de rotation de la Teire. R. 
G.O. 16. 881. 

1806. A. Föppl. Über einen Kreisel- 
versuch zur Messung der Umdrehung 
der Erde. P.Z. 6. 416; S.A.M. 34. 3. 

Siehe auch 1886—87; 1892. 



Prkessioiu 

1807. Herkles8. Precession. J.B.A 
A. 18. 286. 

1808. A. B. Sandemann. Die Prä- 
zession der Nachtgleichen und Hipparch. 
A.R.L. 6. 81. 

1809. H. S. Davis. Secular Variation 
of precession from Besselian star con- 
stants. A.N.K. 166. 78. 



NnUtioii. 

1810. F. Folie. Expression correctes 
de llieure et des coordonn^es des ätoüea 
dans le Systeme de Taxe instantan^. 
M.N.A.S. 68. 444. 

1811. F. Folie. Demifere r^plique ä 
M. Ch. Lagrange. B.A.B. 1904. 71. 

1812. Folie, Preuve purement phy- 
sique de la nutation diume. A.S.B. 
28A. 70. 

Abemtloii. 

1818. L, Weinek. Die Lehre von der 
Aberration der Gestirne. D.A.W. 77. 
146. 

1814. X. Weinek. Über die Erschei- 
nung der Fixstern- Aberration. D.W.B. 
3. 129. 

1815. F, Schlesinger. The difficultj 
of determining the constant of aberra- 
tion. P.A.S F. 16. 46. 

181«, S. C. Chandler. The probable 
value of the constant of aberration. 
A.J.B. 28. 1. 
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1817. H. Benan et W. Ebert. Sur 
une däteimination de la constante 
d aberration an moyen des observatioiiB 
de 3 ^toiles tr^s Toisines dn pole. CR. 
140. 1669. 

1818. F. Schlesinger, The constant 
of aberration and the solar parallax. 
P.A.S.F. 15. 46. 

Siehe anch 992; 1742; 1863; 1912. 

Bewegung Ton KQrpem auf der Erde. 

1819. de Sparte. Note an siget des 
monvementB k la snrface de la terre. 
S.M. 33. 65. 

1820. H, de la Fresnaye. Snr la 
chute des corps. B.S.A.F. 17. 176; 179. 

1821. M. Fauche. Snr la d^yiation 
des graves. CR. 140. 427. 

1822. de Spätre. An si^et de la 
d^yiation des corps dans la chute libre. 
CR. 140; 38; 863. 

1828. M. Fauche. Snr la d^^iation 
des corps vers le snd et snr la conrbnre 
des lignes de force. CR. 140. 226. 

1824. C. Flammarian. Exp^riences 
rar la d^viation de la chnte des corps 
faites an Pantheon. B.S.A.F. 17. 329. 

1825. A. Denizat. Znr Theorie der 
relativen Bewegung nnd des Foucanlt- 
Bchen Pendelversnchs. P.Z. 6. 342. 

182e. L. Tesar. Die Theorie der 
relativen Bewegung und ihre Anwendung 
auf Bewegungen auf der Erdoberfläche. 
P.Z. 6. 666. 

Siehe auch 375; 2216; 2224; 2703. 



Foveaiiltselier PendelTersnch. 

1827. G. Schilling. Der Foucaultsche 
Pcndelversnch. V.V.F.Ü.W. 9. 22. 

1828. N. N. Der Foucaultsche Pendel- 
versnch. A.R.L. 5. 270; 298. 

1829. F. de Caninck. Le pendule de 
Foucault. B.S.A.F. 17. 406; 461. 

1880. M. de Spätre. Sur le pendule 
de Foucault. M.A.Ly. (8) 7. 313. 

1881. E. Pasquier. X propos du 
pendule de Foucault. B.S.B.A. 8 173. 

— Ä. Flamache 226. — M. Dehalu 
242. — C. Flammarian B.S.A F. 17. 367. 

1882. E. K. Adams. Foucault pen- 
dnlnm Systems. E.W. 43. 1190. 

1888, M. Pelndr. Kterak pohybiye 
le rovina kyru pH pokuse FoncanltovS. 
(Wie bewegt sich die Schwingungsebene 
beim Foucaultschen Yersnch.) C 33. 241. 

1884. L. Weinhold. Zur Technik des 
Foucaultschen Pendelversnches. Z.P. 17. 
198. 



1886. N. N. La terra gira. L.A.M. 
11. 171. 

1886. N. N. Visible proof of the 
Earths rotation. P.A. 12. 71. 

1887. N. N. Le pendule de Foucault 
pronve-t-il quelque chose? B.S.A.P. 
17. 29. — H. ChrÜien 83. 

1888. F. Folie. P^riodicit^ semi- 
diume des mouvements apparents d'un 
pendule libre dans le premier vertical. 
B.A.B. 1904. 1138. 

1889. A. Damry. Le pendule de 
Foucault et les ezp^riences actuelles 
au palais de justice de Bmxelles. B. S. 
B.A. 8. 129. 

Siehe auch 375; 1826; 2773. 

FolliSlienseliwaBkiuigeii. 

1840. N. N. Die Schwankung der 
Erdachse. D.W.B. 6. 260. 

1841. W. Förster. Über die Beob- 
achtung der Bewegungen der Drehungs- 
achse im Erdkörper. M.V.A.P. 13. 61. 

1842. H. G. van de Sande Bakhuyzen. 
Einiee Bemerkungen über die Änderung 
der Polhöhe. A.N.K. 165. 1. 

1848. M. H. H. Ruchy bieguna ziemi. 
(Die Schwankungen des Erdpols.) W. W. 
23 337 

1844. r. H. Astbury. The Variation 
of latitude. J.B.A.A. 18. 320; 369. 

1845. W. W. Payne. Variation of 
latitude. P.A. 12. 662. 

1846. W. G. T. Latitude Variation 
M.N.A.S. 63. 269. 

1847. W. Förster. Neues in betreff 
der Beobachtungen über die Verände- 
rung der geographischen Breiten. M.V. 
A.P. 15. 9. 

1848. B. Spitaler. Periodische Ver- 
schiebungen des Schwerpunktes der Erde. 
S.A.W. 114. 695. 

1849. S. Küblin. Polschwankungen 
und Erdbeben. D.W.B. 4. 838; 5. 331. 

1850. L. Caurvoisier. £[imuras Phä- 
nomen und die „jährliche Refraktion** 
der Fixsterne. A.N.K. 167. 81. 

Siehe auch 70; 2164. 

Sonnenparallaxe. 

1851. Bauquet de la Grye. Sur la 
parallaze du soleil. CR. 188. 1869. 

1852. W. Heaih. Parallax in decli- 
nation. 0. 26. 105. 

1858. B. Weinberg. Endgültige Aus- 
gleichung der wahrscheinlichsten Werte 
der Sonnenparallaxe, der Aberrations- 
konstante, der Lichtgleichung und der 
Verbreitungsgeschwindigkeit der Störun- 
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gen im Äther nach den biaherig^ti 
Mesfi^ngen. A.N.K. 165. 133. 
18&4. F. Küsifipr, Eine spektrogm- 

pbiscbe Beatimmung der Soimenpamll* 
ftxe. A N K 16'J. 2U. 

:^iehe auch 18J8. 

Sonnen rotatiou. 

Siehe l^US. 

M ond h t we^ng. 

1855. A, (\ D Vrnmmtlm, The path 
of tihe moon. Kn.L. SO. 32; m. 

1856. A, ^rtfL The lunar theory. 

s. (i) 19. \m. 

18SI. Ji'- Ti: -Brt^ft'i^ Theory^ of the 
motiou of the moon; containing a new 
calcnlation of the expreHJäioDB for the 
coordinatee af the tnouu in tenns of the 
time. MAS. 54. 1. 

1858. E. W. Broirn- On the com- 
plexioQ of the Solution of the maln 
prob lern in the new lunar theory. M.N, 
A.S. 65, 104. 

18oü- E. W. Brown. On the degrec 
öf accuracy of the new Innar theory 
und on the final valueg of the meaa 
motions of the perigee and node. M.N. 
A.B. 64. 524. 

1860i -S'. Nt'iccomb. On the desirab- 
leness of a reinvestigation of the prob- 
lemes growing out of the mean motion 
of the moon. MX. AS. G3. 3iü. 

imU P. H Cottrli. On the aecmlar 
acceleration of the tnoons meaji ano- 
mßly, 0, 26. 405. 

186S* P. H Cuivell AnaJjBie of the 
errorK of the moon. 0. 26, 347. 

ISea. P. n. Cöudl Methoda of 
analjHi« of moons erroiti and «ome reBults. 
M.N.A.S. 64. 412; &35; 57»; 6^4. 

18ft4. P H. CmccfL ITie parallactic 
jneqnality. M.N.A.S. 64. 694. 

18(^5* P. H. Co^relL A discueaion of 
the long-period terms in the moon'n 
longitudes. M,K.A.S. 65. 34. 

186«. P. H. Cotreü Methodi of 
correcting moon'i tahular longitude. 
M.N.A.S. 64. 571. 

1867« P. H. CowelL New empirical 
tenn in the moone lougitude. M.N.A.S. 
64, 83». 

1888, J'\ Hiiyn. Selenographische 
Koordinateir A.G.L. 29. No. 1. 

1869« B. j4. Hennuft. A derivation 
of Hill' eqnation by a direct Substitution. 
M.N,A.8, 63. 571.^ 

1870. F. Hayn. Die Rötati onsele- 
zuente des Monde» und der Ort Ton 
MÖBtiDg A. A.H.K. 165, 305. 



1871. h, Schulhof. Bur nn oourel 
arrangement dee table« de la loo« 
B.A. 21. 369. 

187Ä. E. F üan de Sand€-Bakhuif:en_ 
Onderzoek omtrent de fönten der tnaani^ 
tafels Tan Hana^en-Newe^Dmb in de Jana 
1895—1902. CA^A. 12. 131: 3Sl^ 5Ä| 

Siehe auch 1764; 1868; 2288— 9f 

LibratloD, 

1873, J. Franz. Friedrich Häjd, 
Selenographiache Koordinaten. V.A(i 
38. 186. 

Siehe auch 1800; 1801; 1B7^ 

Ftfl8terali«e. 

1874, Ä. C. D. CromntflitL Cvele* 
of eciipaes. Kn. 26, 202; 224. 

Siehe auch 2086. 

8on II eofl Ulstern i AS <'. 

1875« C. D. TetTine. Some tj^^ 
aolar eclipse problems. A.J.C. 20. 3^ 

1876- 6?. FlofiH^t. Sur Täelipie 
fioleil du 28 V 00. B.S.S.K (3) L 

Satelliteulinsternl a^e- 

1877, N. Sfotfmiöff. Exposee de 
m^thode de M. C. Giaseaapp ponr 
rednction des obäervations des eclif^ 
des aatellitea de Jupiter. A, T. (2) 5. 1^ 

Plan etendu rchgä nge , 

1878, L. H>mW\ Zur Theorie ^ 
Planetenvorübergiinge vor der Sono 
Scheibe. S.A.W. 112. 1752. 

Planetenbe w egimg. 

187Ö, L. Lemrnu. Sur les mouvem.^.K:i^ 
plan^tairea. A.F. 1903. 115. j 

1880, F R. 3fo7tlt^n. On the mot:»« 
of the planet«. RA. 11. 284. } 

1881, J. G. Gretmhill Ktud© 
m(?trique du mourement plnni^f-dj 
N.A. (4) 4. 337. 

1882, E. Xf Grafid Btiy. ^m%pM,m.^J 
cation du ealcul du n^yon vecteur ^t' 
de requation du ceutre. A.S.G. (4) ^-w v 
498. ' j 

188a» rL H, Jeam. On the ribrati^^z»^ »* \ 
and fltability of a grETit-ating [ilac::«. ^^t 
T.R.S.L. 201. 157. I 

1884. C. A. Lakunt. Une propiÄ^-^^t^ 
partieulier«^ des orbiteH pI&nt*taL: 
B.S.A.F. 18. 177, — 8. Valkt 289. 
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1885. H, Zeipel EU bidrag tUl känne- 
dornen om de periodiska plametbaDorna. 
A.M.A,F. 1. 267. 

1886. G. TT. HuU. The theorems of 
Lagrange and Poisson od the invaria- 
bility of the greater azes in an oidinary 
planetary System. A.J.B. 24. 27. 

1887. B, Spariosu. Die Rotation der 
Planeten. D.W.B. 4. 846. 

1888. A. Sinram. Berechnung der 
Planetenabstände. A.R.L. 6. 64. 

1889. W. E. Thomas. Law of the 
ath]no8])heric strata. Height of the 
ftthmosphere. P.A. 11. 196. 

1890. P. Lowell La rotation de 
y^nns. CR. 189. 668. 

1891. P. Lowell. La rotation de Mars. 
CR. 189. 664. 

1892. W. Maunder. The rotations 
of the San, Jupiter and the Earth and 
tiieir effects. Kn. 26. 126. 

Siehe anch 610; 1748; 1744; 1765—67; 
1769; 1770; 1772. 

SatellitenbeweguDg. 

1898« H. C. Plummer, On oscillating 
sateliites. M.N.A.S. 68. 436; 64. 98. 

1894. 0. Bergstrand. Über die Bahn 
des ersten Uranussatelliten ArieL N. A. U. 

(3) 20. 

Flanetoidenbewegang. 

1896. C. V. L. Charlier. Über die 
intermediilre Bahn der kleinen Planeten. 
M.L.A.O. 21. 

1896. G. Gruss. Einige Bemerkungen 
znr Berechnung der Kreisbahn eines 
Planetoiden au£ 2 geozentrischen Posi- 
tionen (tschech.). S.G.B. 1908 No. 47. 
Siehe auch 1773—76. 



Kometenbewegong. 

1897. E. Holmes. How I try to rea- 
lise a comets orbit. J.B.A.A. 13. 851. 

1898« J. Riem. Kometensysteme. 
fl.E.B. 15. 648. 

1899. L. Picart. Sur Taccälöration 
apparente du mouvement de quelques 
comites p^riodiques. B.A. 21. 189. 

1900. A. Lanner. Die mechanische 
Ursache der Komet^nschweifstellung 
und ihre Bedeutung für die Zentral- 
bew^ung. S.L. 86. 73; 100. 

1901. H, C. Plummer. On the pos- 
sible effects of radiation on the motion 
of cometa with special reference to 
Encke's comet. M.N.A.S. 65. 229. 



1902. 0. Bacldund. Versrleichung der 
Theorie des Enckeschen Kometen mit 
den Beobachtungen 1894—96. A.P.M. 
(8) 16 No. 3. 1. 

Siehe auch 1746; 1776. 

Meteoritenbewegnng. 

1908. H. Rosenberg. Über eine Me- 
thode zur Bestimmung von Meteorbahnen. 
A.N.K. 167. 49. 

1904. H, ChrHien. D^rmination 
des trajectoires reelles des ^toiles filantes. 
B.S.A.F. 17. 822. 

1906. G. Barone. Forme et dis- 
position des radiants des ^toiles filantes. 
B.S.B.A. 9. 226; 292. 

1906. E. Weise, HOhenberechnung 
der Sternschnuppen. A.A.W. 41. 266; 
D.A.W. 77. 265. 

1907. H. Chretien. L'ätude syst^- 
matique des ^toiles filantes et les travaux 
de la commission des m^t^ores de la 
Soci^tä astronomique de France. A.F. 
1908. 189. 

1908. /. R. Henry. The Leonid 
Meteors and the Moon. E.M.W. 77. 
124; 166. 

1909. G. V. Niessl. Über die Frage 

C einsamer kosmischer Abkunft der 
Boriten von Stannem, Jonzac und 
Juvenas. S.A.W. 118. 1361. 



Stemparallaxen. 

1910. C. W. Wirtz. Kritische Be- 
merkungen über neuere Methoden der 
Entfernungrsbestimmung der Fixsterne. 
N.R. 19. 105. 

1911. ly. Bergstrand. Über die Wir- 
kung der athmosphärischen Dispersion 
auf die Bestimmimg der jährlichen 
Parallaxen der Fixsterne. A.N.K. 167. 
241. 

1912. S. C. Chandler, Questions rela- 
ting to stellar parallax, aberration and 
Kimura*s phenomenon. A.J.B. 23. 12. 

1918. Ö. Bergstrand. Determination 
de la parallaxe annuelle de l'^toile. 
B.D + 37. 4181. N.A.Ü. (8) 20. 

DoppelstembeweguDg. 

1914. TT. S. Adams. The orbit of 
the spectroscopic binaxy tj Orionis. 
A.J.C. 17. 68. 

1915. A. W. Roberts. On the rela- 
tion existing between the light changes 
and the orbital Clements of a close 
binary system. M N.A.S. 68. 627. 
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1916. J. E. Gore. Stellar saielliteB. 
Ko.L. 26. 199; 257; 278. 

1917. H. C. Vogel. Untenaclmiigen 
über das spektaroskopisclie Doppelstem- 
Bystem ß Anrigae. A.N.K. 166. 118. 

Eigrenbewegniigr der Fixsterne. 

1918. R. V. Kövesligethy. Über die 
Achsendrehnng der Fixsterne. B.M.N. 
17. 166. 

1919. G. J. Bums. The proper 
motions of the Stars. A.J.C. 17. 63. 

1920. L. Boss. On the fundamental 
Clements of compatation in their relation 
to systematic stellar motion. A.J.B. 
2a. 116. 

1921. H. Kobold. Resultate der 
Untersuchung von 144 starken Eigen- 
bewegungen. A.N.K. 166. 1. 

Siehe auch 728. 



Sonneiiapex. 

1922. P. Harzer. Über die Bestim- 
mung des Apex. A.N.K. 167. 226. 

1928. J. A. Paterson. The apex of 
the suna way. P.R.A.S.G. 1902—03. 66. 

1924. F. W. D. Determination of 
the solar motion. M.N.A S. 63. 262. 

1926. M. W, WhibMy. The deter- 
miuation of solar motion. P.A. 12. 226; 
811. 

1926. T. W. BackhwAst, W. H. S. 
Monck. The suns motion in space. 
J.B.A.A. 14. 169; 248; 286; 824; 396. 

1927. W. T. Carrigan. A method 
for determining the direction of the 
tun's motion in space. A.J.B. 24. 107. 

1928. W. H. S. Mofuik. The suns 
velocity in space. P.A. 8. F. 16. 189. 

1929. W. H. 8. Monck. Systematic 
motions of the fixed stars. 0. 27. 278. 

1980. S. Wellisch. Der dynamische 
Mittelpunkt der Welt. D.W.B. 3. 278. 

AstrophyAik. 

1981« J. Pl<MSsmanH. Interplanetare 
Absorption des Lichtes. M. V. A. P. 15. 6. 
Siehe auch 702; 724—26; 1986. 

KosMiscke Spektrmluudyse. 

1982. B. r. Kötesiigftky. t%er das 
Spektrum der Himmelskörper. B.M.N. 
17, 127, 

Siehe auch 1067; 1917; 1946. 



Weltraum. 

1988. A. Stentzd. Über die soge- 
nannte Temperatur des Weltraumes. 
M.Z. 21. 371. 



Gestalt der UimmelskSrper. 

1984. A. Liapunow. üntersachungeii 
über die Theorie der Gestalt der Himmels- 
körper (russ.). A.P.M. (8) 14. No. 7. 1. 

1985. A, Liapunow. Über die Clairant- 
sche Gleichung und die allgen^eineiea 
Gleichungen aus der Theorie der Gestalt 
der Planeten (russ.). A.P.M. (%) 15. 
No. 10. 1. 

Astrophotograpliie. 

Siehe 291—96. 



Sonne. 

198«. R. A. Sampsoti. The mecha- 
nical State of the sun. Kn. (2) 1. 119. 

1987. N. N. The sun a binarv star. 
E.M.W. 79. 802. 

1988. W. H. Julius. Les thÄ)ries 
solaires et 1% dispersion anomale. R. G. 0. 
16. 480. 

1989. M. M. H. Hypoteza przyrodiie 
wyskoköw slonecznych. W. W. 22. 536. 

1940. W. H. Julius. De periodiciteit 
der zonneverschijnselen en de daaimede 
samenhangende periodiciteit in de varia- 
ties van meteorologische en aardmagne- 
tische elementen verklaard mit dispersie 
van het licht. C.A.A. 12. 300. 

1941. W. H. Julius. Sur Texplicatiom 
par la dispersion anomale de la lumi^re, 
de la päriodicitä des phenomänes solaires 
et de la p^riodicit^ correspondante daos 
les variations des ^äments m^t^rolo- 
giques et magnätiques de la terre. A.N. 
(2) 9. 211. 

1942. E. Przyhyllok. Die JuUussche 
Sonnentheorie in ihrer neueren Ent- 
wicklung. P.Z. 6. 664. 

1948. S. A. Mitdiell. The pressure 
of sunlight and some of its bearings 
on astronomy and meteorology. M.W.R. 
82. 217. 

1944. A. Schmidt. Die Gesetae der 
Lichtbrechung luoffewendetauf die Phrsik 
der Sonne. D.W.B. 6. 216; 240. 

1945. S. P. Langley. The solar eon- 
stant and related problems. A. J. C. 17. 89. 

1948. J. Femyi. De nova quadam 
explicatione tranapoeitioniB linearum 
spectralium in sole obeerratae. N.L.M. 
21. 249. 
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1947« B. Lucas. Über die Temperatur 
der Sonne. A.N.E. 168. 67. 

1948. F. Hopfner. Theorie der solaren 
W&imeBtrahltmg. A.A.W. 1906. 213. 

1949. «7. JS. Foynting. Radiation in 
the solar System: its effect on tempe- 
latnre and its pressure on small bodies. 
T.R.S.L. 202. 626; M. A.8. 66. Append. 1. 

i960, F. E. Fowle. The discrepancy 
between solar radiation measnrements 
by the actinometer and by the spectro- 
meter. M.C.S J. 47. 399. 

1951. F. W. Vary. The absorption 
of radiation by the solar athmosphere 
and the intrinsic radiation of that ath- 
mosphere. A.J.C. 19. 139. 

1952. A. Schugter. The solar ath- 
mosphere. A.J.C. 16. 820. 

195S. C. Nordmann. La stractore de 
la conronne solaire. B.G.O. 16. 103. 

1954. F. Büke, Pröba zastasowania 
badin hydrodynamicznych do protu- 
berancyi slonecznych. (Versuch einer 
Anwendung der Hydrodynamik auf die 
Protaberanzen der Sonne.) W.M. 6. 147. 

1955* J. Scheiner. Die Kirchhoffsche 
Punktion. H.E.B. 16. 386. 

Siehe auch 668; 2213. 



• Sonnenfleeken« 

1956. H, Chräien. La quadrature 
ffl^canique des taches solaires. A.F. 
1903. 207. 

Siehe auch 2284. 



Mond. 

1957. /. Femique. La forme t^tra^- 
drique de la lune. B.S.A.F. 18. 43. 

1958. F. Hayn. Abweichung des 
Mondrandes von der Kreisform. A.N.K. 
168. 1. 

1959. Folie. Sur la dätermination 
physique de la masse de la lune. A. S. B. 
28 A. 69. 

19eO. F. Przyhyllok. Über Positions- 
bestimmung von Mondkratem nach der 
Methode der Quereinstellung. A.N.K. 
168. 309. 

1961« J. Mooser. Die Entstehung der 
Ringgebirge des Mondes. J.Y. S. G. 23. 38. 
Siehe auch 1868; 1870; 1873. 

Planeten. 

1962. Bu Ligond^. Les atmosphöres 
des planstes. B.S.A.F. 17. 291. 
Siehe auch 295; 1766. 



Zodiakallieht. 

1968. B. Parrey. The zodiacal light. 
J.B.A.A. 13. 199. 

Fixsterne. 

1964« J. E. Oore. Giant and minia- 
ture suns. En. (2) 1. 4. 

1965. L. d'Auria. The relation of 
the masB of the Universe to stellar dy- 
namics. P.A. 12. 20. 

1966« A. Ictss. Az &116czillagok hömer- 
B^klet^nek meghataroz&sa. (Bestimmung 
der Temperatur der Fixsterne.) Ü.B. 4. 
229. 

Doppelsteme. 

1967. /. E. Gore. On the suns stellar 
magnitude and the parallax of binary 
Stars. M.N.A.S. 63. 164. 

1968. S. M. Hadley. Masses of binary 
Stars. P.A. 11. 240. 



1969. 



Nebelflecke. 

J, L. E. Dreyer. A survey of 



the Spiral nebula Messier 83 by means 
of photographs taken by Dr. Isaac Roberts. 
P.R.LA. 26. 3. 



Astronomische Beobactatnngsknnde. 

1970. L. Courvoisier. Ober einige 
Registerversuche nach dem Koinzidenz- 
verfahren. A.N.K. 167. 211. 

Persönliche Gleichung. 

1971. S. P. Langley. A method or 
avoiding personal equatiou in transit 
observations. M.C.S.L 46. 226. 

1972. F, Schlesinger. Personal scale. 
P.A.S.F. 16. 207; 228. — B. G. ^«A:en 220. 

Distanzen. 

1973. Knipping. Maansafstanden. 
D.Z.R. 26. 13. 

1974. E. Knipping. Die Zukunft der 
Monddistanzen. H.H. 40. 693. 

1976. de Canete del Pinar, De c6mo 
se hau de observar las distancias lunares. 
R.G.M.M. 62. 636; 697. 

1976. C. Borgen. Über die Berech- 
nimg von Monddistanzen mit Hilfe der 
Mercatorschen Funktionen. A. D. S. H. 
26. Nr. 1. 

1977. P. G. Sul calcolo della for- 
mola proposta dal Magnaghi per la ridu- 
zione delle distanze lunari. R.M.R. 37 c. 
104. 
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1978. A. Wedemeyer. Die Anwendung 
von Stemdistanzen in der nautischen 
Astronomie. A.H. 83. 368. 

1079. A. Wedemeyer. Die Anwendung 
von Stemdistanzen in der nautischen 
Astronomie. A.H. 83. 416. 

Kosmologie. 

1980. F. Bistenpart. Der Aufbau 
des Weltgebäudes. H.E.B. 17. 16. 

1981. £. J. Gheury. Note sur la con- 
figuration de T ünivers. B. S. B. A. 9. 234. 

1982. K. Geifikr. Betrachtungen 
über die Unendlichkeit des Weltculs. 
D.W.B. 6. 336 

1988. J. D. Everett. On normal piling 
as connected with Osbome Reynolds's 
theory of the üniverse. P.M. (6) 8. 80; 
P.P.S.L. 19. 223. 

1984. F. Bistenpart. Gibt es einen 
Punkt der Ruhe im Weltall? H.E.B. 
17. 180. 

1985. F. Gesaert. Eine Hypothese 
über die Ersetzung der Gestimswärme 
durch die Schwerkraft. D.W.B. 4. 282. 

1986. G. Johnstone Stoney. Escape 
of gases from athmospheres. P.M. (6) 

7. 690; 9. 610. — S. B. Cook. 9. 608. 

Siehe auch 721; 1966. 

Sonnensystem. 

1987. T. J. J. See Researches on the 
internal densities, pressures and moments 
of inertia of the principal bodies of 
the planetary system. A.N.K. 167. 113. 

1988. C. J. Schuhmacher. Stabilit&t 
unseres Sonnensystems. N.O. 50. 287. 

1989. H. Chräien. Distances moyennes 
dans le Systeme solaire. A.F. 1904. 62. 

Siehe auch 1888. 

Kosmogonle. 

1990. C. Braun, über Eosmogonie. 
N.O. 49. 366. 

1991. A. M. Clerke. Modem cos- 
mogonies. En.L. 26. 67; 104; 168; 196; 
261; 27. 6; (2) 1. 30; 80; 178; 211; 266; 

8. 24. 

1992. M, Ernst. Wspölczesne pog- 
l(^y kosmogoniczne. (Die kosmoffo- 
nischen Ansichten der Gegenwart.) B.W. 
1908. III 487; IV 41; 276. 

199S. B. Lieclfeldt. Die Entstehung 
und Kntwiokung der Weltkörper. D.W. 
H »V 169; 188; 204. 

1994, /?. V, KövesUgethy. über die 
Kiitwiokhinff der Himmelskörper und 
Uä* VUw ifcr Erde. B.M.N. 19. 204. 



1995. L. N. Voku. Application des 
lois g^n^rales de la formahon des mondea 
k la g^n^ration speciale du nötre. J.S. 
M. 16. 33. 

Kant-LAplacesehe Theorie. 

1996. J. Frieden. Zur Eant-Laplace- 
schen Theorie. P.G.M. 81. 43. 

1997. HolzmüUer. Kritik der Kant- 
Laplaceschen Hypothese, ü. M.N. 10. 40. 

1998. G. Holzmuller. DieKant-Laplace- 
sehe Eosmogonie und ihre Kritik. S.L. 
37. 73. 

1999. A. Studnicka. Über die La- 
placesche Theorie. A.R.L. 6. 160. 

2000. A. Hall. The nebular hypo- 
thesis of Laplace. A.J.B. 24. 64. 

2001. E. Holmes. The aspects of the 
nebular hyhothesis. J.B.A.A. 14. 163 
— G. J. Bums 209. 

2002. J. Halm. Some snggestions on 
the nebular hypothesis. P. R. S. E. 25. 563. 

Siehe auch 1766. 



Mafheinatiselie Geographie. 

2008. L. S.dela Campa. Nota sobre 
el primer meridiano geogräfico. R.T.M. 
4. 146. 

2004. iV^ N. Tafeln zur genäherten 
Berechnung der Zeitgleichung. 1904— Ol 
M.V.A.P. 14. 21. 

Sphärische Astronomie. 

2005. H. Hilton. Some simple Pro- 
blems in astronomy. M.G.S. 2. 384. 

2006. A. Bust. Trirectangular coor- 
dinates for the Solution of spherical 
triangles. P.N.I. 29. 707. 

2007. 2>. Mars. Eenige opmerkingen 
over circummeridians — breedte en 
azimuth. D.Z.R. 26. 101; 193. 

2008. M. A. Ainslie. Sun's altitude 
and azimuth. E.M.W. 77. 62. 

Siehe auch 2026; 2028; 2029; 2031; 
2068; 3772. 

Nautik. 

2009. J. E. B. StejAefis. The history 
of navigation. N.M.L. 73. 603. 

2010. H. Heyenga. Nautische Unter- 
suchungen. H.H. 40. 384; 401. 

2011. J. de Bay-Paühade. Appli- 
cation pratique du Systeme dreimal i 
la navigation. Y.G. 297. 67. 

2012. B. Weizner. L(teung einiger 
nautischer Aufgaben mit Hilfe der Aximat- 
tafeln von Dr. Holte. A.H. 32. 244. 
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2018« D. Mars. Nauwkenrigheid in 
de berekening bij de snmner-methode. 
D.Z.B. 26. 633. 

2014. H. Herman. Is de sumnerl^jn 
een koorde of een raaklijn der hoogte- 
par&llel. D.Z.R. 26. 20. 

2015. G. Cevasco, A. Alessio e L. Tonta. 
Sulla costnizione delle tavole Martelli 

ril calcolo deir angolo oiario. B.M. 
37 a. 101. 

2016. J. Posthumus. Azimnth zonder 
hoofli«. D.Z.R. 26. 494. 

2017. P. W. Sachse. Het punt in 
den gelijken hoogtecirkel yerkregen 
door breedtebepaling in verband met 
het reglement der stuurliedenezamenB. 
D.Z.R. 2ö. 7. 

2018. E. Knipping. Vereinfachonff 
der nautisch-astronomischen Tafeln und 
Rechnungen. A.H. 33. 216. 

2019. H. B. Goodwin. A kinematic 
exmeridian table. N.M.L. 72. 264. 

2020. Köster. Über trigonometrische 
Lösung des ungleichseitigen Vierecks, 
dessen Winkel und zwei einandergegen- 
überliegende Seiten bekannt sind. A.H. 
38. 230. 

Siehe auch 173; 220; 1978; 1979; 2261. 

Zeitbestimmnng. 

2021. J. Posihumus. Yereenvoudiging 
in het uitrekenen van zeevartkundige 
Traagstukken. D.Z.R. 26. 194. — F. B. 406. 

2022. G. Lippmann. Les unit^s ab- 
Bolues et la mesure absolue du temps. 
B.S.A.F. 17. 484. 

202S« E. Jatnes. Einfache Methoden 
der Zeitbestimmung. D.Ü.Z. 27. 129. 

2024« E. Massanyi. A pontos idö. 
(Über die Bestimmung der genauen Zeit.) 
A.B. 7. 326. 

2025. Weidefeld. Zur Genauigkeit der 
Zeitbestimmungen am Sonnenlot. D.U. Z. 
27. 319. 

2026. G. C. Comstock. The deter- 
mination of time and latitude from equal 
altitudes of stars. P.A. 11. 238. 

2027. W. E. Cooke. On a new and 
accurate method of determining time, 
Utitnde and azimuth with a theodo- 
lite. M.N.A.S. 63. 166; 64. 70; P.A. 
11. 160. 

2028. E. B. H. Wade. Remarks on 
a paper by Mr. Cook on a New method 
of determining time, latitude and azi- 
muth. M.N.A.S. 64. 107. 

2029. E. DoUzal. Ober graphische 
Bestimmung der Zeit, des Azimuths und 
des Meridians. Ö.Z.B.H. 1903. 2; 17; 
S3; 49. 



2080. H. H. Turner. On graphical 
methoda of determining the local or 
Greenwich time of sunset at different 
plaoes within a given region. M.N.A.S. 
64 193. 

2081. Ä. Rust. Notes on a diagram 
for finding the azimuth and hour angle 
firom the latitude of the obserrer and 
the declination and altitude of the ob- 
served celestial body. P.N.I. 29. 726. 

2082. Ä. Alessio. Sulla determina- 
zione deir ora di bordo con osservazioni 
stellari. R.M.R. 37 b. 262. 

2088. N. N, Über eine vom Ingenieur 
F. Tami vorgeschlagene Methode für 
die nautische Bestimmung der Ortszeit 
aus Stembeobachtungen. M.A.G.S. 32. 
317, 

Siehe auch 2048; 2079; 2662. 

Gnomonik. 

2084. L. Weineck. Zur Theorie der 
Sonnenuhren. S.A.W. 114. 831. 

20K. O.Weidefeld. Über die Leistungs- 
fähigkeit von Sonnenuhren. M.V.A.P. 
13. 24. 

2086.i^.JN" Cadranssolaires. B.S.A.F. 
17. 208. 

2087. A. Damry. Le cadran solaire 
de Dijon. B.S.B.A. 8. 97. 

2088. R. Cozza. Un nouveau cadran 
solaire k temps moyen, a courbes ho- 
raires Egales et ^uidistantes. B.S.A.F. 
17. 122. 

2089. H. WicheVo. An improved sun- 
dial. E.M.W 80. 210; 300. 

2040. N. N. An improved sun-dial. 
0. 27. 141. 

2041. W. Godden. A cheap and reli- 
able time finder. E.M.W. 79. 67; 146. 

Ortsbestlmmaiig. 

2042. E. Havinga. Nog iets over 
plaatsbepaling. D.Z.R. 26. 339. 

2048. Radler de Aquitw. Sobre o 
calculo relativo de posi^o segundo o 
method de Marcq St. Hilaire. R.M.B. 
42. 1111. 

2044. A. de la Baume-Pluvinel. La 
d^termination du point en ballon. B.S. 
A.F. 18. 77. 

2045. H. A, de Wijn. Opmerkin^en 
over de astronomische plaats bepaling 
aan boord. D.Z.R. 26. 399. 

2046. Pfarrius. Zur Geometrie der 
Aufgaben des Auffindens auf See. M. 
R.B. 16. 178. 

2047. Rönimert. Graficeskoe reienie 
poljarnaga treugolnika. (Graphische 
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LÖBung des Poldreieckee.) M.Z.P. 819. 
11; 89. 

2048. Ä. Ta88. Müszer nälkül väffe- 
thesö id6meghaiarot48. (Methode der 
Orts- nnd ZeitsbeBtimmmig ohne Instru- 
mente.) A.B. 8. 146. 

2041». G. W. LitOehales. A new and 
abridged method of finding the locus 
of geographica! position and the compass 
error. B.S.W. 14. 238. 

2050« N, Bodceoie. Opredelenie diroty 
i dolgoty. (Breiten und Längenbestim- 
mungen auf dem Meere aus Beobach- 
tungen der Azimuthdifferenzen von zwei 
Sternen.) M.Z.P. 822. 4. 

2051. JB. E. Timerding. Die Genauig- 
keit der Ortsbestimmung aus 2 Stand- 
linien. A.V.K. 168. 17. 

2052. H. Baum und C. Fesenfeld. 
Berechnung des Schiffsorts aus 2 Gestims- 
höhen nach der Höhenmethode. A.H. 
82. 28. — T. Röster 170. 

2058. C. Decante. Determination de 
position du navire quand l*horizon n*est 
pas visible. R.M.M.P. 147. 491. 

2054. G. W. Littlehales. Conceming 
Sextant Observation s for determining 
gegraphical positions. B. A. G. S. 36. 
188. 

2055. E. B. H. Wade. Preliminary 
note on the effect of the direction of 
G^vity on lunar observatories. M. N. A. S. 
64. 106. 

2056. W. Hall A caution on ex- 
meridians. N.M.L. 73. 419. 



Breitenbestimmnng. 

2057. S. Akniän. Observaciones de 
latitud en Apam. M.jB.M. 20. 78. 

2058. A. PanneJcoek en Posthumus 
Heyes. Ovor breedte— en azimuth bepa- 
linger. C.A.A. 13. 520. 

2059. F. B. Bredten by den meri- 
diaen. D.Z.R. 26. 242; 471. —W. Noor- 
duün 311. — P. Bossen 358. — E. Ha- 
ffinga 541. 

2060. H. Benan. ^Itude de l'influence 
de la däviation instrumentale d'un cercle 
de märidien sur les mesures de latitudes. 
B.A. 22. 129. 

2061. L. Volta. Le determinazioni 
fotografiche di latitudine e le ricerchi 
recenti del prof. Schwarzschild. R.T.C. 
17. 97; 126; 136; 152. 

2062. H. B. Goodwin. On reduction 
to the prime vertical. N. M. L. 73. 
611. 

2068. P. Bossen. Hoe moet men de 
circummeridiaens breedten berekenen. 
D.ZR. 25. 422. 



2064. J. Posthumus. Breedtebepahng 
door circummeridiaans hoogte. D.Z.R. 
25. 203. 

2065. H. Herthan. De grootste hoogte. 
D.Z.R. 26. 266. — TT. Cornelis 304. 

Siehe auch 2017; 2026-28. 

Ungenbestlmiiiiuig. 

2066. J. Ä. C. Oudemans. Kort bericht 
omtrent de bepaling der lengte van 
St. Denis uitgevoerd in 1874. C.A.A. 
18. 616. 

2067. Ricart y GiraU. Calculo de 
la longitud geografica por medio de las 
distancias lunares. M. A. C.B. (8) 5. No. 1. 

2068. A. Alessio. DeterminazioDe 
speditiva deUa longitudine con 088er?a- 
zioni del cratere ,,Mösting A''. R.M.B. 
36 c. Suppl. 

2069. B. Weisner. Berechnung von 
Längen- und Standlinien unabhängig 
vom Chronometer. A.H. 32. 497. 

2070. D. Mars. Nauwkeurigheid in 
de berekening bij de Sumner-methode. 
DZ.R. 26. 69. 

HQhenprobleine. 

2071. Preufi. Über Höhenprobleme. 
A.H. 33. 78. — Timerding 232. 

2072. G. W. Littlehales. The Sunmer 
line. N.M.L. 78. 327. 

2078. /. W. Froley. Mr. G. W. Little- 
hales' graphic Solution of the astronomical 
triangle and some of its varied appli- 
cations to the problems of navigation. 
B.A.G.S. 36. 299. 

2074. A.d,V. Constructie van hoogte- 
lijnen volgens Villarceau. M.B.H. 1^- 
226. — G. L. Goedhart 359. 

2075« Badler de Aquino. Taboas para 
achar alturas e azimuths facilitando e 
emprego do methodo de Marcq Saint- 
Hilaire no mar. R.M.B. 41. 604. 

2076. G. Pesci. Sul calcalo relativo 
alle rette d'altezza secondi il methodo 
di Marcq St. Hilaire. R.M.B. 36a. 5: 
87 b. 87. 

2077. E. B. Simpson 'Baikie. Tables 
to facilitate the working of combined 
altitudes by Saint-Hilaire's Method. M. 
N.A.S. 64. 198. 

2078« A. Both. Nochmals das Ver- 
fahren von Marcq de St. Hilaire nnd 
die Höhentafeln. M.A.G.S. 31. 956. 

2079. G. Santasilia. Circa un metodo 
breve e facile per il calcolo deU' angolo 
orario e della retta d' altezza Marcq 
de St. Hilaire. R.M.R. 36 d. 340. 
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Caspar. Ein neues und abge- 
kürztes Yerffthren, um die Standlinie 
und die Kompaßmißweisung zu finden. 
Siehe auch 2026; 2062; 2066.. 

Dimmemnggprobleme« 

Siehe 2292. 

Oroßkreisflehiffahrt. 

2081. Ä. Roth. Stadie über die 
Schifahrt im größten Kreise. A.H. 82. 376. 

S082. F. B. Stoomschepen en groot- 
cirkels. D.Z.R. 26. 200. 

2088. H. B. Gaodwin. Talks on 
TowBOn. N.M.L. 72. 728; 73. 1; 92. 

Chronologie. 

2084« L. Zimmermann. Zeitrechnung. 
A.y.N. 1903. 161; 289; 306; 313; 345; 363. 

2085. M. C. R. Omelas. Nociones 
de cronologia practica. M.jR.M. 19. 
17; 65. 

2086. W. H. S. Manch. Ancient 
chronologj and eclipses. P.A. 11. 242. 

Kalender. 

2087. (y Malley. Three Calenders. 
E.M.W. 77. 260. 

2088. L. F. J. Gard^. Calendrier 
perpätael. A.F. 1903. 214. 

2089. J. E. Nunes Cardoso. Calen- 
dario perpetuo. R.T.M. 4. 66. 

2090. C. H. Genung. The reform of 
the calendar. N.A.R. 79. 569. 

2091. B. Munzky-Bunzlau. Math. 
Formel ssur rechnerischen Bestimmung 
des Wochentages beliebiger Daten im 
alten und neuen Kalender. D.W.B. 4. 63. 

Ephemeriden. 

2092. M. Bajna, Naovo calcolo dell' 
effemeride del sole e dei crepuscoli per 
Torizzonte di Bologna. M.I.B. (6) 1. 61; 
R.I.B. (2) 8. 26. 

Osterdatum. 

2098. N, N. Gaußsche Osterformel. 
A.V.N. 1904. 163. 

2094. P. Pniseux. Sur la dato et la 
ftte de Pftqnes. B.S.A.F. 17. 281. 

2095. L. F. J. Gardks, La dato de 
Pflqaes. A.F. 1903. 94. 

z096. N. N. Vraag over den paasch- 
datum. V.W.A. 20. 160. 

2097. M, C La vraie dato de P&ques 
en Tan 1908. Co. (2) 60. 130. 



GeBChichte der Oeodftsle. 

2098. B. Bourgeois. L'^tat actuel de 
la göodösie. R.G.O. 16. 876. 

2099. N. N. The present position 
of geodesy. N. 70. 104. 

Siehe auch 3861. 



Niedere Geodlsie. 

2100. W. Große. Über eine prak- 
tische Rechnungaaufgabe der Feldmeß- 
kunst. Z.H. 84. 33. 

2101. H, F. van Biel Bepaling der 
der richtingscoSfficienten bn vereffening 
in geval van puntbepaling. T.K.L.20. 116. 

Siehe auch 56; 3782. 

Messen. 

2102. J. P. Lomholt. Prove of laengde 
maalingsredskaber. T.O.M. 3. 166. 

Siehe auch 979; 2576; 2678. 

Distancmegsung. 

Siehe 44. 

Triangulierung. 

2108. N. N. Geometrische und trigono- 
metrische Netzbestimmung. Z. B. G.Y. 
1904. 33. 

2104. G. PoUer. Zentrieren der 
Winkel. Ö.Z.V. 1904. 125. 

2105. Seyfert. Aus der trigonometri- 
schen Praxis. M.A.M.F. 1904. 50. 
Siehe auch 42; 48; 49; 71; 2120; 3241; 

3778; 3785. 

Einschneiden. 

2106. S. Finstertcalder und W. Sdieu- 
feie. Das Rückwärtseinschneiden im 
Raum. S.A.M. 33. 691. 

2107. N. Herz. Eine Verallgemeinerung 
des Problems des Rückwärtseinschnei- 
dens: Problem der 8 Punkte. S.A.W. 
113. 356. 

2108. C. de Sandre. Compensazione 
di un punto intersecato colle distanze. 
R.T.C. 16. 109; 117. 

Siehe auch 47; 60; 3774. 

Pothenotsclies Problem. 

2109. Ä. de Campos Bodrigues. Le 
Probleme de Pothenot. R.T.C. 16. 100. 

2110. S. Günther. Das Pothenotsche 
Problem auf der Kugelfläche. S.A.M. 
84. 116. 
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Polygonometrie. 

2111« Pavlav, Obchod poligona. (Die 
Genauigkeit von Polygomnessongen 
mittelB der BouBaole and des Winkel- 
meflinstromentes.) B.S.R.A. 10. 116. 

2112. W. Sedasev. üvjazka koordinat. 
(Ober die Methoden der Ausgleichung 
der Abweichungen in Polygonkoordina- 
ten.) T.G.C. 18. 26. 

2118« N, Roidestpenakij. Izmerenie 
oglov i linij. (Zur Frage über die Ge- 
nauigkeit der Linien und Winkelmes- 
sungen in der polygonometrischen Auf- 
nahme.) T.G.C. 18. 12. 

2114. A\ Eozdestvenskij. Ob izmerenie 
plod^adej. ( Einfluß der Fehler der Linien- 
und Winkelmessungen eines Polygons 
auf seine Fläche.) T.G.C. 18. 20. 

2116. T. Vspemkij Vyfcislenie plos- 
cadej. (Notiz über die Flächenberech- 
nungen der Polygone.) T.G.C. 18. 47. 

Kanrenabstecken« 

21l({« F. Lorenz. Die Absteckung 
von Kurven in koupiertem Terrain. Ö.W. 
Ö.B. 1904. 161. 

Flftchenmessung. 

Siehe 3231; 3481. 

GmndBtflckBteiliing. 

2117. L. Zimmermann. Teilung des 
Vierecks aus einem gegebenen Punkte. 
A.V.N. 1908. 83. 124. 

2118. H. Zimmermann. Teilung an 
einem gesuchten Punkte. A.V.N. 1908. 4. I 

2119. H. Ehrhardt. Die Teilung der ! 
Grundstücke durch einfaches Addieren 
und Subtrahieren, unter Verwendung | 
einer Tafel von Achtelquadraten, ge- ' 
nannt Planimetrische Tafel. A.V.N. ' 
1904. 305; 313. 

Siehe auch 3769; 3780; 8781; 3783. 

Geodfttlsehe Koordinaten. 

2120. T. Krasovskij. Formulü Srej- 
bera (Notiz über die Schreibersche Formel , 
für die Berechnung der geographischen , 
Koordinaten der Punkte im trigonome- 
trischen Netze). T.G.C. 18. 1. | 

2121. P. Mantjev. Vyöislenie azimu- : 
tov (Über die Berechnung des wahren 
Azimut mittels der Tabellen für die Be- 
rechnung der rechtwinkligen Koordina- 
ten). T.G.C. 18. 48. 

Siehe auch 61; 52; 2112; 2185—87; 8778; 
3778. 



Taehymetrie. 

Siehe 8767. 

NlTellement. 

Siehe 45; 46; 2245; 2579; 2580; 3771; 

Barometrische U51ienme88iuig. 

2122. Gro88mann. Die barometzische 
Höhenformel und ihre Anwendimg. A. 
H. 88. 261. 

2128. A. de Quervain. Tafeln zur 
barometrischen Höhenberechnung nach 
A. Angot. B.P.A. 1. 68. 

2124. /. Hann. Bemerkungen über 
die Schwerekorrektion bei den barome- 
trischen Höhenmessungen. P.G.H. 49. 
168. 

Topographie. 

Siehe 296; 2582; 2588; 2589; 3719. 

LandeBTermeasnng. 

2125. S. Blök. De aanslaiting Tan 
het driehoeksnet der eerste orde ran 
Zuid- Sumatra aan dat van Sumatra'» 
Westkust. C.A.A. 18. 471. 

Siehe auch 8242; 8656; 3657. 

Kartenprojektionen. 

212«. E. Haewtzaehel Neuer Beweis 
einer Grunertschen Formel aus der Kar- 
tenentwurfslehre. Z.S. 51. 165. 

2127. E. Soler. Sopra una nuova 
proYezione geografica compensativa. A. 
A.P. 6. 

2128. H. Maurer. Eine neue gra- 
phische Azimut- und Kurstafel und eine 
winkeltreue Kartenprojektion. A.H. SS. 
125. 

2129. C. E. Stromeyer. Surface equi- 
▼alent projections. V.I.G.C. 7. 99. 

2180. H. Maurer. Über Auflösung 
von Poldreiecksau%aben durch Diagram- 
me, die auf zenitalen fi^artenprojektionen 
beruhen. A.H. 88. 855. 

2181. A. J. van der Grinten. Dar- 
stellung der ganzen Erdoberfläche auf 
einer kreisförmigen Projektionsebene. P. 
G.M. 1904. 155. 

2182. H. Hilton. A note on the gno- 
monic projection. M.G.S. 8. 108. 

2188. H. Hilton. To find the relation 
between 2 maps of the same contooi 
on the gnomonic projection. M.G.S. 3. 
107. 



«Abhandlnngsregieter 1904—1905. 



223 



2184. E. Hammer. Zwei praktische j 
Beispiele schieüftchsiger zylindrischer ! 
EartennetEentwürfe. P.G.M. 60. 277. 

218o. C. Pastori. Tabelle sossidiarie 
pel calcolo di nna triangolazione in co- 
Ordinate piane Soldner o Der la trasfor- 
mazione delle coordinate nra dne centri 
Soldner contigui. R.T.C. 17. 8; 24; 38. 

2186. G. B. Maffiotti. Sopra alciine 
qnestioni relative al calcolo delle coor- 
dinate sferiche rettangolari nel sistema 
di proiezione di Soldner. R.T.G. 17. 
49; «6. — Pastori 96. 

Siehe auch 282; 2606. 

Fllehenbereehnung. 

2187. M. Ehrhardt. Flächen- und Ko- 
ordinatenberechnung durch Addieren und 
Subtrahieren unter Verwendunff einer 
Tafel von Achtelquadraten. A. V. N. 1908. 
163. 

Siehe auch 177; 2114; 2116; 8367; 3480; 
3482; 3484; 3490; 3491. 

ErdmaBsenberechnmig« 

2188» jL. Hess. Zur graphischen Mas- 
senbestimmung von ErdkOrpem. W. 
Ö.B. 1903. 663. 

3189. X. Sdileiermacher. Zur Massen- 
berechnung im Wegbau. Z.S. 62. 208. 
Siehe auch 3474; 3476; 3438; 3479; 
3486<-88. 

Metrologie« 

2140. G. di Dia. U sistema metrico. 
Pit 10. 14. 

8141. O. Zanotti' Bianca. II metro 
e il minuto e il secondo nella geofisica 
modema. R.T.C. 17. 104; 119. 

Höhere Geodftsie« 

2142« O. H. TiUmann. Der gegen- 
wärtige Stand der Geod&sie. N. R. 20. 169. 

2l£l. F. Guarducci. Sulla lisoluzione 
dei triangoU formati da 3 g^odetiche 
soll' elliBfloide di rotazione a piccolo 
Mdacciamento. M.I.B. (6) 1. 99; R.I.B. 
(2) 8. 69. 

2144. Ä. A. Wassüüw. Nachweis 
einiger systematischer Mängel des Basis- 
messungsapparats von Jädevin. A.P.B. 
(6) 19. Nr. 3. 93. 

Siehe auch 2161. 

Gradmeflsungeii. 

2146. Loperfido, Misura di un arco 
terrestre. R.A.G. 1904. Okt. 



2146. CaneU del Pinar, Sobre un 
arco de paralelo. R.G.M.M. 62. 304; 426. 

Erdgestalt. 

2147. 0. Zanotti' Bianco. I concetti 
modemi suUa figura matematica della 
Terra. A.A.T. 39. 539; 689; 40. 18. 

2148. A. Börseh. Die Grundlagen der 
Bestimmung der Erdgestalt. V.I.M.G. 
3. 469. 

2149. S. Makay. A föld alakja (Die 
Gestalt der Erde). Ü.B. 3. 306. 

2150. r. Arldt. Die Gestalt der Erde. 
B.G. 7. 283. 

2151. P. Trzcifiski. Esztall i wymiari 
ziemi. Uklav tetradryczny (Größe und 
Gestalt der Erde. Die Tetraederform). 
W.W. 28. 81. 

2152. S. Heilig. Is the Earth a py- 
ramid and not a sphere? E.M.W. 77. 169. 

2158. P. Eudzki. Sur la d^teimina- 
tion de la figure de la terre d'apr^s las 
mesures de la gravitä. B.A. 22. 49. 

2154. W. }*oerster. Der Fortgang der 
Untersuchungen inbetreff der Bestim- 
mung der Erdgestalt und der Verände- 
rungen der Breiten. M.V.A.P. 16. .M6. 

Siehe auch 2177. 

Lotabweichmigen. 

2155. Näbauer. Neigung der Lote in 
Punkten verschiedener Niveauflächen, 
welche derselben Lotlinie angehören. Z. 
B.G.V. 1903. 174. 

2156. W. Schweydar. Untersuchungen 
der Oszillationen der Lotlinie auf dem 
Astrometr. Institut der Großh. Sternwarte 
zu Heidelberg. B.G. 7. 33. 

2157. 0. Fisher. On deflexions of 
the plumb line in India. P.M. (6) 7. 14. 

2158. N. Herz. Über den Einfluß der 
Lotablenkungen auf die Ergebnisse der 
Schwerebestinunungen. A.N.E. 166. 97. 

Siehe auch 2066. 

Geophysik» 

2159. P. Puiseux. Ce qü'on sait de 
la Constitution interne du globe terrestre. 
J.D.S. 1904. 620. 

2160. D. S. Rudnickij. Fizicna geo- 
grafija pri kinci 19. stolita (Die physi- 
kalische Geographie am Ende aes 1 9. Jahr- 
hunderts). R.S.M. 9. Nr. 4. 

Siehe auch 276. 

SehweremesgangeD. 

2161. A. Prey. Über die die Reduk- 
tion der Schwerebeobachtungen auf das 
Meeresniveau. S.A.W. 113. 1231. 
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21tt2« 0. ZanotH-Bianeo. Helmert's 
Ibrmule for graritj. N. 72. 534. 
Siehe »uch 440; 2163; 2158; 2676; 3769. 

Erddichte. 

2168. 0. FMer. Denaities of the 
Earihe crust beneath continenta and 
oceans oompared. P.C. P.S. 13. 106. 

Erdbeben. 

ai«4. B, V. Kövesligethy. Die Berech- 
nung •eismischer Elemente. B.M.N. 23. 
42. 

äl6&. F. Omari. Seismologica] notes, 
P TM. 2. Nr. 16. 

3166. F. de Mw\tes9U8de Bellore, Non- 
exititenoe et inutilit^ des courbes iso- 
«uhYgme« ou d*^gale fr^nence des trem- 
lO^meuta de terre. E.G. 6. 467. 

dltt?. B. r. Köveslig^y. A nagy 
tMdnntg^sek energiäja (Über die Ener- 
iri«" irrofter Erdbeben). M.T.E. 32. 
Uli 

dlllH* A. Iwutmura. Note on the transit 
vvlooity of the earthquake motion ori- 
tfiuatiuK at a near distance. P.T.M. 2. 
Nr 12 

ilW* F 0. Harboe. Die Fortpflan- 
•uuk;i^'«chwiudigkeiten der Erdbeben- 
M^vUow HU, 7,879, 

4170« <> Fisher. On the transmission 
vU* Ki^iUuiuako waves trough the earth. 
1* V* r S, 12. 364. 

4t TU H'. ScMütft, Schwingungsart 
MuU \\\^u dt»r Krbebenwellen. E.G. 6. 

^M^x M Si'Mij. Eeohachtung elas- 
^t.vvUw WoUou im Erdboden. N.R. 19. 

4U«* t( limh. On the propagation 
^ii UK>u»vurt \»\ov tht> surface of an elastic 
,v^.l t U S l.. 203. 1. 

^Wl% i luMmura. Note on the 
^o «..».(,. vii^UKMUtion in Tokyo. P.T.M 

,J4 4.i. M /i*.Ua. über die Venren- 
u u i Kul^*»b^«beobachtungen zur 

\. ."' V '. .'»^ Uo* Ki^tiiiuorn. S.A.W. 113. 

;i u* *^\».^*» Ow the corxection bet- 
VI . ^. t » ^'i.*Kv« wul atmospheric pres- 

;i «, ' ,:iitHiAf*ii Relations des 

^ , . i uo'ii^ U'i«w»t* de terre avec 

, .. , u. v^'^ ^V K. 1903. 167. 

...» i.M !*k.V »H49; 2284; 2413; 



Erdwftrme. 

2178. J. F. Hoffmann. Über die Be- 
einfluBsong der geothermischen Tiefen- 
stnfe nnd einige Folgerungen. B.G. 6. 
667; 6. 349. 

TnlkanigmuB. 

4 Siehe 2177. 

Eis. 

Siehe 2193. 

Eisselt. 

2179. E. Geinüz. Wesen nnd Urukche 
der Eiszeit. A.F.M. 69. 1. 

Erdstrdme. 

2180. E. Guarini. Les conrants tel- 
luriques. B.S.B.A. 9. 194. 

Erdmagnetisrnng. 

2181. Ä. Pflüger. Zur Dentan|f des 
Erdmagnetisrnns. P.Z. 6. 416. 

2182. E. Lagrange. Ampere et rori* 
gine du champ magn^tiqne terrestre. 
B.S.B.A. 9. 239. 

2188. L. A. Bauer. On the pxesent 
shrinkage of the earths magnetism. P. 
R. 20. 126. 

2184. W. van Bemmelen, Het krachta- 
yeld van de dagelijksche schomnaeling 
der magnetische storingskracht. C.AA. 
12. 466. 

2186. a Chree. The law of action 
between magnet and its bearing on the 
determination of the horizontal compo- 
nent of the Earths magnetic force with 
unifilar magnetometers. P.M. (6) 8. IIS. 

2186. G. Lippmann. Action dn maLg- 
nätisme terrestre sur une tige d'ader 
„invar^* destin^e ä un pendnle g^od^si- 
que. CR. 138. 1073. 

2187. F. Lauffer. Die Deviation und 
deren Kompensation geometrisch dar- 
gestellt nnd analysiert auf Grund des 
magnetischen Kraftfeldes. A.H. 88. 66. 

2188. A. TanakadaU. A maernetic 
snrvey of Japan reduced to the epoch 
1896, and to sea lerel. J.Ü.T. 14. 
Siehe auch 148; 663; 1671; 1940; 1941; 

2284; 3649. 

Deklination. 

Siehe 2080. 



Erdmagnetlsehe Taiiationen. 

Siehe 2184. 
(Schluß folgt.) 



Oasood, Dr. W. T.^ Professor an der Haryard-üniTersität, Cambridge, Mass., Y. St. A., 
LebrbTich der Funktionentheorie. In 2 Bänden. I. Band. 1. Hälfte. 
Mit sBahlreiohen Figuren im Text. [306 S.] gr. 8. 1906. geh. n. «>^ 7.— 

(Bio 9. HAllt« dM I. BandM wird im Herbtt 1906 «seheincaL] 

]PoekeLi| Dr. !*•• Ftofessor an der üniTenität Heidelberg, Lehrbncb der Kristall- 
optik. Mit 168 Figuren im Text tmd 6 Doppeltafeln. [X u. 619 S.] gr. 8. 
1906. In Leinw. geo. n. JL 16* — 

^oinoarö| Henri. Membre de llnstitat, Wissenacbaft und Hypothese. Autori-'* 
sierte deutscne Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen von F. u. L. Lotdeiumn. 
!^. Auf läge. [XYI u. 846 8.] 8. 1906. In Leinwand geb. n. «>A: 4.80. 

der Wert der Wissenschaft. Autorierte deutsche Ausgabe von 

E. Weber. Mit Anmerkungen von H.Weber in Straßburg i. E. [V u. 252 S.] 
8. 1906. In Leinwand geb. ^ 

Simon, Dr. Max. Professor an der Universitä t Sfa aßbui^ i. E., über die Entwick- 
lung der Eflementar-Geometrie im XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet 
der Deutschen Mathematiker -Yereinigung. A. u. d. T. : Jahresbericht der 
Dentsche n Mat hematiker -Vereinigung. Ergänzungsband I. Mit 28 Figuren 
im Text. [Vm u, 278 8.] gr. 8. 1906. geh. n. JK 8.— , in Leinw. geb. n. .it 9.-- 



Methodik der elementaren Arithmetik in Verbindung mit al- 
gebraischer Analysis. Mit 9 Textfiguren. [VIu.l08S.] gr.8. 1906. geb.n.^3.20. 
S'tArke, Dr. H.^ Privatdozent an der Universität Berlin, experimentelle Elektrizi- 
tätslehre. Mit besonderer Berücksichtigung der neueren Anschauungen und 
Ergebnisse dargestellt. Mit 275 in den ^xt g^edruckten Abbildungen. [XIV u. 
482 Sr| gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. USC 6.- 
Stande, Dr. Otto, Professor an der Universität Rostock, analytische Geometrie 
des Punktes, der geraden Linie und der Ebene. Ein Handbuch zu den 
- Vorlesu ngen und Übungen über analytische Geometrie. Mit 387 Figuren im 
Text, [vm u. 447 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. n. JL 14.— 
iS^olB.Dr. Otto, weil. Professor an der Universität Innsbruck, jund Dr. J. Anton Gmeiner, 
Professor an der deutschen Universität Prag, Einleitung in die Funktionen- 
theorie. Zweite, umgearbeitete und vermehrte Auflage der von den Verfassern 
in der „Theoretischen Arithmetik" nicht berücksichtigten Abschnitte der „Vor- 
lesungen über allgemeine Arithmetik" von 0. Stolz. Mit 21 Figuren im Text. 
Pu. 698 S.] «-. 8. 1906. In Leinw. geb. n. JLlh,^. Auch in 2 Abteilungen: 
Abteilung. Mit 10 Figuren im Text. [VI u. 242 8.] 1904. In Leinw. geb. 
n. UK 6.— . n. Abteilung. Mit 11 Figuren im Text. [Vm u. S. 243—612.] 
1906. In Leinw. geb. n. JL 9. — 
Thomae, Geh. Hofirat Dr. J., Professor an der Universität Jena, Sammlung 
von Formeln und Sätzen aus dem Gebiete der elliptischen Funk- 
tionen nebst Anwendungen. [IV u. 44 S.] 4. 1906. kart. n. JL 2.80. 
Tivantij Q.^ Professor an der Universität Messina, Theorie der eindeutigen 
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Über die theoretische Behandlung des Problems der 
störenden Lokomotivbewegnngen. 

Von M. Radakovig in Innsbruck. 

Die unter den Namen „Wanken", „Wogen" und „Nicken'' be- 
kannten störenden Bewegungen der Lokomotive sind erzwungene 
Schwingongen des auf Federn ruhenden Baues unter dem Einfluß 
periodiscli veriLnderlicker Kräfte, welche den regelmäßig wiederkehrenden 
Einwirkungen des (Geleises und dem Mechanismus des Antriebes ent- 
springen. Sie gehören daher zu jenen technisch wichtigen Fallen von 
Besonanz^), denen sich in neuerer Zeit die Aufinerksamkeit zuwandte. 

Derartige Erscheinungen des Mitschwingens lassen sich durch rein 
statische Betrachtungen nicht erschöpfend behandeln, da ein schwingendes 
System unter der Einwirkung periodisch veränderlicher Kräfte ganz 
andere Ausweichungen erhält, also auch ganz andere äußere Verhält- 
nisse and Beanspruchungen aufweist, als der rein statischen Wirkung 
der Kräfte entsprechen würde. 

Die Darstellung der störenden Lokomotivbewegungen als er- 
zwungener Schwingungen geht auf Redtenbacher') zurück, dessen in 
der allgemeinen Auffassung des Problemes bewunderungswürdige Dar- 
stellung bekanntlich in ihrer Ausführung durch einen sinnstörenden 
Irrtum entstellt ist. Die späteren Untersuchungen der Lokomotiv- 
bewegung von Zeuner*), Einbeck^) und Fliegner^) leiden etwas 
an der den Überblick erschwerenden Form der mathematischen Ent- 
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wicUnngeiL Eine größere Klarheit kann man dadurch gewinnen, da& 
man als Grandlage der Darstellung die auf Lagrange zurückgehende 
Theorie der unendlich kleinen Schwingungen materieller Systeme wählte 
welche besonders fOr akustische Zwecke ausgebildet worden isi 

Die folgenden Zeilen beschäftigen sich mit der Übertragung dieser 
Theorie auf das vorliegende Problem und geben ein Beispiel fQr dieselbe 
durch die Ausfuhrung der Rechnung für den Fall einer störenden 
Ursache, des periodisch veränderlichen Druckes der Schabstange auf 
den Führungskörper, bis zur Gewinnung übersichtlicher, graphisch 
leicht konstruierbarer Formeln. Die Ausdehnung auf andere störende 
Ursachen dürfte keine Schwierigkeiten haben. 



Das Zur Beschreibung der Lokomotiyschwingnngen verwendete 
Koordinatensystem. 

Die sogenannten „gaukelnden^ Bewegungen der Lokomotive sind: 
1. Hebungen und Senkungen des Schwerpunktes in vertikaler Richtnng, 
das Wogen] 2. Drehungen um eine durch den Schwerpunkt gehende, 
auf der Längsachse senkrechten horizontalen Querachse, das Nicken] 
3. Drehungen um die horizontale Längsachse der Lokomotive, das 
Wanken, Die in gaukelnder Bewegung begriffene Lokomotive kann 
daher als System von drei Freiheitsgraden aufgefaßt werden, zu dessen 
Bestimmimg die Angabe von drei allgemeinen Koordinaten genügt. 

Es seien x, y^ z die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes der 
Lokomotive bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen ^er- Achse vertikal 
nach aufwärts gerichtet ist, dessen x-Achse mit der Richtung des Cre- 
leises parallel und dessen y- Achse senkrecht zu dem Geleise liegt Der 
Anfangspunkt dieses Systemes falle bei ruhender Lokomotive mit 
dem Schwerpunkte derselben zusammen und das Koordinatensystem 
möge an der Vorwärtsbewegung der Lokomotive in der Weise teil- 
nehmen, daß sein Anfangspunkt immer in die Senkrechte durch den 
Schwerpunkt zu liegen kommt. 

Mit x\ y', z' seien die rechtwinkligen Koordinaten desselben 
Punktes der Lokomotive, aber bezogen auf ein mit ihr festverbundenes 
Achsensystem bezeichnet, dessen Anfangspunkt 0' im Schwerpunkt 
liegt und dessen Achsen bei rah/ender Lokomotive den entsprechenden 
Achsen des Koordinatensystemes der x, y, z parallel sind, bei in 
MiüceUider Bewegung begriffener Lokomotive aber ihre Lage in derselben 
«idit verändern. 

A.ls die allgemeinen Koordinaten, welche zu der Bestimmung der 
l^iyn* der schwingenden Lokomotive dienen, kann man wählen: 1. die 
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Pig. 1. 



Hebung des Schwerpunktes 00' » g in vertikaler Richtung; 2. den 
Winkel ^ der Drehung um eine horizontale der j^-Achse parallele Achse 
durch den Schwer- 
punkt; 3. den Winkel ^ 
der Drehung um die 
o; -Achse^ also um die 
Längsachse der Loko- 
motive. 

Es entsprechen 
dann die Änderungen 
der Koordinate g dem 
Wogen, die Änderungen 
der Koordinate q> dem 
Nickel und die Ände- 
rungen der Koordi- 
nate if dem Wanken 
der Lokomotive. 

Die Gleichungen 
für die Transformation 
der rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X, y, e in die 
allgemeinen Koordina- 
ten ^ 9, ^ gewinnt man 
durch An&tellung von 
Beziehungen zwischen 
den Koordinaten x, y, z 

und x\ y'j z\ Hierzu benötigt man die Kichtungskosinus der Achsen 
des einen Systemes bezogen auf die des anderen. Sie ergeben sich aus 
sphärischen Dreiecken und sind in der folgenden Tabelle verzeichnet: 




^X 



x' 


X 


y 


z 


C08 9> 





sin9> 


t 

y 


sin ^ - sin 9> 


cosV' 


— sin ^ • cos 9 


z 


— cos^ . sing) 


sinV' 


cos ^ • cos 9> 



(1) 



Man erhält demnach die Transformationsgleichungen: 

x^ x' cos 9 — y' sin ^ sin 9 — jg? ' cos ^ sin 9 

y= y'cos^ +jer'sin^ 

xr = 5 + a;' sin 9 — y' sin ^ cos 9 + j?' cos ^ cos 9. 

16' 
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Diese Oleickungen nehmen eine einfachere Gestalt an^ wenn man, 
wie dies üblich ist^ sich auf die Untersuchung jener Bew^ungen be- 
schjnLnkty bei welchen sich das System nur sehr wenig aus seiner 
Buhelage entfernt. Indem man sodann nur die Glieder erster Ordnung 
in den allgemeinen Koordinaten (, q), ^ beibehalt, ersetzt man begrifiElicb 
das vorliegende verwickelte System durch ein wesentlich einfacheres. 
Man weiß, dafi die Untersuchung dieses ein£Eu;heren Systemes den all- 
gemeinen Typus der Bewegung des ursprünglichen Systemes umso ge- 
nauer liefert, je kleiner die eintretenden Bewegungen sind. 

Die Transformationsgleichungen, welche zu dem gewählten ein- 
facheren Systeme führen, sind demnach 

X =^ X — ^'9 

(10 y- y +^> 

Die Ausdrucke für die lebendige Kraft und das Potential der Lokomotive. 

Den Ausdruck für die lebendige Kraft des schwingenden Systems 
in den allgemeinen Koordinaten 97, ^ und % gewinnt man am einfeushsten, 
indem man die lebendige Kraft in den rechtwinkligen Koordinaten x^ y, z 

berechnet und an Stelle der Qeschwindigkeiten ^, ^, ^, mit Hilfe 

der Gleichungen (1 ') die Geschwindigkeiten in allgemeinen Koordinaten 

ff Tt' ^ ®^**^- 

Man hat hierbei zu beachten, daß der Anfangspunkt 0' des Ko- 
ordinatensystems x\ y', e' im Schwerpunkte liegt und daß die Achsen 
x'f y\ z' als Hauptträgheitsachsen angesehen werden können. Hieraus 
erschließt man das Verschwinden der Schwerpunktskoordinaten und des 
Deviationsmomentes Em • x'y' und erhält die lebendige Ejrafk L des 
schwingenden Systems in der Form 

(2) i.tÄ.©' + li,.(|J)'+J^. (-_»)•, 

hierbei bedeuten M die Masse, A und B die Hauptträgheitsmomente 
bezogen auf die Achsen x' und y\ 

Den Ausdruck für das Potential des schwingenden Systems erhält 
man durch die Berechnimg der Arbeit, welche man gegen die elastischen 
Kräfte der Federn, auf denen die Lokomotive ruht^ leisten muß, um sie 
aus der Buhelage in eine verschobene, durch die Werte der allgemeinen 
Koordinaten g, 9, ^ bestimmte Lage zu bringen. 

Es möge zur Fixierung der Vorstellungen die auch von Redten- 
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baoher gewählte LokojnotiTe mit inneren Zylindern und sechs nicht g»- 
kiip}>elten Badern gewählt werden. Allgemeinere Typen Iiuraen sich 
ersichtlich in gleicher Weise behandeln. 

Die Federn seien an den Stellen A^, A^ , . . A^ angebracht Die 
Koordinaten der Angriffspunkte der elastischen Kräfte der Federn be- 



Fig. s. 




zogen auf das mit der Lokomotive festverbundene Koordinatensystem 
der x\ y\ z' sind: 

Der durch die Transformationsgleichungen (1') bestimmten ver- 
schobenen Lage des Systems entsprechen in dem Koordinatensysteme 
der x\ y% z' die folgenden ir-Koordinaten der Punkte A\ 

^1 . . . jBfj = XTj + g — ^iV + «*; ^, . . . JSr, = 0^ + f — ^,9 + «^; 

^5 . . . j?j = jgr,' + g + ^s9 + «^; ^4 • • • ^4 =- < + 5 — ^iV — «V'; 

^5 • • • ^5 = ^5 + s — ^29 — «*; j:« . . . xr^ - j?e' + e + ^s9 - «*• 

Dehnt man eine^ etwa die i/te Feder^ indem man sie aus der durch 
das Gewicht der Lokomotive zusammengedrückten Lage um den Be- 
tn^ fty entfernt^ so widerstrebt sie der Verschiebung mit der Ejiift 

P^ =- — /; • \. 

Die Arbeit, welche man leisten muß,^ um diese eine Feder aus ihrer 
Ruhelage um den Betn^ j?, — Zy zu verschieben, ist 



230 1^0 theoietUche Behandlung d. Problems d. störenden LokomotiTbewegnngen. 

Somit iat die gesamte Arbeit^ welche zu der Verschiebung der ganzen 
Lokomotive aus ihrer Ruhelage in die durch die Koordinaten tr V? V 
bestimmten Lage benötigt wird, oder das Potential V durch die Summe 

»=6 



V-i^^^^"'-'^' 



gegeben. 

Setzt man yoraus, daß die Federn einer Achse von gleicher Starke 
sind, daß also 

fi'^u] U^^fh't /s "" h 

ist, und wählt man die abkürzenden Bezeichnungen 

so erhalt man nach einfachen Reduktionen 

(3) F = J; . g« + F, • 9» + Fl • *V» - 2F, . 59. 

Der Ausdruck für das Potential wird noch einfacher in dem besonderen 
Falle einer solchen Konstruktion der Lokomotive, daß die Federn 
durch das Gewicht, welches sie tragen, in der Ruhelage um gleiche 
Betrage zusammengedrückt sind. 

Die Bedingung für das Eintreten dieses speziellen Falles, in 
welchem sich zugleich mit dem Ausdruck für das Potential die Dar- 
stellung des ganzen Problems wesentlich vereinfacht, ist aus den Gleich- 
gewichtsbedingungen eines starren Systems zu entnehmen und ist 

80 daß in diesem FaUe 

(3') V^F^'1^ + F,.^^ + F^'bW 

wird. 

Die Eigenschwingungen der Lokomotive. 

Mit Hilfe der entwickelten Ausdrücke für die lebendige Kraft 
und das Potential des Systemes kann man unter Benutzung der 
Differentialgleichungen von Lagrange die Differentialgleichungen der 
Eigenschwingungen des Systemes angeben. 

Wählt man die allgemeineren Annahmen, welche durch die Aus- 
drücke (2) und (3) dargestellt sind, so werden diese Gleichungen: 
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' dt» 


+ 2F, 


•5- 


-2F^- 


9 


= 


B 


■ dt*' 


+ 2^, 


f 


-2F^ 


•5 


= 


A 


d'K. 
■ dt* 


+ 2F, 


■£» 


■t 




= 
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Entsprechend den drei Freiheitsgraden des Systemes gibt es bekannt- 
lich drei Eigenschwingungen. Jede derselben ist Yom harmonischen 
Typus. Man erhalt sie, indem man eine freie Bewegung yoraussetzt, 
bei welcher die drei Koordinaten i, % t ein und derselben Ereisfunktion 
der Zeit proportional sind, und sodann aus den DifiPerentialgleichungen 
die Bedingungen sucht ^ welchen die Eonstanten dieser Bewegung ge- 
üQgen müssen. 

Man setzt also 
g =» a • cos (n^ + d) ; 9? = 6 cos (nf + d) ; ^ « c • cos {nt + d) 

und erhalt für die Eonstanten a, by c und n (die Phase d bleibt will- 
kürlich) die Gleichungen 

(~ ilf . n» 4- 2F,) . a - 2F, . t = 

(4) -2F^'a + {-B'n^ + 2F^)b^ 

(- Än^ + 2F^ '€")'€ =0. 

Mögliche Schwingungen von dem verlangten Typus ergeben sich 
daher nur durch die Annahmen 

a » 6 » y c willkürlich 
und 

oder durch die Annahme 

c = 

und fi gleich einer Wurzel der Gleichung 

2F^-Mn^] -2F^ ^^ 
- 2F, ; 2 Ji - JBn« 1 " ' 

wahrend das Verhältnis der beiden Eonstanten a und b durch die 
erste oder die zweite der Gleichungen (4) bestimmt ist. 

Man erhalt für die Schwingungszahlen n^ und n^ dieser beiden 
anderen Eigenschwingungen die Werte 
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wobei es genügt, sämtliche Quadratwurzeln durch ihren absoluten 
Betrag zu ersetzen. 

Bezeichnen w^y w^, tr, drei willkürliche Konstante, so erhält man 
für die drei Eigenschwingungen, welche den Werten der Schwingong»- 
zahlen n^, 14, n, und den aus den Gleichungen (4) sich ergebenden Ver- 
hältnissen der Konstanten a, b, c entsprechen, die folgenden Ausdrücke: 

Erste Eigenschwingung: 

g-2i;-u;iC08(n,^+*i); q>~(2I\-Mnl)'iv^coB{n^t + 6;)', ♦-O. 

Zweite Eigenschwingung: 
t = 2j;.w;,co8(i4« + dj); 9? = (2 j;-3fnj)tt?, cos («,« + *,); ♦^O. 

Dritte Eigenschwingung: 

f«0; y=-0; V' =• «^3 cos (n,^ + dj). 

Eine wesentliche Vereinfachung gewinnt die Darstellung des Problems 
in dem behandelten allgemeineren Falle durch die Einführung neuer 
Veränderlicher an Stelle der generellen Koordinaten % ^ und ^. Nennt 
man diese neuen Variablen Xif X%j Zs ^^^ definiert man ihre Beziehung 
zu den alten Veränderlichen durch die Transformationsgleichungen 

(5) V » (2F, - JfnJ).z, + {2F, - Jfn|).;e. 

so gehen die Ausdrücke für die lebendige Kraft und das Potential des 
Systemes bei der Durchführung der Transformation (5) in die Summe 
von lauter Quadraten über. Es sind die durch die Gleichungen (5) 
bestimmten neuen Variablen x^^j Xif Zs ^^® sogenannten Normal- 
hoordinaten des Systemes. Bezeichnet man 

AMF\ + B{2F^ - Jfnf)» - A^ 

AMF\ + B{2F^ - JfnJ)« - A^, 

so erhält man durch die Einführung der Transformation (5) in die 
Gleichui^en (2) und (3) 

Diese einfachen Ausdrücke von L und V in den Koordinaten j kann 
man entweder unmittelbar aus der Eigenschaft dieser Koordinaten, die 
Normalkoordinaten des Systemes zu sein, erschließen oder durch direktes 
Ausrechnen als richtig erweisen. 
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Die Differentialgleichnngen nehmen f&r die Normalkoordinaten % 
die Form 

A^ + nl-A -2,-0 

ao; nnd die drei Eigenschwingungen des Systemes sind: 

1) Xt-^f^iGOBif^t + d^) Xf-0 Xb-0 

2) Xi-0 Z2-«^2COs(fi5< + d,) x^^O 

3) Zi=-0 X2="0 Zs^trjCOsCw^^+d,). 

Sind die Werte der Normalkoordinaten bekannt, so kann man natür- 
lich mit Hilfe der Transformation (5) die Werte der generellen Koordi- 
naten tf q>y if berechnen. 

Eine Vereinfachung anderer Art ist jene, welche das Problem 
durch die Annahme 

erfährt. — Sie beruht darauf dafi unter dieser Annahme, entsprechend 
den Ausdrücken (2) und (3^ für lebendige Kraft und Potential die 
generellen Koordinaten ^, 9?, ^ selbst zu dm Normalkoordinaten des 
Systemes werden. In diesem Falle sind die Differentialgleichungen 

B^- + 2F,9> -0 

Die Schwingungszahlen der drei Eigenschwingungen sind: 

lA^ lA^ lA^ 

und die Eigenschwingungen selbst ergeben sich in der Form 

1) t^tv^coB(yJ + d^) 9 = ^ = 

2) 5 - y — w;, co8(v2^ -h dg) ^ = 

3) g«0 9>«0 V'-t^sCosCi/j^ + d,). 

Unter der Annahme i^^ » nehmen die Differentia^leichungen der 
freien Schwingungen in den Variablen t, if, i^ selbst jene einfache 
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Form an, welche in dem allgemeineren Falle erst dorch die Einführung 
der Normalkoordinaten % mit Hilfe der Gleichungen (5) erreicht 
werden kann. 

Die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwingungen. 

Es mögen auf das System Kräfte einwirken, deren Intensität sich 
periodisch mit der Zeit verändert und deren Komponenten nach den 
generellen Koordinaten ^, q>, ^ mit Z, O, W bezeichnet sein sollen. 

Um die Vorteile zu genießen, welche die Einführung der Normal- 
koordinaten X ^ ^^^ Darstellung bedingt, wird man zunächst die 
Komponenten X^X^X^ der gegebenen Kräfte nach den Koordinaten XiZsZi 
aufstellen. Man erhält unter Benutzung der Transformation (5) hierfür 

die Werte 

X,^2F^'Z + (2^1 - Jfnf) O 

A, - 2F, . Z + (2 J\ - Jfn|) O 

Die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwingungen des 
Systemes nehmen sodann unter Benutzung der Normalkoordinaten die 
Form an: 

Würde man sich jedoch auf die Behandlung des Spezialfalles F|«0 
beschränken, so würden die Differentialgleichungen der erzwungenen 
Schwingungen in der Form 

erscheinen. 

Die Kraftkomponenten Xy^, X^y A, sind linear aus den Kom- 
ponenten Z, Oy ^ zusammengesetzt Die Differentialgleichungen (I) 
führen daher bei ihrer Integration in letzter Linie auf die Lösung 
formal ganz gleicher Aufgaben zurück, welche die Litegration der 
Gleichungen (I^ bietet. Hat man die den Gleichungen (F) bei einem 
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gegebenen Systeme der Z, O, V^ entsprechenden erzwungenen Schwin- 
gungen entwickelt, so kann man aus diesem Vorräte yon Funktionen 
die Lösung im allgemeineren Falle linear zusammensetzen. Die folgen- 
den Betrachtungen schließen sich daher nur an den Spezialfall der 
Gleichungen (!') oder, was dasselbe bedeutet, an die Annahme F^^O 
an, ohne daß die Verwendbarkeit der Überlegungen für den allgemei- 
neren Fall hierdurch eine Einbuße erfährt. 

Die Komponenten Z, 0, 1F der periodischen Kräfte. 

Eine noch weitergehende Vereinfachung des Problems läßt sich 
dadurch erzielen, daß man die Wirkung jeder einzelnen der periodischen 
Kräfte, welche die störende Bewegung der Lokomotive erzeugen, für 
sich untersucht. Man weiß aus dem Bernoullischen Satze von der 
Koexistenz der kleinen Bewegungen, daß man aus der berechneten 
Wirkung der einzelnen Kräfte die tatsächlich infolge des gleichzeitigen 
Einflusses aller Kräfte eintretende Bewegung in einfacher Weise zu- 
sammensetzen kann. 

Es möge daher in den folgenden Untersuchungen zunächst vorausgesetzt 
werden, daß auf die Lokomotive nur eine störende Krafb, der periodisch 
veränderliche Druck der Schubstange auf den Führungskörper einwirke. 

Flg. 3. 

n i 




<- 



r sei die Länge der Kurbel, L die der Schubstange, a und X seien 
die Winkel, welche die erste, beziehungsweise die zweite dieser Geraden 
in einem bestimmten Zeitmomente t mit der Richtung der Kolben- 
stange einschließen. Die Kraft, mit welcher die letztere hin- und her- 
bew^ wird, heiße P. Es ist dann der Druck JT^, welchen der be- 
trachtete Führungskörper nach aufwärts, also in der Richtung der 
e'-AdiBe erfährt, gegeben durch die Beziehung 

N, = P tgL 

Nimmt man an, daß die Länge der Kurbel r im Verhältnis zur 
Schubstange L so klein sei, daß man höhere Potenzen des Verhältnisses ^ 
onterdrücken darf, so kann man 

N^^ P' j sina 
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Dieser Ausdruck gilt zunächst für Werte des Winkels a, die 
kleiner als 180^ sind. Für größere Werte dieses Winkels wird sina 
negativ; zugleich wechselt aber auch die treibende Kraft P ihre Riehtang^ 
so daß das Produkt P sin a stets positiv und die Kraft N^ immer nach 
aufwärts gerichtet ist. Am einfachsten drückt man dies formal da- 
durch aus^ daß man unter P eine beständig positive Zahl versteht 
und sina durch seinen absoluten Betrag ersetzt , was in der üblichen 
Weise durch Einschließen zwischen vertikale Striche bezeichnet wird. 

Es ist dann der Ausdruck 






sma 



für jeden Wert des a zeichenrichtig. Der Winkel a wird hierbei im 
Sinne des Uhrzeigers positiv angenommen, und die Formel möge sich 
beziehen auf jene Kurbel, welche auf der Seite der positiven y'-Achse 
gelegen ist. 

Die zweite Kurbel der Lokomotive ist gegen die erste um 90* 
verdreht angebracht. Die Kraft N^, mit welcher der zweite Fühnmgs- 
körper nach aufwärts beansprucht wird, ist daher in demselben Zeii- 
momente t durch den Ausdruck 

N^ = P-y -Icos«! 
gegeben. 

Die AngrifiPspunkte dieser Kräfte haben in dem Systeme x\ y, ir 
welches mit der Lokomotive fest verbunden ist, die Koordinaten^): 

j iCj = L + r cos a — ^2 f a;, -» i + r sin a — z/, 

\ lyi-^e \y^ e. 

i 

Hierbei ist bereits auf jene Vernachlässigung Rücksicht genommen,. 

die bei der Berechnung der Gbröße der Kräfte verwendet wurde, und 

es ist die Annahme gemacht, daß die zweite Kurbel der ersten nachBLufL 

Die allgemeinen Kraftkomponenten Z, <P, !?, welche aus den beiden 

Kräften ^T^ und 'N^ entspringen, erhält man durch Berechnung der 

Arbeitswerte bei jenen Verschiebungen des Systemes, bei welchen nur 

je dne allgemeine Koordinate verändert wird. Versteht man unter 

dx^y dy^, dz^ eine Verschiebung des Systemes, bei welchem nur die 

{[-Koordinate um di zunimmt, q> und ^ aber ungeändert bleiben, so 

ist die hierbei geleistete Arbeit 

Zdt *= Nj^ cos (z'x) ' dx^^^ + N^ cos (e'y) dy^j. + jVj cos {e'e) dz^^ 

+ N^ cos {z'x) dx^i- + N^ cos {z'y) dy^^^ + N^ cos {z'z) dz^-. 

1) Vgl. die Figuren 2 und 3. 



Von M. Radakov«5. 237 

Es beziehen sich hierbei dx^^^ . . und dx^^^ . . auf die Änderungen der 
Koordinaten des Angriffspunktes der ersten^ beziehungsweise der zweiten 
Kraft. Mit Hilfe der Transformationsgleichungen (1) und unter Berück- 
sichtigung der gewählten Vereinfachung des Systems erhält man hieraus: 

P-r 

Z = JSTi + JSTj =- -j-- • { I sin a I + |cos a\). 

In gleicher Weise findet man 

O ^ Ni'X[ + N^-x^^ —j— • { I sin a I • cos a + I cos a | • sin a } 



und 



+ -g- • (i — z^j) • { I sin a I + I cos a I } 
V JVi.y,'^iV,.yi=-^.{|co8a|-lsm«|}. 



Bewegt sich die Lokomotive mit konstanter Geschwindigkeit vor- 
wärts, so ist die Winkelgeschwindigkeit o der Raddrehung konstant, 
und man kann 

Die Differentialgleichungen I' nehmen sodann die Form an: 

-^ + v[tp — j^ • { I sitt (»0 1 • ®<>8 (•"') + I ®0B ipi) I • Bin {(ot) } 
+ TriiL-^l,){\^\n{iot)\-\■\^s{iot)\) 

^ + '1* = %^-{l<'««M|-|Bm(a,0|}. 



(H) 



Es entspricht die erste dieser Gleichungen dem ,,Wogen'', die zweite 
dem ,,Nicken'' und die dritte dem ,,Wanken^^ der Lokomotive. 

Die Differentialgleichungen (U) beziehen sich entsprechend der 
aus dem Bernoullischen Satze gewonnenen Vereinfachung auf jene 
störenden Bewegungen, welche der Einwirkung nur eines Umstandes, 
des periodisch veränderlichen Druckes der Schubstange auf den Führungs- 
köiper, entspringen. Auf die Behandlung der anderen störenden Kräfte, 
welche bei der Untersuchung der Lokomotivbewegungen zu berück- 
sichtigen sind, wird an einer späteren Stelle eingegangen werden. 

Integration der Differentialgleichungen (II). 

Die Integration der drei Differentialgleichungen (II) läßt sich ge- 
meinsam nach dem folgenden Schema durchfahren. Li der Differential- 
gleichung der erzwungenen Schwingung eines Systemes 
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^: + n»5 - F(t) 

sei der Verlauf der periodisch veränderlichen Kraft F(t) in einem 
Periodeninterrall ^t^2p durch einen einfachen Ausdruck f{t) ge- 
geben. Es sei also für Werte 

0£t£2p 

F{t)^f(t). 

Die erregte Bewegung des Systemes erscheint bekanntlich in der Form 

s^E(t) + Ä cos (nt) + Bsin (nt) , 

in welcher E(t) eine Funktion von der Periode der Kraft, also 2p, 
ist und die vollkommen bestimmte erzwungene Schwingung des Systemes 
darstellt, während A cos (nt) + B sin (nt) eine freie Schwingung vor- 
stellt, deren willkürliche Konstante Ä und B zur Erfüllung vorgegebener 
Anfangsbedingungen dienen. Die erzwungene Schwingung E(t) ist 
vermöge ihrer Periodizität für jeden Wert der Zeit gegeben, wenn der 
Verlauf in einem Periodenintervall bekannt ist. Die Werte von E{t) 
in dem ersten Periodenintervall sind aber durch die Formel 

(6) e{t) - ^Jf(a)Bm(n(t-a))da + —^l-.-Jf(a)cos(n(f+p-a))da 



c«0 



0£t£2p 



bestimmt.^) Kennt man daher den Verlauf der periodischen Kraft in 
einem Periodenintervall, also die Funktion f(t\ so kann man aus der 
Formel (6) den Verlauf der erzwungenen Schwingui^ E(t) in dem 
ersten Periodenintervall, also die Funktion e(t)^ berechnen. Man hat 
sodann diesen Verlauf von Intervall zu Intervall zu wiederholen, am 
ein Bild von dem Verhalten der Funktion E(t) für jeden Wert der 
Zeit zu gewinnen. 

1. Die Differentialgleiohimg des Wogens. 

Um das angegebene Verfahren zur Integration der DiflFerential- 
gleichungen (II) zunächst auf die Gleichung des Wogens anzuwenden, 
setzt man die Kraft 

FAt)^-^'{\Bm(a>t)\ + \cos(iot)\), 



1) Sitz.-Ber. der K. Akademie der WisBensch. Wien Bd. CXIV Abt. Ha. 

S. 877 nnd ff. 
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Die Periode dieser Funktion ist ^— ; es ist also 



n 

4(D 



p 



zu wählen. Der Verlauf der Kraft in einem Periodeninterrall, also für 
Werte 

ist 

/i(0-^{8in(a,0 + co8(a,0)=^^8in(«,<+?). 

Setzt man dies in die Formel (6) ein, so erhalt man fQr den Vorlauf 
der eizwnngenen Schwingung des Wogens in dem Gebiete der ersten 
Periode, also für die Funktion e^if) den Ausdruck 



a»0 



+ - ^ 

2LMv, 



:lli^ . /lin ((D« + ^) C08 (»/^ (t + ^ - «)) da, 



welcher ftlr die Werte 



2(0 



gut. 

Nach AusfEihmng der Integrationen ergibt sich 



Prm 



LM-,,{v\-«>*)«n^^-^ 



«OB (fi (*-£,)). 



Jener Anteil an dem Wogen der Lokomotive, der durch den Druck 
der Schubstange auf den Führungskörper erzeugt wird, ist demnach 
dargestellt durch die Überlagerung zweier Funktionen 

Die erste derselben, die erzwungene Schwingung E^{t)y ist eine perio- 
dische Funktion von der Periode ^— , deren Verlauf in dem ersten 
Periodenintervall durch den Ausdruck ei(t) gegeben ist. Die zweite,. 
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die freie Schwingang S^ (t) ist eine periodische Funktion von der Periode 
in dem ersten Periodenintery&ll ( 



— , deren Verlauf in dem ersten Periodenintery&ll durch 
«f ' 



für 






bestimmt ist und zwei willkürliche Eonstante besitzt^ die zur ErfBllung 
vorgegebener A nfangsbedingnngen dienen. Beide Funktionen, £|(Q 
und Si{t), lassen sich graphisch konstruieren und gestatten unschwer 
eine Untersuchung über die maximalen Werte von g, welche sich im 
Verlaufe der Zeit t ergeben. 

Aus dem Verläufe der Funktion Ei(f) in dem ersten Perioden- 
interrall, also aus dem Ausdrucke ßi(0> erkennt man, daß f&r Werte 
von o, welche Wurzeln der Gleichung 

sind, also für die Werte 

wobei n eine ganze Zahl bedeutet, die Funktion ei(t) eine unmogUche 
Form annimmt. In diesem Falle wird die Bewegung eine exzessive 
und die Reibungskräfte müssen in Rechnung gezogen werden, wie klein 
sie auch sein mögen. 

Die Wahl © =» i/j liefert für e^ (f) die unbestimmte Form f, deren 
Wert sich nach bekannten Methoden leicht ermitteln laßt und keine 
exzessive Bewegui^ darstellt. 

2. Die Differentialgleichung des Nickens. 

Der Ausdruck für die periodische Kraft ist in diesem Falle ans 
zwei Summanden zusammengesetzt. Unter Anwendung des Bernonlli- 
sehen Satzes kann man daher die erzwungene Bew^ung E^ (t) in zwei 
Teile spalten, indem man 

setzt. Es entspricht hierbei E^ (t) der erzwungenen Bewegung unter 
der Einwirkung der Ejraft 

J^; (0 =- JtJ {1 siiiM 1 C08(a)0 + I cos (cdO | Bm{at)], 
während E^' (t) die erzwungene Bewegung unter dem Einflüsse der Kraft 

darstellt. 
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jF^'(^) ist jedoch ein Aasdruck von demselben Typus, wie Fi{t)f 
f&r welchen die erzwungene Schwingung bereits berechnet ist. Man 
kann daher unmittelbar aus dem Werte von E^(t) erschließen, daß 

E'^'{t) eine periodische Funktion von der Periode r— ist, deren Ver- 
lauf in dem ersten Periodenintervalle durch den Ausdruck 



2(0 

dargestellt wird, und es erübrigt nurmehr die Berechnung der erzwungenen 
Schwingung E'^{t\ welche unter der Einwirkung der Kraft F'^ (t) eintritt. 
Der Verlauf der periodischen Bjraft F^ (t) in einem Periodeninter- 
Talle sei durch den Ausdruck f^(t) gegeben. Man erhält hierfdr: 

im Gebiete £t£^ /^(O =• ffj • sin(2ai0 

l £t£'^ /;(0=--^sin(2coO 

Entsprechend der Tatsache, daß der Verlauf von F^(t) in einem Pen- 
odeninterralle nicht durch einen einzigen Ausdruck, sondern in jedem 
der vier angegebenen Teilgebiete durch einen anderen gegeben ist, liefert 
auch die Formel (6) fiir den Verlauf der periodischen Funktion E'^ (t) 

in dem ersten Periodengebiete 0^^^ — , also far e'^(t), nicht einen, 

sondern den yier Teilgebieten entsprechend vier Ausdrücke, die sich zu 
dem stetigen Verlaufe von e'^ {t) zusammenschließen. Man erhält durch 
die Auswertung der Formel (6) 

für Werte des Teügebietes ^ ^ ^ ^ 

für Werte des Teilgebietes ^£t£^ 

.;(0--Ä..cos(5;)sin(v-^), 
für Werte des Teilgebietes ^ ^ ^ ^ || 

Zcitwhrift f. HftthamAtlk a. Physik. .'»S.Band. 1906. 8. Heft. 16 
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für Werte des Teilgebietes ^^t^ — 

'';W = *co8(ä^)8in(v-^), 
wobei zur Vereinfachung 

k 



gesetzt wurde. 

Es ergibt sich daher für die Koordinate q> die Überlagerung von 
drei periodischen Schwingungen 

<p^E;it) + E;;(t) + s,(t), 

von welchen die erste und zweite zusammengenommen die erzwungene 
Schwingung darstellen^ deren Verlauf in einem Periodenintervalle durch 
die Überlagerung der Funktionen e^ (t) und e^'^{t) g^eben ist^ wahrend 
die dritte^ S^ (t), eine freie Schwingung des Systemes von der Periode 

— darstellt, deren Verlauf in einem Periodeninterralle 

0£t£— s^(t) ^AcoB(v^t) + Bam{v^t) 

ist und welche die zur Erfüllung der Anfangsbedingungen nötigen Kon- 
stanten Ä und B besitzt. Es genügt, wie man sieht, das Verhalten der 
erzwungenen Schwingung in dem Bereich einer Periode, also den Ver- 

lauf der Summe e^ (t) + e^'{t) zwischen und — , zu untersuchen, wenn 

man über das Verhalten von q> für jeden Wert der Zeit orientiert sein 
will. Auch in diesem Falle ist eine graphische Konstruktion der peri- 
odischen Funktionen leicht möglich. 

Aus der Form von e^ (t) und e^' (t) erkennt man das Auftreten 
kritischer Geschwindigkeiten. Es nehmen ffir Werte von o, welche 
Wurzeln der Gleichungen 

co9(jj) = ond 8inf^) = 

sind, also für alle Zahlen o der Formen 

CD =» - — V-7 oder cj = -r - 

(m eine ganze Zahl), e^ (t) beziehungsweise e {t) unmögliche Werte an. 
In diesen Fällen ist stets die Reibung zu berücksichtigen. 

Für die Werte (o ^ v^ und cd =» y nehmen eä(^) beziehungsweise 
e'^if) die unbestimmte Form an, deren Wert sich leicht bestimmen laßt. 



Von M. RADAKOYld 243 

3. Die Differentialgleiohimg des Wankens. 
Die Kraft F^{t) ist in diesem Falle durch eine periodische Funk- 
tion von der Periode — dargestellt, deren Verlauf in einem Perioden- 
intervalle durch den Ausdruck ff(t) gegeben ist. 
Es ist 

^rO£t£^ /i(0 = fc'V^cos(ci< + D 

wobei 

gesetzt wurde. 

Die Entwicklung der Formel (6) liefert daher in diesem Falle für 
den Verlauf der erzwungenen Schwingung E^{t) in einem Perioden- 
intervalle den Ausdruck: 

für ~^t<- 

^(0 =* 9—1 cos {(ot — -r] sm [vJ — 7^—). 

5 v.ivl^a^^ cos {^J 

Die Koordinate ^ wird daher durch die Superposition zweier perio- 
discher Funktionen ausgedrückt. Es ist 

wobei die erzwungene Schwingung E^(t) eine Funktion von der Periode 
- ist, deren Verlauf in einem Periodenintervall durch den Ausdruck e^(t) 
gegeben ist, während die hinzutretende freie Schwingung S^{t) die 
Periode — besitzt und in ihrem ersten Periodenintervalle durch 
5,(^) = ^ • sin (v^t) + B cos (v,<) 

gegeben ist, wobei A und jBzur Erfüllung der Anfangsbedingung dienende 
willkürliche Konstante sind. 

Die Funktion E^{t) laßt sich leicht graphisch konstruieren. Aus 
ihrer Form erkennt man, daß für die Werte 



^ "" 2(2w + l) 



16* 
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(m eine ganze Zahl) kritische Verhältnisse auftreten, welche die Be- 
rücksichtigung der Reibung erfordern. 

Die 'Annahme cd » i^, liefert die unbestimmte Form ^ und stellt 
keinen Ausnahmefall vor. 

Die vorstehenden Entwicklungen dienten zur Übertragung der 
Theorie der kleinen Schwingungen auf das Problem der störenden Lo- 
komotivbewegungen. Sie schließen sich an die Behandlung nur einer 
störenden Ursache, des periodisch wechselnden Druckes auf den Führongs- 
korper an. Nach demselben Schema lassen sich jedoch auch jene Be- 
wegungen der Lokomotive entwickeln, welche anderen periodisch yer- 
änderlichen Ejraften entspringen, wenn deren Verlauf in einem 
Periodenintervall bekannt und damit die Anwendung der Formel (6) 
ermöglicht ist. Unter diesen die Lokomotivbewegung beeinflussenden 
Störungen bietet die Berücksichtigung der Einwirkung des Geleises 
eine besondere Schwierigkeit dar. Fliegner hat für die Entstehung 
der von den Schienenstößen herrührenden Krafte eine anschauUche 
Überlegung geliefert und sie durch eine Fouriersche Reihe dargestellt 
Wollte man die Deformation des Geleises und deren Rückwirkung auf 
die Lokomotivbewegung auch in der früher entwickelten Art darstellen, 
so müßte man in erster Linie für den Verlauf dieser Deformationen 
in einem Periodenintervalle eine einfache Darstellung besitzen. Man 
kann das Geleise ab einen Stab unter der Einwirkung einer Kraft mit 
wanderndem AngrifiPspunkte betrachten. Die in diesem Falle auf- 
tretenden Deformationen lassen sich durch eine unendliche Reihe dar- 
stellen^), welche nach den Normalfunktionen des Stabes fortschreitet. 
Diese Reihe selbst würde keine für den vorliegenden Zweck brauchbare 
Form besitzen; allein sie ist so gebaut, daß ihre ersten Glieder als 
Näherungsformeln benützt werden können, so daß es möglich erscheint 
aus ihr einen näherungsweisen Ausdruck für die auftretenden Defor- 
mationen des Geleises während eines Periodenintervalles und damit 
die Ghnindlage für die Übertragung der vorliegenden Untersuchungen 
auch auf diesen Fall zu gewinnen.') 



1) Sitzungsber. der k. Akademie der WisBenschaften Wien. Bd. CYIII 
Abt. IIa. p. 611. 

2) Vergl. hierzu A. Eriloff: ,,Über die erzwungenen Schwingongen von gleich- 
förmigen elastischen Stäben.'' Math. Annal. Bd. 61. S. 211. 
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Die elastisclie Linie der Gehftnse von Drelrstrommascliiiien 
mit großen Dnrclmiessern« 

Von Dipl.-Ing. Hans Liksenmann in München. 

Die deformierenden Strafte in elektrischen Maschinen sind teils 
mechanische^ dnrch die Eigenschwere und das Drehmoment der Leistung 
gegeben, teils bedingt durch das Bestreben der Kraftlinien, den Luft- 
raum zwischen Anker imd Magnetrad, induziertem und induzierendem 
System zu verkürzen. 

Das Eigengewicht und das am Umfang der öehäusebohrung 
wirkende Drehmoment sind stabil elastische Kräfte, d. h. die Ver- 
größerung ihres deformierenden Einflusses durch die Deformation selbst 
ist zu yemachlässigen. 

Ein labiles elastisches Gleichgewicht dagegen bilden die mag- 
netischen Zugkräfte. Bei genauer Kreisform sind sie latent; erst 
durch eine vorhandene Deformation kommen sie zur Wirkung, 
Yerstarken sie und sich bis zur Bildung eines neuen öleich- 
gewichtszustandes, der aber jenseits der erlaubten öestaltsanderung 
liegen kann. 

Diese Wandlungen sollen im Nachfolgenden untersucht werden. 
Zunächst wollen wir uns mit den Kräften selbst befassen, Ab- 
schnitt I; dann soll der allgemeine mathematische Zusammenhang 
zwischen deren Biegungsmoment und der radialen Deformation auf- 
gestellt und dessen Anwendung ohne Zuziehung magnetischer Zug- 
kriLfte erläutert werden, Abschnitt U; hierauf sollen auch diese 
eingeführt, die allgemeinste Gleichung unseres Problems gelöst und 
die praktisch wichtigen Fälle spezifiziert werden; es folgt die Durch- 
rechnung an ausgeführten Maschinen, Abschnitt III; zum Schluß, in 
Teil IV, soll die Dynamik des Problems skizziert werden. 



Um die magnetischen Zugkräfte analytisch zu fassen, bedürfen wir 
der Magnetisierungskurve, d. i. der E. M. K. der Maschine ab Funktion 
des Erregerstromes bei Leerlauf (Fig. 1). 
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Ist H^ die Eraftliniendichte pro Quadratzentimeter an irgend einer 
Stelle X der Polteilong im Lnftraum, so ist der magnetische Zug nacli 
der Formel von Maxwell: 



(1) 



Ist die Eiure der H^ über die Polteilong r gegeben, dann ist, 
wenn H^^^ den effektiven Mittelwert der fi'^- Kurve bedeutet, der mittlere 
Zug Z' pro qcm Gehäusebohrung: 

Die Abhängigkeit dieser mittleren Eraftlinienspannung vom Luft- 
raum ist gegeben durch die Entstehung der Magnetisierungskurve (Fig. 1). 
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Die Tangente im Nullpunkt, die sogenannte Scherungslinie, trennt die 
Amperewindungen für Luft und Eisen.*) Eine Parallele zur Scherungs- 
linie durch den Abszissenpunkt des normalen Erregerstromes gibt die 
Spannung und die damit proportionale Eraftliniendichte H^^j f^lr den 
Luftraum «» 0, eine symmetrisch dazu liegende Gerade die gleichen 
Größen für den doppelten Luftraum an. Sinngemäfi sind dazwischen- 

1) Falls auf die Vermehrung der primären Streuung mit der zunehmenden 
Sättigung des Eisens keine Rücksicht genommen wird. 
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liegende Punkte zu konstruieren. Mit der so bestimmten effektiven 
Erafüiniendicliten S^ff werden die zugehörigen mittleren magnetischen 

Züge Z' = \ 5^/ ^g/ V°i ™ Luftraum berechnet und graphisch in 
Abhängigkeit vom Luftraum aufgetragen. (Fig. 2). 

Wäre diese Eraftkurve beliebig gekrümmt, so würde es für unsre 
Untersuchungen vollauf genügen , eine Tangente im Normalpunkte zu 
ziehen und diese als Eraftgesetz anzunehmen, da wir ja nur kleine 
Deformationen zulassen; durch die bei modernen Maschinen gebotene 
Sättigung des Eisens sind wir aber in 
der günstigen Lage^ als Satz aufzustellen: 

Hie KrcEfikurve ist mit genügender 
Genauigkeit weit Ober die zulässige De- 
formation hinaus durch eine gerade Linie 
darstdJhar^ 

oder analytisch formuliert: 



Flg. 2. 
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wobei p die radiale Deformation in cm ist, positiv, wenn nach außen 
gerichtet. Die Größen Z'^ {;' erklären sich von selbst durch Betrachtung 
der Figur 2; es ist da für die mittlere Kurve: 

Z' = 1, 5 — 1, 22i> kg/qcm. 



Im Normalpunkt der Magnetisierungskurve ist für 2200 Y 50 A 
und einseitigen Luftraum A = 6 mm, H^// == 6150 Kraftlinien 
pro qcm. 

Die beiden andern eingezeichneten Kurven zeigen, wie wenig der 
Charakter der geraden Linie durch einen anderen Sättigungszustand 
des Eisens beeinflußt wird.^) Der Faktor g' tritt in den nachfolgenden 
Rechnungen vorwiegend auf, weil er die Änderung der magnetischen 
Zagkraft mit dem Luftraum angibt. Wir stellen die Resultate der 
drei Kurven zusammen: 



Ampere 


Kurve 


r(kgcm->) 


80 


obere 


0,8 


50 


mittlere 


1,22 


30 


untere 


1,22. 



Ähnliche Verhältnisse gelten für alle Magnetisierungskurven gleichen 
Charakters. 



1) Vergl. Arnold, WechaelBtromtechnik, Bd. IV, S. 262 ff. 
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Da wir alle Enfte auf 1 cm Umfang zurückführen^ haben wir den 
mitUeren magnetischen Zug Z' noch mit der Blechpaketbreite 2 cm zu 
multiplizieren: 

(2) Z - Z7 - Z'^l - qt'l - Z, -'pt kg/cm. 

Nun sind noch das Eigengewicht und die Torsionskraft in kg 
pro cm Umfang auszudrücken. 

Es sei y » Eigengewicht in kg pro cm Umfiuigy Q Gewicht des 
gesamten Gel^usebogens in kg, D Schwerpunktsdurchmeeser in cm, 
so ist: 

oder genau genug, wenn F in qcm der mittlere Querschnitt (Eisen, 
Bleche, Kupfer eingerechnet): 

(3) Q^DxF 7,8 10'^ kg-, 

y = F. 7,8 10-» kg/cm. 

Ahnlich gilt, wenn t die Tangentialkraft in kg/cm, Ktv die Leistung 
der Maschine in Kilowatt und yj der Wirkungsgrad ist: 

,.v JTtc 716,2 • 100- " ßo Ä«? 1 / 

(4) T = 2^ 6,2 — ^ kg/cm. 

2) in m = D^ ; n = Umläufe/min./min. 

Damit haben wir alle auf Biegung wirkenden Kräfte in Kilogramm pro 
Zentimeter Umfang ausgedrückt. 

IL 
Es sei: 

Q^ » Krümmungsradius der deformierten Kurre in cm, 

m SBS 

2 



r » Schwerpunktsradius des Gehäusequerschnitts in cm » — , 



& = Trägheitsmoment des Gehäusequerschnitts in cm^, 
F' « tragfähiger Gehäusequerschnitt in qcm, 

M » Biegungsmoment der äußeren üj-äfte rechts vom Schnitt in kg cm, 
und zwar positiv, wenn rechtsdrehend, 

£ t = spezifische Dehnung durch Erwärmung, e «= äöoöö *^ Ausdehnungs- 
koeffizient des Gußeisens, t^C dessen Temperaturzunahme, 
E » Elastizitätsmodul des Gehäusequerschnitts in kg/qcm. 



Von Haxs LuiBsmiANN. 249 

so ist nach einem Satz der Festigkeitslehre über gekrümmte stab- 
formige Körper 

^^) Q^ r^ E9 r ) 

Es seien q und 9 die Polarkoordinaten eines Punktes der de- 
formierten Kxxrve, auf das Mittel des ursprünglichen Kreises als Nnll- 
ponkt bezogen, p die radiale Deformation in cm, positiv, wenn nach 
außen gerichtet^ so ist: 

(f-r+p. 

Wenn p' = j^; p" = ^~^« ^^ örste und zweite Ableitung von 

Q nach 9 bedeuten, so gilt nach einem bekannten Satz der Kurven- 
geometrie die Beziehung: 

+ 



GFenau wie bei der Theorie der elastischen Linie gerader Stäbe 
werden die Formänderungen so klein vorausgesetzt, daß die höheren 
Potenzen der radialen Deformation p und deren Ableitungen, sowie 
ihre Produkte miteinander gegenüber den linearen Orößen zu vernach- 
lässigen sind; dann haben wir, da: 

, f , dp ,, ,, d*p 

Q^r+p, p-p-jj, p ^p -^^-, 

1 1 p" 1 , M . 



Pjfc ^ + P *•* ^ E^ 



1) Die Formel soll hier kurz abgeleitet werden. Es ist nach neben- 
stehender Figur 3, wenn c die Spannung in kg/qcm: 

Piff S 

9^ yJdtp My f My BiegungsmomentenA 
E ~ ~d»~ ~ ES' V ~ "»" formel / 

ds Qj^ ds r ^ ^' 



dip + Jdq> J^ ij. ^ / ^»v ~ TLT 

ds **P4 ""r "^jKe' *^ 

Infolge der Erwärmung der Maschine werden die Strecken auf das l-|-€^ fache 
vergrößert, ohne daß die Winkel sich ändern; also muß die rechte Seite der 
letzten Gleichung noch mit l-^st dividiert oder nnter Yemachlässignng sehr 
kleiner Größen zweiter Ordnung mit 1 — Bt multipliziert werden; die wahre 
Krümmung ist dann: 1 1 M t 

was zu beweisen war. 
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oder da: 

r + p r r" 

(6) P +i>" ^-^ + rst (cm). 

Dies ist die Fundamentalgleicliuiig unserer Aufgabe. 

Die Länge der deformierten Linie darf sich nur um die Ans- 
dehnung durch die Erwärmung vom ursprünglichen Ereisumfang unter- 
scheiden; daher ist als zusätzliche Bedingung zu erfüllen (dl = Bogen- 
element): 

(7) (dl —jrdip =^f(r + p)dq> —jrdq) ^fpdq) ^jrsfdq). 

Lassen wir infolge ungenauer Montage eine kleine vertikale 
Senkung gleich s zü, so lautet die ICreisgleichung nicht mehr Q^r, 
sondern p = r — ä cos q> , und aus Oleichung (7) wird bei Symmetrie 
der deformierten Kurve zur Nullachse: 



2 2 3 

(7a) I dl — I {r — 8 cos q>)d(p = f pdq> + s =» ret 



Bevor wir diese Gleichungen anwenden, müssen wir über die Auf- 
lagerungsbedingungen der oberen ßehäusehalfte entscheiden, die ja haupt- 
sächlich gefährdet ist, femer welche Normalkräfte senkrecht zum Querschnitt 
wir berücksichtigen wollen. Bezüglich letzterer tragen wir nach, daß 
die Ausdehnung infolge Erwärmung durch die elektrischen Verluste die 
Wirkung aller anderen Normalkräfte um ein Vielfaches überwiegt, die 
Normalkomponenten der Schwere und magnetischen Zugkräfte erreichen 
nur wenige Prozente der Formänderung durch Erwärmung. Da es 
sich bei den Normalkräften ohnehin nur um eine Korrektur handelt, 
haben wir von vornherein nur die Erwärmung in Betracht gezogen. 

Bezüglich der Auflagerungsbedingungen unterscheiden wir folgende 
vier Fälle: 
L Gleiten und Drehen ist möglich, d. i. die Auflagerflächen können 

sich horizontal frei verschieben und außerdem um einen beliebigen 

Winkel drehen. 
II. Gleiten möglich, Drehen unmöglich, die freie Verschiebbarkeit 

der Enden ist gewahrt, die freie Drehung der Enden ist auf- 
gehoben, 
in. Gleiten unmöglich, Drehen möglich, die Enden sind fest, können 

sich aber wie in Gelenken drehen. 



^ 
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Fig. 4. 



-^cV 



IV. Gleiten und Drehen unmöglich, die Enden sind starr eingespannt. 

Wie können nun diese Auflagerbedingungen^), insbesondere die 
Eraftepaare, die das Drehen in 
Fall n und IV verhindern, ver- 
wirkUcht werden? Die Momente 
können, wenigstens solange sie ne- 
gativ oder linksdrehend sind, stets 
durch das Fundament eingeleitet 
werden, wenn man das Gehäuse 
aoBerhalb des Schwerpunktes der 
Aoflagerfiäche im Abstand ±w am 
lagert; dadurch wird ein Moment 
T ioP erzeugt, wenn P der Druck 
auf die Stützfläche in kg ist. 

Wir betrachten die obere ßehäusehälfte zunächst nur unter dem 
Einfluß des Eigengewichts und der Erwärmung und rechnen hierfür alle 
vier Fälle durch. Das Moment der Schwere rechts vom Schnitt ist (Fig. 4) : 

Moment der Bogenelemente « M^ . 




V 



-8fi =» r^yidv (sin v — sin 9) = r*y (— cos v —v sin 9) 

V 

M^ = r^y (cos 9 — ( | — 9) sin fp\ kg cm. 

Moment des Auf lagerdruckes » JIfg. 

Jlf 2 = ™ ^'y T (^ "~ ®^^ ^) ^^ ^™ • 
Das resultierende Moment der Schwere ist: 
(8) M^ ■= r*y [cos 9 — (y — gjj sin 9 — y (1 — sin 9! kg cm. 

Unsere Gleichung far den Fall I, vollkommene Freiheit der Enden, 
lautet nun: 

P'^P" ^ "wCd" ~ ^) ®'^ 9 - cos 9 + y(1 — sin 9)] + VBt 
und deren Lösung nach einigem Probieren^): 

p =- ^^ ~ (9* cos 9 — 3g) sin 9 + 2ä) + r«^ + acos (9 + a)- 



1) Vergl. Dr.Ing. Jalins Schenk, Festigkeitsbereohnung größerer Drehstrom- 
maschinen. Tenbner 1908. 

2) Kann wie alle Integrale von Differentialgleichungen dorch Einsetzen in 
die Grandbeziehang geprüft werden. 
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a und a sind die beiden IntegraüonskonBtanten. Wir setzen den 

Wert -^^ künftig immer gleich k. 

Die elastische Linie ist offenbar symmetrisch^ d^h. p, die radiale 
Deformation, besitzt für den gleichen aber positiven oder n^^yeu 
Wert des Winkels 9 dieselbe OroBe; deshalb muß sein f&r 

qp-O; J)'-0; a-0; 
Femer ist nach Gleichung (7): 

I pdq> — |- (9* sin (p + 6g) cos 9 — 6 sin 9 + 2^9) + a sin q>\ 

Folglich muß der Elammerausdruck zwischen den Grenzen und y 
gleich null sein; daraus bestimmt sich die Integrationskonstante: 

a *(^*_54-«»)--|7^(cm). 

Damit lautet die Schlußgleichung: 

k 
(9) p^ j (9* cos 9 — 89 sin 9 + 2« — 7^ cos 9) + ret (cm) 

Die Einsenkung e am höchsten Punkt des Gehäuses ist, wenn 
9 = gesetzt wird: 

C'^-Oßbk + rBt (cm). 

Im zweiten Fall, auf dessen Berechnung wir nun eingehen, können 
sich die Auflagerpunkte horizontal frei verschieben, der rechte Winkel 
mit der Horizontalen bleibt jedoch erhalten. Dazu muß das Funda- 
ment auf die Stützflächen ein Eräftepaar M' übertragen, das der Be- 
dingung: 

/-'f-O für ^.f 

ZU genügen hat. Unsere Gleichungen lauten nunmehr: 
p+p' ^^[{y "" 9>) sin 9 — cos 9 +Y (1 - sin 9)] — -^ + rst, 
p = j (9* cos 9 — 39 8in9 + 2x) — -^^ + rst + a cos (9 + a), 
a =« der Symmetrie wegen, wie vorhin, 
p' — — - (9* sin 9 + 9 cos 9 + 3 sin 9) — a sin 9 = für 9 « — , 
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hieraus: 



/' 



«--'•'>.«--|(t + »). 

i 

pdfp « j— (9* sin 9 + 59 cos 9 — 5 sin 9 + 2n(p) + a sin 9 ^^1 



Hieraus folgt, wenn der EJammerausdmck zwischen den Grenzen 
und Y gleich null gesetzt wird, 

Jlf' «0,3r*}/ kg cm. 
Nach Einsetzung aller Werte ist: 

(10) p — Y (9^* ^^^ 9 — 39 sin 9) —- 5,47 cos 9 + 5,09) + rst (cm) , 

hieraus fOr 9 » 

e = — 0,09* + 1-£^ (cm). 

Im Falle III sind die Enden fest, jedoch drehbar. Durch das 
Fimdament muß ein Horizontalschub H übertragen werden, der die 
freie Yerschieblichkeit der Auflagerflächen aufhebt; zum Moment der 
Schwere kommt daher + Hr cos 9 hinzu und an Stelle yon rat tritt 

in Gleichung (6) und (7) rf< — ^^^p cos^) und in (7a) ^^^y'^ Wf^' 

Setzen wir ^^yw' gl^^c^ ^^^ Tragheitsradius des Gehäusequer- 
schnitts, so lautet die Lösung des Falles HI: 

P" 4^ (9* CO« 9 — 39 sin 9 + 2ä) — ^— ^(1 +^ + r«^+a cos 9. 

Nun ist der Trägheitsradius d" gegenüber dem Schwerpunktsradius r bei 

-A , so daß 

wir es gegen Zahlen gleich oder größer als Eins yemachlässigen dürfen; 
dann erhalten wir für den Horizontalschub H und die Integrations- 
konstante a folgende Gleichungen: 

1) 9 = Y ' P = (die Enden sind fest) ; 



2 
hieraus 



2) Jpdip^^rst^- 



rH 
EF' 
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hieraas 

a---* 6,3370 + -r£^ 



Nach allen Yereinfachangen erscheint: 

(11) 



|> = Y (gp* cos 9? — 4^) sin 9 + 2« — 6,3370 cos gp) 



— ra^ (- - (jp sin gp — cos gp) — 1 j 

und die Einsenkung e für gp = wird: 

e - - 0,0135 * + 1,637 ret (cm). 

Im Falle lY sind die Enden starr eingespannt; durch das Funda- 
ment wird ein Eraftepaar M' und ein Horizontalschub .ff übertragen, 
die jedes Drehen und Gleiten verhindern; die Fälle U und m über- 
lagern sich. Zur Bestimmung der Unbekannten haben wir drei 
Gleichungen: 

1) gp - 5- ^ |, = (Enden fest) , 2) 9) « ^ , p ' = (Enden nicht drehbar), 

n 
2 

jr rH 



3) Jpdip 



ret 



EF' 



Die genauere Durchführung der Rechnung ist nach Behandlung der 
Fälle I — in nicht mehr nötig; wir geben das Resultat: 



(12) 



p = I (9* cos 9) - 4,2790 9 sin 9 - 6,7464 cos 9 + 6,7214) 
-f r 6^ (5,2788 - 3,3607 (9 sin 9 + cos tp)) (cm), 

M' r*y 0,1095 + y, rEF'at 4,2788 (kg cm) , 

H^ry 0,6395 + ^* EF'et (kg) , 

e 0,0063 * + 1,918 rst (cm). 

Zum Schluß wollen wir noch den Fall Fig. 5 behandeln; in der 
horizontalen Querstange tritt ein solcher Zug auf, daß die Einsenkung 
am höchsten Punkt zu null wird. Die Auflagerstellen können sich 
wie im Fall I horizontal frei bewegen und um einen beliebigen Winkel 
drehen. Für diesen ungünstigsten Fall soll die Rechnung durchgeftlhrt 
werden. Die Spannung in der Zugstange sei jTkg. 
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Fig. 5. 



Die elastische Lioie zerfällt in zwei Äste, die ohne Knick in- 
einander übergehen; der erste Ast reicht Ton 0*^ bis 60*^, der zweite 
von 60® bis 90®. Wir haben pro Ast zwei 
Integrationskonstanten nnd außerdem die 
Stabspannung T, im ganzen also fänf Un- 
bekannte. EUerfilr haben wir auch fünf 
Gleichungen, nämlich: 

L Ast: 1) für 9) «= 0, !>' « 0, weil die Sym- 
metrie zur Nullachse erhalten 
bleibt, 
2) für 9 = 0, p = nach Voraus- 
setzung. 
1. und U. Ast: für 9 •= y , 

^) Pi'^Pn} ^) Pi'^Pnf ^®^ beide Äste kontinuierlich in- 
einander übergehen. 

Femer gilt die allgemeine Gleichung: 




n 

T 



n 



5) J pdq> -^Jpidip +Jpnd(p = rßt y 
00« 



Unsere Gleichungen lauten: 

I p+p" ^ + ]c^(^^ — (p^ Bin 9) — cos 9 -f Y (1 — sin tpj 
— Tr (cos (p — 0,5) + rat 
für 0< 9X3, 

n p -f p" = + Ä ff Y — 9J sin 9 — cos 9 -h Y (1 — sin 9! -f- ret 



ftir^<<p<-:- 



Hieraus folgen für beide Äste folgende Beziehungen: 
I. Ast: i)=j[9»cos9 — Sysiny-f 23r] — -j,^(9sin9 — 1) 
+ rat + a cos (9 -|- «) (cm), 

jp' = — j (9» sin 9 -h 9 COS 9 -h 3 sin 9?) H- ^^^ {ap cos 9) -f sin 9) 

— a sin (9 -h a) , 

/ pdip = j (9' sin 9 -h btp cos 9 — 5sin tp -|- 2;r9) 



Tr» 



+ ^^^ {(p cos 9 - sin 9 -f- 9) + rettp -^ a sin (9 -|- a) . 
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Die Gleichungen för den zweiten Ast entwickeln sich ans der ge- 
gegebenen durch Weglassnng des Aosdrackes mit der Stabspannimg 7; 
an die Stelle von a und a treten die Integrationskonstanten ft, ß. 

Damit sind alle Vorarbeiten zur Anfstellnng der obigen f&nf Be- 
dingongsgleichnngen erledigt. Wir lassen diese rein rechneriflchen 
Operationen weg und geben die Resultate der Elimination der f&nf 
Unbekannten aus den f&nf Gleichungen. 

1) Stabspannung T - 1,22 ry - 4,54 ^ EF'et (kg), 

2) « = 0, S) a 2,18 k + 1,27 ret, 

4) 6 cos /J = - 1,41 * - 1,59 r«^, 5) 6 sin /J « + 0,36 * - 1,41 r £^, 

Auf die zweite Dezimale sind die Rechnungen nicht mehr genau. 
Es folgt eine Zusammenstellung der bisher erhaltenen Resultate. 
M' bedeutet das Moment an den Auflagerflächen, M^ das Moment im 
Scheitel der oberen Gehausehalfte. 



Y^ll ' j Drohen möglich, 
1 Gleiten möglich 


jj Dieben nnmOglich, 
Gleiten mOglich 


e 

M' 
H 


- 0,2635 * + ret 

- 0,5708 r*y 





- 0,0936 k + ret 

- 0,2732 r»y 
+ 0,2976 rV 






FaU 


Ijy Drehen mOglich, 
Gleiten unmöglich 


jy Drehen unmöglich, 
Gleiten nnmOglich 


e 

M' 
H 


- 0,0135 * + 1,6366 ret 

- 0,071 r'y + y, EF'ret ■ 1,273 


+ 0,5 ry + IßT ^, EF'et 


- 0,0063 k + 1,9181 ret 

- 0,041 r»y - *! EF'ret ■ 4,28 

- 0,1095 r*y - y, EF'ret • 4,28 
+ 0,Ury + Q,12y, EF'et 



Die Tabelle besagt, daß die Einsenkungen durch die Schwere sehr 
rasch abnehmen, wenn das Gehäuse gut fundamentiert wird. Im 
Falle lU mit festen, jedoch drehbaren Enden betragt sie nur 5% der 
Durchsenkung im Falle I mit frei verschieblichen und drehbaren Enden. ^) 

1) Immerhin muß der Eonstroktenr auf den ungünstigsten Fall I Rücksicht 
nehmen, denn die provisorische Aufstellung einer Maschine im Prüffeld ist jeden- 
falls weit entfernt von der Solidität der stationären Aufstellung 
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Bei einer 1200 Ew Maschine f&r 125 ümläufe/min. war r » 232 cm 
e - 20 . 10* cm* y - 10,5 kg/cm E « 10« kg/qcm, hieraus folgt 

k = -g^ -= 0,16 cm und für « = g^ (Ausdehnungskoeflf. Ton Gußeisen) 

^ » 350 G ist rc^ » 0,1 cm. Mit diesen Zahlen ergibt sich im Fall III 
eine Durchsenkung e = - 0,0135 • 0,16 + 1,64 . 0,1 = + 0,16 cm, d. h. 
sogar eine Hebung des Scheitels infolge der Erwärmung. Doch be- 
steht diese Zahl nur zum Teil zu recht; denn das Polrad dehnt sich 
durch Erwärmung und Fliehkraft ebenfalls aus und sucht diesen Zu- 
wachs einzuholen. Auch wird man niemals eine LuftraumdifiPerenz 
von 1,6 mm zulassen, sondern das Oehäuse im warmen Zustande ein- 
stellen; dadurch fallen aber die Temperaturspannungen während des 
Betriebes fort, und die Schwere und die magnetischen Zugkräfte, zu 
denen wir jetzt übergehen, treten in den Vordergrund. 

m. 

Die Tangential- und die magnetischen Zugkräfte sind nunmehr in 
die Gleichung einzufCLhren. 

Das Biegungsmoment der an den Bogenelementen angreifenden 
Tangentialkräfte rechts vom Schnitt ist (vgl. Fig. 4): 

T 

Jf, = + r*r / dt? (1 — cos (v — <p)) = r*r f y — 9) — cos qn , 

<p 

des Auf lagerdruckes a: 

a • 2r =» r • rxr 



Jf, - — r» I r (1 - sin 9) , 



des Horizontabchubes h: 



Ä =» rr 1 cos q)dq)f 

-äfj «= + r*r cos q) . 

Das resultierende Moment M^ ^ M^ + M^ + M^ der Tangentialkräfte 
lautet: 

(14) Jf^ =- ± r»r (y sin 9 -- 9) (kg cm) . 

Das +- Zeichen gilt ftLr Rechtslauf, das — Zeichen für Linkslauf 
des Magnetrades. 

Zaitoohrift f. Mathematik n. Physik. 53. Band. 1906. S.Haft. 17 
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Das Moment der an den einzelnen Bogenelementen angreifenden 
magnetischen Zugkräfte ist unter Yemachlassigang der Yergrößenmg 
des Hebelarmes durch die Deformation p mit demselben Recht, wie 
wir dies für die Schwere und Torsion getan haben (vergL Fig. 4): 

2 i 

M^ — r* /dtf?Zsin(t? — 9) — r* | Zq{1 — sin 9) — ^ 1 psia{v — g>)dvy 
(p \ tp / 

Moment des Auflagerdruckes a: 

a ' 2r ^ j Z cos q>dq> . 



a^r( Z^—^iJp cos q>dq)\ (kg). 



2 
Wir setzen das konstante Integral: 



-f 



n 

und haben 



j I p cos ipdg) 



a«r(Zo-e^)-, Jf,--r»(l-sin<jp)(Zo-eft). 
Moment des Horizontalschubes h: 



n n 

+-2 +y 



h^^ I Z sm fpdfp « — ^g /psin ipdip =- — rgv, 

~y - 2 

wenn das konstante Integral 

j I p sin q>d(p -» v 



gesetzt wird-, das Moment M^ selbst ist dann: 

Jtfj = — r^iv cos (p. 
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Ist die elastische Linie symmetrisch zur Nullachse, d. L hat p für 
denselben positiven oder n^ativen Winkel q> den gleichen Wert, so wird 



2 

> COS g)dip 
xmd 



2 



v = 0. 

Das resultierende Moment J^^ » üf ^ + üf , + M^ der magnetischen 
Zugkräfte ei^bt sich zu: 

(15) 3/, — r*d — I p sm{v — ip)dv + (i (1 — sing)) — V cos 9 . 

L y J 

Ans diesem Ausdruck folgt für p^O, d. h. wenn die Ereisform 
erhalten bliebe, daß die magnetischen Zugkräfte gar keinen deformieren- 
den Einfluß ausüben. Dies wurde schon eingangs erwähnt. 

Der aufgestellte Ausdruck für das Biegungsmoment der magneti- 
schen Zugkräfte ist in dieser Form analytisch unzugänglich, weil er 
die gesuchte Große p unter dem Integralzeichen enthält; wir müssen 
Tom Moment auf die Einzelkräfte übergehen, die es zusammensetzen, 
oder mathematisch formuliert sowohl die Funktion als die Grenzen 
des Integrals nach 9 differentiieren. Wird diese Operation zweimal 
wiederholt^ so erhält man: 

M" —» "3"! "" *^S( ""P + /|> sin (t? — 9))dt; + fi sin g> + V cos 9 1. 
Die Summe üf + M" beträgt: 

Dieselbe Summe ist für die Biegungsmomente der Schwere und 
Torsion zu bilden: 

Für das resultierende Moment aller Kräfte gilt: 

(16) Jlf + Jlf" - r»g(-i> + ,t) + r»y (2 cos 9, -f ) ip r^x^. 
Andererseits ist nach der Fundamentalformel: 

—g^{M + M") - p + 2p" + p"" - rst. 

17» 
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Damit laatet die Differentialgleichcmg unseres Problems: 

(17)p + 2p"+i,"" = |!|(p-^)-^((2co9T--f)±fj9> + "f 
oder, wemi wir setzen 

^^E9^ '^^EB' ^^ ES' 
(17a) p + 2p" + p"" = m(jp - ft) - Ä- (2 cos 9 -y) ± w^ + rst 

tmd deren Lösung mit den vier Integrationskonstanten Ay a, B, 5, 
wobei a ^^Yl+Ym, ß^Vl-^Ym bedeutet: 



(18) 



jp = ^ cos («9 + a) + J8 cos (ßq) + b) — ^^^ + 






Dieser Ausdruck ist die allgemeinste und umfassendste Losung 
unserer Aufgabe für ein freitragendes Gehäuse auf Roll- und Kipp- 
lager. Er umfaßt die durch die Torsionskräfte herrorgerufene ün- 
symmetrie ebenso wie die Verzerrung der elastischen Linie infolge 
ungenauer einseitiger Montage. 

Wie werden die Litegrationskonstanten bestinmit? Hierfiir können 
wir zunächst zwei Gleichungen angeben. Die erste, schon oft benützte, 
bezieht sich auf die Länge der elastischen Linie und lautet: 



8 

(7) I pdq) =^rBfn, 



die zweite drückt das Gleichgewicht gegen horizontale Verschiebung 
aus. Ist H^ (Fig. 4, S. 251) der Horizontalschub am rechten Ende, 
H^ der am linken Ende und H' der Horizontalschub der äußeren 
Kräfte (Torsion, einseitige magnetische Züge), so ist die Gleichgewichts- 
bedingung: 

Nun ist sehr nahe am rechten Ende das Moment M^^ + r cos fpR^ 
und -^ « — r sin 9 fli = — rH^ f ür 9 «= + y, analog findet man für 

9'--Y' ^- + '•^»5 tierauBfolgt:^^ + ^f .r(^,-5,)-rF. 
Substituiert man für die Biegungsmomente M^j M^ nach der Funda- 
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mentalgleichung die Deformationen Pi, ft für 9 = + ^, — ^, so wird 
die zweite Bedingungsgleicknng fftr die Integrationskonstanten: 

(19) ^(Pi+K+A+p;)--iö(i+5)^'=-Ä^'' 

da, wie schon erwähnt, -| ein sehr kleiner Bruch ist 

Bei Symmetrie der elastischen Linie existiert kein Horizontal- 
schub H' der äußeren Kräfte, und die yom Fundament übertragenen 
statisch unbestimmten Horizontalschübe H^, H^ werden einander gleich; 
obige Gleichung wird dann: 

(20) /^(p +1,") - - ^ir far 9 = ±f 5 fix = ^. - ^. 

Für die beiden noch übrigen Integrationskonstanten ergeben sich 
Gleichungen aus den Auf lagerungsbedingungen Fall I bis lY, wie im 
zweiten Abschnitt 

Im nachfolgenden werden wir nur die leerlaufende Maschine be- 
trachten d. h. r = setzen; auch bei Vollbelastung ist r immer wesent- 
lich kleiner als y. Femer nehmen wir an, das Gehäuse sei symmetrisch 
montiert in bezug auf die Nullachse, so daß die Verzerrungen durch 
einseitige magnetische Züge yerschwinden. In einem Fall werden wir 
eine kleine vertikale Senkung des Gehäuses zulassen, so daß durch die 
ungenaue Montage die magnetischen Zugkräfte an der gefährlichsten 
Stelle noch verstärkt werden. Noch allgemeinere Annahmen vermögen 
die Endresultate unserer Betrachtungen nicht wesentlich zu ändern. 

Dann wird die elastische Linie symmetrisch zur Nullachse, d. h. 
die radiale Deformation p besitzt für denselben positiven oder nega-, 
tiven Wert von q> die gleiche Größe; dies ist aber nur möglich, wenn 

a = und 6 = 
ist, so daß unsere Gleichung lautet: 

2 

Da fi => I p 009 q>d(p, v => ist, folgt für ft der Wert 

n 
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oder 

ife* 

Setzt man diesen Wert in die obige Gleichnng ein, so erschemt die 
engere Lösung: 



(21) 



p^ A (cos afp + }/w cos a yj + -ß (cos ß^ — )/w cos ß-S\ 

+ — — ^ + rf^ (cm), 



die nns weiterhin dienen wird. 

Um ans ihr den Fall I, vollkommene Freiheit der Enden, herzu- 
stellen, yerfügen wir über die Integrationskonstanten A und B so, daS 
kein Horizontalschnb auftritt (s. Gleichung (20)): 

/-(P + P")-0 für 9-f ; ^asinaf-5j38in/jf-0. 
Femer besteht die Bedingungsgleichung (7 a): 

^-V^fcOS«|; + ^(^-^^ + f|/5rCOS/j|-J+^+5 



Durch diese beiden Gleichungen sind die Integrationskonstantenil 
und B bestimmt. Als Endresultat folgt fOLr den Fall I, voUkommene 
♦Freiheit der Enden, wenn wir den Nenner: 



(22) 
setzen: 

(22a) i,-^* 



A- 



COS 9> T- 



cotgay cotg|J 2 



C06 aqp 



+ 



n ym (m — 1) 
cos ptp 









2 •" 2 

+ rat (cm). 

Bei verschwindenden magnetischen Zugkräften wird m » und 
aus obiger Gleichung bei genauer Durchrechnung: 

(9) p^— (tp^ cos 9 — 3^ sin 9 — 7,34 cos (p + 2n) + rat (cm). 
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Fig. 6. 



Dieses Resultat ist nun schon bekannt als Gleichung (9); es war 
indessen nötig, den organischen Zusammenhang mit den früheren 
Entwicklungen zu zeigen. 

Für eine vertikale Sen- 
kung s ist in Gleichung (22 a) 

noch —s--r('") ^^^ -Ä.us- 

druck unter runden Klam- 
mem bezw. fOr w = 
— s cos 9) hinzuzufügen. 

Nun zur Diskussion un- 
serer Gleichung. Es inter- 
essiert nur die Einsenkung 
des Scheitels der oberen Ge- 
häusehälite. Diese ist er- 
sichtlich aus den Kurven I 
Fig. 6. Als Abszisse ist auf- 
getragen Ym «= y^ y als 

positive Ordinate ist aufge- 
tragen der stets positive Fak- 
tor für die Ausdehnung durch 
Erwärmung, als negative Or- 
dinate derentsprechendeFak- 
tor für die Schwere, so daß 
die gesamte Einsenkung ist: 

e^{^c)k + {'^c')rat (cm). 

Im Falle I und 11 wifd (-j- c') =. 1, weil das Gehäuse der Ausdehnung 
frei folgen kann. Anders verhält es sich mit der Durchbiegpmg in- 
folge der Schwere. 

Für Ym = 1 wird hier (— c) =» — 0,4 = dem Werte der Kurve; 
fÖr Ym > 1 wird ß imaginär und an Stelle der trigonometrischen 
Funktionen treten die hyperbolischen, also: 

statt -h j3 sin /Jqp tritt ein — ß' ©in j3 > , wobei ß' ^YY^i — 1, 




statt + 



ein^qp 



tritt ein 



©in ß * tp 



wobei /J'-/v^-l. 



Wir sehen, wie für steigendes Y^^y^^f ^^^ ^ größere 
magnetische Zugkräfte oder auch schwächere Konstruktion die Ein- 
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Senkung rasch wächst; ja sie wird unendlich für Yni — 1,7, m » 2,9 
oder genauer^ wenn der Nenner: 

coiga-r- cotffÄfl'— - 

^ = — -^ -j — » 

^ « P Äj/wCm — 1) 

wird. Gleichzeitig wird aber anch die zusätzliche Durchbiegung infolge 
der ungenauen Monti^e + s unendlich. Denn dieses Zusatzglied 



8 / C08 «9 \ 



haty wie schon oben gezeigt wurde, denselben Nenner 2^^. 

Die Eigenschwere y mag so klein sein, wie nur mögb'ch; ledig- 
lich infolge ungenauer Montage kann das Gehäuse bei ungenügender 
Steifheit zusammenbrechen. Es wäre verkehrt, eine Konstruktion nur 
wegen ihrer größeren Leichtigkeit als stabiler zu betrachten; denn die 
Ungenauigkeiten der Monti^e werden ihr viel gefährlicher als die nnr 
Bruchteile von Millimetern betragenden Durchsenkungen infolge der 
Eigenschwere. Jedoch ist die kritische Grenze für beide Fälle dieselbe, 
da es für die magnetischen Zugkräfte gleichgültig ist, auf welchem 
Wege die sie weckende ursprüngliche Deformation zustande kommt 
Deshalb genügt es dem Sinne nach, die Schwerkräfte allein zu be- 
handeln. 

Wir wenden uns nun dem Fall II zu; das Gehäuse ist frei ver- 
schiebbar, jedoch nicht drehbar gelagert. Die Bestimmungsgleichnngen 
sind genau wie im Abschnitt IL Nach einigen Reduktionen ist: 

p^ Ä fcos a(p +Ym cos a yj + -B (cos ßq) — Ym cos ß yj 
, 2Ä;co8qp M'r^ , , 



a) p=^0 für 9=-|, b) Jpdfp^rst^, 

a) J.a sin a Y + -BjS sin /3 Y -f — = 0, 

8in a — sin p - p ». 

b) ^_-A+j5__l + ^|-^cosaf --J5fy^cos/3-f + ^ 

E92 
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Ferner ist ungeändert 

c) J.« sin «y— JB/3 sin j3y= 0- 

Nach Elimination der Unbekannten Ä B M' aus den Gleichungen a) b) c) 
und einigen Reduktionen ist: 



(23) i^ -= -Icos 9 - i / ^ + ^ '' n(m-l) \ 



+ r£< (cm). 



Für w « wird: 

p = — (y« cos 9 — 89 sin 9 — 5,47 cos 9 + 5,09) -j- »"«^ (c^J^) j 

also Gleichung (10) in Abschnitt 11. 

Kurve II in Fig. 6 (S. 263) gibt den Verlauf der Einsenkung 
durch die Eigenschwere als Funktion von )/m . Für ]/m « 1 vrird der 
Biegungspfeil e = — -0,11X;; das schon Gesagte wiederholt sich; für 

(23a) ^j « a sin « y - 0, 

was bei a^2j Ym = 3 , m =* 9 eintritt, wird die kritische Grenze 
erreicht. 

Jenseits Ym = 1,7 im Fall I und Ym = 3 im Fall II beginnen 
die praktisch belanglosen labilen Gleichgewichtszustände; sie finden 
ihr Analogon in der Enickbelastung gerader Stäbe mit frei drehbaren 
Enden, deren Ejiicklange auch j; y; 7 der maximalen » Stablange 
sein kann. Daß die in beiden Fällen unendlichen Durchbiegungen 
mathematisch abstrahiert sind und einen labilen Zustand bezeichnen, 
braucht wohl nicht hervorgehoben zu werden. 

Um die kritischen Belastungen, dargestellt durch ^m » 1,7, m » 2,9 
und yw =»3, w = 9 auf elementarem Wege zu kontrollieren, nimmt 
man an, daß der ursprüngliche Kreis infolge der Deformation in eine 
horizontal ausgeweitete und vertikal abgeplattete Ellipse von der sehr 
kleinen Exzentrizität » b übergeht, und zwar ist dann: 

|) = — £ cos 2<jp; Einsenkung e =« — £; Ausweitung m? = + « 5 

Für diese angenommene Gleichung der elastischen Linie berechnet man 
das Biegungsmoment der magnetischen Zugkräfte nach dem bekannten 



(2) Z==Zo-pg kg/cm. 
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Die Einsenkung e und Ausweitung w wird bestimmt nach den be- 
kannten Formeln der Festigkeitslehre: 

n n 

Y 2' 

6 « — / -^^- ; u) ^ + I ^ k9~ (^ ^' y ^öö'^- von Bogenelement rfs): 

diese Gleichungen enthalten die Exzentrizität s der Ellipse. Wenn 
diese angenommene Exzentrizität aber gleich wird der entstehenden, 

d. i. £ » %~~i ^^ ^^^ ^^^ labile Zustand oder die kritische Belastong 

vorhanden, e hebt sich auf beiden Seiten weg, und man erhält f&r das 
minimale Trägheitsmoment: 

Annäherungsrechnung I © > 0,37 ^^, 11 © > 0,11 ^, 

genaue Rechnung I © > 0,35 ^, II © > 0,11 ^^. 

Die Übereinstimmung beider Methoden ist der Beweis für die 
Richtigkeit des Annäherungsverfahrens, der aber von Yomherein ohne 
die genaue Rechnung nicht zu fähren war. 

Die Behandlung der Fälle III und lY schließt sich eng an die 
Torhergehenden Ausführungen und an die entsprechenden Lösungen im 
Abschnitt ü an, die Bedingungsgleichungen fOr die Integrationskonstanten 
sind dieselben wie dort. Wir ersparen uns die detaillierte Durchfahrung 
der Rechnungen und geben gleich die Resultate zunächst fGLr: 

Fall in, Enden fest, jedoch drehbar gelagert: 

2k , 
|)=-- cos^)- 



(24) 



+ rat 



(24a) J, - -^^ (V^- 1) + -^{Vm + \)-n\^. 
^/, — für Ym = 7,58 ; m = 57,55 gibt die kritische Grenee. 
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Fall lY, Enden starr eingespannt gegen Geleiten und Drehen: 



(25) 



n 



^ / C08 ffCp — COS a — - / , / - COtg ß-zr \ 

\ 2 2 



COR ßq> — coeß- 
C08 aqp — C08 a — C08 pqp — C08 p — 



«sinay Pain/Jy J 

(2oa) ^4«—^ p^ — ^(,7r=ny 

^^ = for >/m- 10,42 ; m = 108,5 gibt die Ärri^wcÄ« arenze. 

Nun zur Diskussion der Fälle ni und lY. Die Einsenkungen e 
sind in Fig. 6 als Kurven III und lY dargestellt, bei der Schwere der 
zehnfache Betrag, weil die Ordinaten, yerglichen mit e^ und e,, sonst 
zu klein würden. Der allgemeine Charakter der Kurven bleibt erhalten; 
die kritischen Grenzen, dargestellt durch ^, = 0, ^^«0, treten für 
m - 57,55, Ym =- 7,58 bezw. m =- 108,5, Ym ^ 10,42 ein. Die Aus- 
dehnung durch Erwärmung ist in den Fällen lU und lY nicht mehr 
frei, weil die Enden festgehalten werden. Daher tritt eine Hebung des 
Scheitels der oberen Gehäusehälfte ein; die magnetischen Zugkräfte 
verstärken jede Abweichung von der Kreisform im positiven oder nega- 
tiven Sinn. Bei den angegebenen Belastungsgrenzen j/m =» 7,58 und 10,42 
kann eine stabile Gehäuseform überhaupt nicht mehr aufrecht erhalten 
werden. 

Die Ausführungen am Schluß des Abschnitts II sind zu wieder- 
holen; gestattet man den Auflagerpunkten, der Ausdehnung durch Er- 
wärmung bei Dauerbetrieb und nur dieser zu folgen, so verschwinden 
die Temperaturspannungen, und der Einfluß der Schwere und magneti- 
schen Zugkräfte hat die Yorherrschaft bei der Deformation. 

Um bei Anwendungen die Berechnung der komplizierten Funktionen 
in den Formeln zu vermeiden, haben wir in den Kurven Fig. 7 die 
Biegungsmomente M^ im Scheitel nnd M' an den Auflagerflächen, 
ferner die Horizontalschübe H abhängig von Ym graphisch dargestellt, 
jedoch nur für die Schwere. Es ist: 

M « r*y • c kg cm , jET == ryc kg ; 
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die Faktoren c sind den Kurven zu entnehmen; die Scheitelmomente 
Mq III und Mq IY sind zehnfach yergrößert gezeichnet. Die unteren 

Grenzen för die Trägheit«- 

noch 





Fig. 7. 
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Es sollen die hisherigen 
Rechnungen an drei Maschinen 
a), b), c), deren Gehäuseqner- 
schnitte in Fig. 8—10 (S. 269) 
im Maßstab 1 : 10 daigestellt 
sind, zahlenmäßig durchgeführt 
werden. Daß die charakteristi- 
schen Werte für drei irgendwie 
herausgegriffene Maschinen Ye^ 
schiedener Firmen und Kon- 
strukteure in eine Reihe passen, 
kann nicht erwartet werden. 
Ein Konstrukteur bestimmt den 
Geh'ausequerschni tt auf zulässige 
Durchbiegung, ein andrer auf zulässige Spannung im Gußeisen, fast alle 
nach mehr oder weniger bestimmten Erfahrungen mit Hilfe empirischer 
Faustformeln; ein ausgeprägt einheitliches Prinzip liegt nicht zugrunde. 
Die Magnetisierungskurve für Maschine a) wurde bereits in Fig. 1 
(S. 246), die Kurve der magnetischen Zugkräfte in Fig. 2 (S. 247) gezeichnet. 

a) b) c) 

Leistung in Kilowatt induktionsfrei 1200 800 3000 Kw. 

Umläufe in der Minute 125 79 71,5 

Durchmesser der Gehäusebohrung 414 600 802,4 cm 

Blechpaketbreite + Luftschlitze 28 -f 3 • 1 27 29 + 4 • 1,5 cm 

Luftraum einseitig 0,6 0,7 1,2 cm. 

Welche Rolle spielt das aus einzelnen Segmenten geschichtet« 
Blechpaket bei Berechnung des Trägheitsmoments? Wenn die Stoß- 



Von Hans Linsekkanii. 



269 



fdge durch das ganze Blechpaket geht, wie man bei älteren Maschinen 
noch sehen kann, tragt der Anker überhaupt nichts, weil ein solcher 
Ring, seines Haltes beraubt, zusammenstürzt. Wenn die Segmente 



Ifig. 8. (MAMhine a.) 





sich abwechselnd überdecken und wie eine starre Kette um den ganzen 
Ring hemm sich fortsetzen, so tragt mindestens ein Teil bei dem hohen 
Druck, unter dem das Paket steht und bleibt, auch wenn die Isolation 
schwindet. Der durchlochte Nutenrand tragt natürlich gar nicht. In 



Fig. 9. (Maflohina b.) 



Fig. 10. (Maschine c.) 





den nachfolgenden Angaben ist das Blechpaket halb, also wie ein guß- 
eiserner Querschnitt gerechnet, da Schmiedeisen den doppelten Elastizi- 
Ätsmodul besitzt. Am besten wird das Produkt ES durch einen Ver- 
such für eine Type bestimmt; zieht man etwa die Enden der horizontal 
hegenden Gehausehälfie durch eine bekannte Kraft P möglichst reibungs- 
frei zusammen, so ist die Durchmesserdifferenz 
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Als totales Gewicht des ganzen Gehaaseam&ngs, einschlieBlieh 
Blechpaket mit Wicklnng ergibt sich: 

ö- a) 16500 b) 32000 c) 32000 kg 
Schwerpnnktsradius r » 232 332 428 cm 

Schwere pro cm umfang y = 11,3 15,3 12 kg/cm 

Torsion pro cm Umfang r = 2,9 1,5 3,7 kg/cm 

ÄtmT™gheit8momeiit|^_ 20.10* 45.10* 36 . 10* cm«. 
Über die Folleitnng j 

Wir sehen, daß bei der Maschine b) (Fig. 9) mit 600 cm Gehäuse- 
bohrung an Material yergleichsweise mit den andern nicht sehr gespart 
wnrde. Die Zahlen sind Annäherungswerte. Mit E =» 10® kg/qcm 
Elastizitätsmodul fQr Gußeisen ergibt sich: 

*"= ») -20-i5"--Ö'16 b) 0,41 cm c) 1,12 cm 

g - a) 38 b) 33 43 kg/cm 

»»= 0,55 0,88 4,0 

>/m- 0,74 0,94 2,0 

Bei der Maschine c) (Fig. 10) mit 802,4 cm Bohrung ist also die 
kritische Grenze für Fall I mit Tollkommener Freiheit der Enden fiber- 
schritten. 

Die Durchsenkungen infolge des Eigengewichts sind im Falle I 
nach Kurve I (Fig. 6, S. 263): 

«j = a) - 0,32 • 0,16 0,05 cm, b) 0,37 • 0,41 0,15 cm, 

c) 

So ungenügend ist keine Fundamentierung, wie sie Fall I Toraus- 
setzt; den tatsächlichen Verhältnissen wird Fall III mit festen, jedoch 
noch drehbaren Enden weit mehr entsprechen. Hierfür ist: 

Cj =» a) - 0,013 . 0,16 0,002, b) 0,013 - 0,41 0,006 cm, 

c) 0,014 . 1,12 0,016 cm. 

Die magnetischen Zugkräfte, welche im Falle I die Maschine c) wahr- 
scheinlich zum Bruche geführt hätten, sind bei der Auflagenmgs- 
bedingung UI kaum merkbar, wie aus dem Charakter der Kurve HI 
(Fig. 6) hervorgeht, und die Durchbiegung selbst verschwindend. 

Die größte Spannung im Gußeisen pflegt einzutreten, wenn die 
obere Gehäusehälfte bei der Montage am Eranhacken hängt imd etwa 
in der Mitte durch ein Seil befestigt ist; das zugehörige Moment ist r^y] 



] 
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TViderstandsmoment des Querschnitts in cm', dann wird, 



— 


a) 61 • 10*, 


b) 169 • 10*, 


c) 220 • 10* kgcm. 


— 


a) 8000, 


b) 12000, 


c) 9000 cm». 


— 


8)75, 


b) 140 


c) 250 kg/qcm. 



rf «— 300 kg/qcm als zulässige Spannung für Qußeisen bei 
Selastung gewöhnlich angenommen wird. Die Spannungen 
»n^exis sehr herabgemindert, wenn das Gehäuse in seitlichen 
^y und es kann dann möglicher Weise eines der Momente M^ 
die ^wir in den Kurven Fig. 7 aufgetragen haben, den Aus- 
die zulässige Spannung geben. 

IV. 

tatischen Berechnung folgt eine mehr qualitative Betrachtung 

nisciieii Vorgänge. Bei Kurzschluß und plötzlichen Be- 

Ben. iprerden durch die Störung des Gleichgewichts elastische 

K^n Ausgelöst. Wir bestimmen zunächst die Eigenschwingungs- 

^Ixär&sebogens unter dem Einfluß der magnetischen Zugkräfte; 

^*^stifichen Kräfte üben keinen Einfluß auf sie aus. Der 

^^8 erfolgt nach dem Prinzip von d'Alembert: die Be- 

^S^*5^t^fte müssen durch die Resultierende der äußeren und 

^tiacHen Kräfte aufgebracht werden. Die Lösung ist in 

^^nxeinen Gleichung (17) bereits enthalten, wir haben nur 

S^xichteten Beschleunigungskräfte — - ^ als neues Glied 

TT 

T 



partiellen Differentialgleichung genügen unendlich viele 

l^gen u sin ÖQ ^ als Einzellösungen, da außer dem Grund- 

lendlich viele Obertöne erregt werden können; durch die 
Lage und Ueschwindigkeit, die jeder Punkt bei Anfang der Bewegung 
heS&B ^^ jedoch die Lösung eindeutig bestimmt. Setzen wir, um die 
a y^^YD^a^^^BiAeDi xjmm zu erhalten, obige periodische Lösung fClr p 



BO wird 



.+20+'-?-(" + i^©)("-fOi Er-y.co,,.!,. 
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Seteen wir « = m + -|^gD*; a-Vl+Vi, ß^Yl^», 
dann ist die Lösung mit den Integrationskonstanten Ä und B 

(26) M - ^ (cos ay + V« cos ay) + 5 (cos jSqp - >^ coB /Jy), 

wenn wir gleich Symmetrie der Schwingnngslinie zur NnUachse an- 
nehmen. Für die Integrationskonstanten Ä und B und die Eigen- 
schwingungszahlen x ergeben sich aus der Eigenart der Auflagenmg 
Fall I — lY weitere Bedingongsgleichungen. Zunächst muB stets 

jr 
Y 

Judq> = sein^ denn die dynamischen Badiabchwingungen können die 



Lange der elastischen Linie nicht ändern, femer ist bei ToUiger Frei- 
heit der Enden, sich zu yerschieben und zu drehen (Fall I), ein 

Horizontalschub H nicht Yorhanden, also jj (** + **'')=» f&r 9 = y 
/sine - _ \ fnnß^ \ 

b) Ä=0; ^«sinay-^/j8in/j|=0. 

Diese beiden Gleichungen sind offenbar nur dann mit einander 

s 

yertraglich, wenn sie f&r das Yerhältms -j den gleichen Wert eigekn. 

d. i. wenn die sogenannte Resultante der beiden linearen Gleichungen 
gleich Null ist Dies ergibt nach einigen Vereinfachungen den ans 
aus Gleichung (22) bekannten Ausdruck: 



C01 



^ a ß »]/*(* — 1) 

Diese Gleichung wird erftlllt durch unendlich viele Werte Xq Xi Xj -.» 
uns interessiert nur die Schwingungszahl des Grundtons, gegeben durch 



Xq =- 2,9; Xq = 300 T/ *^ j^ ^ volle Schwingungen/min. 



Das vollständige Integral würde sein: 

%7T xn 






Läuft das Magnetrad exzentrisch, so verdichten 
Kraftlinien, der magnetische Zug wächst dort 




und lesÜlieh jBfafni« zmi: ieoL «^boL 
TerdidiMEB niügrnfgHritBiL H^niiU / t 
nanz raifcnitflNii.. amt de ii iiimiinfhim 
BedingaBg ist j^ssßL iniB^r; lad iie^ 
toDfls der cftaaaisQKait ^gntwilarirm inj 

raifli £e ^trivjHiEaBiift Auäntüim^ 20. 

SesoBSK muritt iä •smar 

halb des SökwgswawBSs 
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StötBiB O ij ' iiL miissut jl ik^ Turimma n 

Berorrim tor 1 iriujBiiim}niii >i?ii M"u ifii 7j1 J .^ 
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£aiS{^DE^L 



^ Zan «Eilt tnrai dr«» üibblu:^ a.:: 

k^nai». Die Diin±zDc»B' iar iRÜm^ ^-«^ ' ^ •--.-»ra:.:.uc js- 
SH^ iiib leaktssdi star la tuscazäoBL «» ' - ^ «^ .^^ 



LrBttHEi-aigBi an Wdkn iiiüar ^Ti' ■ * - -^n. ^.. 
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Zd«:»tä£cii«e'n Zugkrifie beeiziiji:^ £s «rW 

f^zie kntiaelie TouremahL, bei 

QBT nBTermeidlicheii Kxa witrö«% ^ x 

^uÄLscie Beoonanz entsiebt^ vcb^ ^ ^ - '"'*• 

r^idi ist ihrer BetriebstomeBia^ AT- -^^-^^^aet- . 

«veamnideichiuiiren ftr die» Fr.i,ri - -*' *^ x*-— f 



^ ^eichungen ftr diese _ 
Medianik IV. T. Dynamik). Die^^^i^^*'^ 
Hm» laufen möglichst weit naier ^^ v"^ -^ - ^ , ^^ 
^ ^*-ii-i.-* weit jenaeibi, ^ - ^* "^ ^' - ^• 
^ «. Ph^fl. tt.iw tmit Cr^ '"'^'^"^ "'•'• * 
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dienlbe, mir die 
wizd dnzdi die 

Ökonomie 

Tfrfrriil liinmeliend 

;, NiitieflEBU und 

; 68 laufen n 

anneUag- 

and auf die Eh 

Unteilagen nnr 

wem das 6e- 



T4BL FoDCKasi^ 



im Grax. 



V« 




die tmhfad(pn und wideh 

des Gctnebes bdaimt; es 

räd ci# S füftiin ga •äer «cxKä^ äi£be des Gctnebea aowie die Drtteke 

in ö«i ö 

Di^Sit -g^rSz :«^2kai>3« Fraee iier larhnisclien Meehanik ist ?on 
ßicr» n ^ziTicryfiaiieggitgr B¥»i?cT;:Ä: s:-? winde bisher in Ermanglnng 
rj-?rä3intts' ll-?i>iac =i*ss: i-ix, ÄzzÄL'^rans gdöst. In Wirklichkeit 
bildet sie 'ias crrar^^^cL* A^->g*?^ za der graphischen Spannmigs- 
erniitü^ing *is** rnAbw^iräs ::z:?i gM^aaet wie diese eine übersichtliche 
zeichneriseh« B«£Aa*iI:isg. 'if^ als Britzag xar graphischen Dynamik 
betrachtet werden z^«>ge. E^e U>fazg der eingangs genannten Frage 
forden fokreMe Tier Art-ert«i: 



•Li» der WeUe: n^mVü 



1 y»i(£i F'Ippl i^ die j 

*-il1 mir., wer^ G d^f »jewi«:i: i-r* S-ih-^-^Ä-Irr-er« aier der Anker) in kg ist 
ii.d c in k^ cn .ür Kr*ft a«i-.:. üe dir W*::* um 1 cm durchbiegt Wie 
*eitx:* eixLnifehesi, wird durch die Eriir2i*riii:i- i der Welle eine Resultierende B 
den caÄgnetiächen Zigkrlhe ieweok:. üe £=: Sinne der Dorchbiegiing e wirkt; 

**^-- B/^hnng . E>ie Kraft, die die Welle :im « cm durchbiegt, ist dann 
^ ==^ ^"i —■ erin = a — ri:K eVg und die kritische To:zrenzahl m = 300 'iZ—lJ^- . 
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1. Zunächst müßte man sämtliche ECräfte und Massen des Getriebes 
auf graphischem Wege nach einem ausgezeichneten Punkt des Getriebes 
reduzieren und sodann die Beschleunigung und Geschwindigkeit dieses 
Punktes konstruieren. Diesen ersten Teil der Aufgabe habe ich in 
meiner Abhandlung: Graphische Dynamik der Getriebe (diese Zeit- 
schrifty Band 50) ausffthrlich behandelt. 

2. Aus der Beschleunigung und Geschwindigkeit des Reduktions- 
punktes sind sodann die Beschleunigungs- und Geschwindigkeitspläne 
des Getriebes zu entwerfen, was wohl am besten nach dem von 

0. Mohr gegebenen Verfahren (diese Zeitchrift, Band 49, Seite 393 
auch: O. Mohr, Abhandlungen aus dem Gebiete der techn. Mechanik, 
Berlin 1906) geschehen wird. 

3. Sodann hat man in jedem bewegten Punkte des Getriebes die Träg- 
heitskraft dieses Punktes (entgegengesetzt dem Beschleunigungsdrucke) an- 
zubringen und aus der Gesamtheit dieser Trägheitskräffce und der gegebenen 
Kräfte ein Gleichgewichtssjstem zu bilden (D'Alembertsches Prinzip). 

4. Endlich hat man mit Hilfe yon Knotenschnitten, die man durch 
dieses Gleichgewichtssjstem fuhrt, die Stabspannungen und die Gelenk- 
drücke des Getriebes zn bestimmen. 

Mit der Durchführung der dritten und vierten dieser Arbeiten 
soll sich vorliegende Abhandlung beschäftigen. (Vgl. 0. Mohr: Beitrag 
zur Kinetik ebener Getriebe, diese Zeitschrift, Band 51, S. 29, auch im 
obengen. Werke). 

Die Beschlennignngsdracke eines ebenen Systems und ihr Ersatz durch 
die Beschleunigungsdrucke von Punkten. 
1. Die Beschleunigungsdrücke eines ebenen Systems lassen sich 
bekanntlich auf folgende zwei Wirkungen zurückfahren (Fig. 1): 

1. auf den Beschleunigungsdruck Mys der im 
Schwerpunkte S des Systems vereinigten Masse ^"igj^ 
M des Systems, wenn ys die Beschleunigung 
dieses Punktes ist; 

2. auf ein Kraftpaar vom Momente MTc^X^ worin 
Tc der Tragheitshalbmesser des Systems in be- 
zug auf den Schwerpunkt und k die Winkel- 
beschleunigung des Systems ist; der Drehungs- 
sinn des E[raftpaares stimmt mit k überein. 

Die Projektion der Beschleunigungsdrücke des Systems auf eine 
beUebige Achse ist demnach Mysx, das Moment der Beschleunigungs-. 
drücke um einen beliebigen Punkt der Ebene 

(1) Mys'S-Mkn .... 

18' 
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Eb soll nun gezeigt werden, daß man die Beschleimigungsdrücke 
des Systems in bequemer Weise durch die Beschleunigungsdrocke 
dreier beliebig gewählter Punkte ersetzen kann. 

Es seien (Fig. 2) Ä, B, C drei beliebig gewählte Punkte des 
ebenen Systems, PiPiP$ ihre Abstände vom Schwerpunkt S; OjC^a, 
die Winkel zwischen diesen Abständen, yAyayc die Beschleuniguiigen 
der drei Punkte. 

Die Masse M des Systems werde nach dem Schwerpunktsgesetze 
in die drei Punkte ABC derart verteilt, daß 

Fig. j. M^mA + mB + fHc 

ist; es sind dann diese in ABC hegenden 

Punktmassen 

Md . 
mA = — -sm«!, 
Pi 

Md . Md . 

Wb=»— -sm«8, Wc — -— smo,, 

Pi Ps 

worin 

,gjv 1 ain «1 sin a, sin a, 

bezeichnet. 

Man bringe nun in den Punkten ABC die neuen Beschleunigongen 
SA^ßdc normal zu beziehungsweise PiP^p^ derart an, daß sie um iS im 
Gegensinn von A drehen; die Größen dieser Beschleunigungen seien 

(3) ÖA^nXpi, Ss-^nXpi, dc^nXp^ 

Hierin bezeichnet 

(4) « = 1--S 

worin d durch Gleichung (2) festgelegt und 

(5) l ='p^ sin«! +p^ sin«, +p^ sinoj 

bezeichnet wurde. 

Es kann nun behauptet werden, daß die drei Massenpunkte mA^B^^^c 
zusammengenommen dieselben Beschleimigungsdrücke besitzen wie das 
ganze System. 

2. Bevor hierfür der Beweis erbracht wird, soll daran erinnert 
werden, daß eine eben bewegte Masse sich hinsichtlich ihres Trägheits- 
momentes um jeden beliebigen Punkt der Ebene ebenfalls durch drei 
beliebig gewählte Punkte ABC ersetzen läßt, wenn in ihnen bestimmte 
Massen MaMbMc und im Schwerpunkt S überdies eine Masse M^ an- 
gebracht werden, derart daß 

M^M, + Ma + Mb + Mc 



Von Febdinamo Wittbnbaueb. 



277 



und S auch der Schwerpunkt dieser vier Massen ist. Ich habe in der 
genannten Abhandlung: Graphische Dynamik der Oetriebe, S. 70 diese 
Massen bestimmt und mit Hinweis auf Fig. 2 gefunden: 



Ma = Jf i— sin «1 , Mb =« Jf r- sin cc^ , 



Jfn 



Jfc 
M^{Ma + Mb + Mc). 






Fig.S. 



Die in Gleichung (4) festgelegte Eonstante n kann dann geschrieben 
werden 

** M 

und das Trägheitsmoment der Masse M um ihren Schwerpunkt nimmt 
die Form an: 

Mk^ = MapI + MbpI + Mcpl = (1 - n){mAPi + ^bPI + nicpi) 

oder 

(6) Mk^ = (1 - n)2]mpK 

3. Nun kann der Beweis fOr die am Schlüsse von (1) aufgestellte 
Behauptung erbracht werden. 

Bilden wir die Projektionen der Beschleunigungsdrücke der drei 
Massenpunkte m (mit den Beschleunigungen y und d) auf irgend 
eine Achse X, so ist sie (Fig. 3): 

Zm.yx + £fnd. sin q> 

und mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) 

2myx + nXltfnp sing) 
oder 

Mysx + nXZmrj. 

Da Zmi] verschwindet, so bleibt als 
Summe der Projektionen der Beschleuni- 
gungsdrücke Mysx, d- i. diö Projektion des 
wirklichen Beschleunigungsdruckes, übrig. 

Bilden wir hingegen die Summe der Momente der Beschleunigungs- 
drücke der drei Punkte ABC um irgend einen Punkt der Ebene^ 
so ist sie nach Fig. 3 

(7) ^fn(y^y — y^x) + 2:m8{p ^x^ooB^ + y^ sin ^>), 
Der zweite Teil dieses Ausdruckes wird 




und da 



wA \^Emp^ + x^Zml -f y^Srnvi] 
Zml = 0, Zmri = 0, 
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BO bleibt 

Der erste Teil des Ausdruckes (7) wird 

2:m(y^y - y^x) = 2:iw[y,(yo + i?) - Y,{^o + öl 

Nun ist 

|=-pcos9?, i^=|)8in9>, 
also 

Setzt man noch ,JJ^ =- A, so wird 

=■ Jf ys • s — A Xwp^ 

Das Moment der Bescbleunigungsdrücke der drei Punkte ABC 
um wird also nach (7) 

Mys ' 8 — k £mp^ + nl£mp* 

oder mit Benutzung von Gleichung (6) 

Mys • 8 - Mkn, 

welcher Ausdruck aber nach 1. das Moment des wirklichen Beschleunigungs- 
druckes des Systems um ist. Damit ist bewiesen, daß die drei 
Massenpunkte ABC das System hinsichtlich des Beschleunigongs- 
druckes voUsländig ersetzen, wenn in ihnen außer ihren wirklichen 
Beschleunigungen y noch die Beschleunigungen * angebracht werden. 
4. Wählt man die Punkte ABC auf einem mit dem Tragheits- 
halbmesser k um den Schwerpunkt S beschriebenen Kreise, so ist 

|?i = Pj = Pj = Ä: , Zmp^ = Mk^ 
und nach den Gleichungen (2), (5), (4) 

^ = , (sin «1 + sin «2 + sin a,) , ? = Ä (sin «i + sin o» + sin «,) 

und somit 

*^ =* *Ä =• *c = 0, 

d. h.: VerteiU man die Masse M des Systems nach dem Schwerpunkts- 
gesetze in drei bdidnge Produkte des mit dem Trägheitshalbmesser t 
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um den Schwerpunkt beschriebenen Kreises, so ersetzen diese Punkte das 
System hinsichüich der Besddeunigungsdrücke vollständig. 

Eine YeraUgemeinerung dieses Satzes auf beliebig viele Punkte 
des Kreises ä: ist gestattet. 

5. Der Ersatz der Systemmasse hinsichtlicb der Beschleunigungs- 
drücke kann auch durch zwei Punkte A und B geschehen; nur müssen 
diese so gewählt werden^ daß der Systemschwerpunkt S auf ihrer Ver- 
bindungslinie liegt (Fig. 4). 

Die Massen der Punkte A und B sind dann 

und ihre Beschleunigungen außer yAVBy den Beschleunigungen der 
Systempunkte, noch 

diesen letzteren Beschleunigungen entsprechen die Beschleunigungsdrücke 

mA Sa = mßSB = MnX ^'^^ • rig 4. 

Sie bilden also ein Kraftpaar vom ^t / ;^ y^y^ 



\\/l 



Yb 



Momente -^ , a V A P\ A 

Um die Konstante n zu bestimmen, ^ l ^ 

die gleich -~^ ermittelt wurde, ver- 
teile man die Systenmiasse üf in die drei Punkte ABS derart, daß 
das Trägheitsmoment dieser drei Massen ffir jeden Punkt der Ebene 
ebenso groß ist wie jenes des Systems. Hierfür fand ich in der 
Graphischen Dynamik S. 71 

Pi^' Pt^ ^ \ PiPj' 

es ist also 

n=: 1 

PiPt 

and das Kraftpaar der Beschleunigungsdrücke d 

Mk{p,p, - Ab- 
sein Drehungssinn ist jenem von A eni^egengesetzt (Vgl. H. Lorenz, 
Techn. Mechanik starrer Systeme S. 343.) 

6. Die Glieder eines Getriebes bestehen meistens aus Stangen, 
deren Enden Gelenke sind. Um in diesen Fällen die Masse der Stange 
durch Punkte zu ersetzen, empfehlen sich zwei Wege. Man wählt die 
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Punkte Ä und B entweder zu beiden Seiten des Schwerpunktes S in 
der Entfernung gleich dem Tragheitshalbmesser k (Fig. 5) und bringt 
in ihnen die halbe Masse der Stange an; sind y^yB die System* 

beschleunigungen von A und B, so ersetzen 
-^ die beiden Kräfte \MyA und \MyB die 

^ ^ ^t4^y, Beschleunigungsdrücke des Systems voll- 
standig. 



A S 




S B Oder man wählt die Punkte A und B 

in den Endpunkten (Gelenken) der Stange 

und verteilt die Masse M nach dem Schwerpunktsgesetze dorthin (Fig. 6). 

Dann ersetzen die Kräfte mAyA und mBys, sowie das Kraftpaar mjjj 

= msÖB mit dem Arme l die Beschleunigungsdrücke der Stange volls&idig. 

Wenn die Bewegung der Stange 
m^Y^ ^^® dauernde Drehung um ihren 

Endpunkt A ist (Kurbel)^ so wird 
Ya y^ =* 0> die Kraft m^yj entfallt 
In diesem Falle also genügt die An- 
bringung der Kraft mBys und des 
"b^ Momentes 

Von diesen beiden letzten Arten, die Masse der Stange zu ersetzen^ 
soll im folgenden ausschließlich Gebrauch gemacht werden. 

Die Ermittlung der Stabspannungen und Oelenkdrucke eines bewegten 

Getriebes. 

7. Das bewegte Getriebe ist ein Körper, der unter dem Einflasse 
seiner äußeren Kräfte imd seiner Trägheitskräfte (den entgegengesetzten 
der Beschleunigungsdrücke) im Gleichgewicht bleibt. 

Die äußeren Kräfte wollen wir uns ausschließlich in den Gelenken 
wirkend denken. Sollten Kräfte vorkommen, die in irgend einem 
Punkte C der Stange AB angreifen, so hindert nichts, C als Gelenk 
des dreieckigen Gliedes ABC zu behandeln. Auch die Gewichte der 
Glieder denken wir uns immer auf die Gelenke verteilt. Die Be- 
schleunigungsdrücke der einzelnen Glieder werden nach dem bisher 
Mitgeteilten ersetzt durch die Beschleunigungsdrücke der in die Gelenke 
verteilten Massen der Glieder. 

Da die in der Praxis verwendeten Getriebe meistens aus Gelenk- 
vierecken zusammengesetzt sind, soU an einem solchen in allgemeinster 
Art die graphische Ermittlung der Stabspannungen und Gelenkdrücke 
gezeigt werden. 
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Fig. 7. 



Es sei ABCD ein aus vier gelenkig yerbnndenen Stäben 1, 2^ 3, 4 
bestehendes Viereck, von dem kein Glied festgelegt ist (Fig. 7.) Der 
Oeschwindigkeits- nnd Be- 
schleunigongszustand dieses 
Oelenkyierecks sei als ge- 
geben vorausgesetzt. Fig. 7 a 
gibt den Geschwindigkeits- 
plan; er ist nach dem Ver- 
fahren Mohrs konstruiert. 
(VgL dessen Arbeit: Bei- 
trage zur Geometrie der 
Bewegung ebener Getriebe, 
diese Zeitschrift 49. Bd., 
S. 398.) Sein Zusammen- 
hang mit dem Bilde des 

Getriebes besteht darin, daß die Seiten des Geschwindigkeits- 
planes senkrecht stehen zu den entsprechenden des Getriebes, z. B. 
A'B'±AB, 

Der Geschwindigkeitspol wurde als unwesentlich fortgelassen; es 
bedeutet t?^ » ^'JB' die Geschwindigkeit des Punktes B bezüglich A 




Flg. 7«. 



Fig. 7 b. 





und v^^B'C die Geschwindigkeit des Punktes (7 bezüglich Ä Die 
Seiten des Geschwindigkeitsplanes bedeuten also die relativen Ge- 
schwindigkeiten der Gelenke gegeneinander. 

In Fig. 7 b wurde ebenfalls nach Mohr (a. a. 0. S. 405) der Be- 
schleunigungsplan des Gelenkviereckes gezeichnet. Q", der Pol des 
Beschleunigungsplanes wurde beliebig angenonmien; es sind dann 

rA-Q"A", YB-Q"B", rc-Q"C", rt> = Q"l>" 

die Beschleunigungen der vier Gelenke. 

Femer bedeutet A"B" die relative Beschleunigung von B gegen A] 

sie besteht aus der relativen Normalbeschleunigung ^"a = ~ = -j-^ 



1 
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mit der Bichtung von B nach Ä und der relativen Tangential- 
beschleunigong: 

worin l^ die Winkelbeschleunigung des Stabes AB (Glied 1) ist 

In gleicherweise bedeutet B"C" die relative Beschleunigung von 
C gegen B-^ sie besteht aus der relativen Normalbeschleunigimg 

B"b = 2* = -^n ^it d^r Bichtung von C nach B und der relativen 

Tangentialbeschleunigung 6C" = ijAj =» JBC • A,, worin X^ die Winkel- 
beschleunigung des Stabes BC (Glied 2) ist. 

Aus dem Beschleunigungsplan sind also die Winkelbeschleunigongen 
der vier Glieder in folgender Weise zu entnehmen: 

8. Um die Trägheitskräfte eines dieser Glieder zu bilden, hat man 
zuerst (nach 5) die Masse dieses Gliedes in die Gelenke zu verteilen 
z. B. fttr den Stab AB (Glied 1) in die Gelenke A und J?; diese Teile 
seien miAy Wib; die Trägheitskräfte dieser Massenpunkte sind 

TiA = — fniA* yAf TiB = — wiib • yn 

d. h. sie sind den Beschleunigungen y^j ya entgegengesetzt anzubringen. 
Da in jedes Gelenk die Massen aller angrenzenden Glieder zu ver- 
teilen sind, so besteht auch die Trägheitskraft jeder Gelenkmasse ans 
mehreren Teilen, die aber dieselbe Bichtung besitzen. So fillt z. B. 
in das Gelenk B die Masse miB des Gliedes 1 und die Masse nhs ^^ 
Gliedes 2; also ist die Trägheitskraft des Gelenkes B 

Tb =■ TiB + T^B = — (wiB + tn^ß) • ys- 

Sodann sind noch an allen Gliedern die Trägheitskräfte K derart 
anzubringen, daß sie den in Abschnitt 5 entwickelten Beschleunigongs- 
drücken iuaSa und i^bSb entgegengesetzt sind; ihr Moment ist alßo 

sein Drehungssinn stimmt mit jenem von A überein. Diese Kräfte K 
wirken am Ende jeder Stange des Viereckes und sind mit dem Stellen- 
zeiger des zugehörigen Gliedes bezeichnet worden; so z. B. wirken die 
beiden Kräfte K^ K^ in den Gelenken des Gliedes 1. Dir Drehungssinn 
stimmt mit jenem von k^ überein, der aus dem Beschleunigungsplan 
zu entnehmen ist; so ist z. B. die Tangentialbeschleunigung von B 
gegen A nach früher kj^ = aB'\ dreht also, wenn sie in B angesetzt 
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wird, um Ä gegen den Sinn des Uhrzeigers; in gleichem Sinne ist das 
Eraftpaar K^ K^ am Oliede 1 anzubringen. 

Die Tnlgheitskrafte des Eurbelvierecks bestehen also aus den vier 
Gelenkkraften T^, Tbj Tc, Tu und den vier Kraftpaaren K^l^^ K^hf 

K,h. K.h (Fig- 7)- 

9. Außerdem wirken in den Gelenken jedes Gliedes die äußeren 

Kräfte; sie sind übereinstimmend mit den Gelenken bezeichnet und 

tragen als Stellenzeiger die Ziffern des Stabes; so wirken z. B. in den 

Gelenken A und B des Stabes 1 die äußeren Kj^fte Ay^ und B^, 




10. Nachdem alle Trägheitskräfte und äußern Kräfte (zu denen 
auch die Gewichte der Stangen geftlgt werden können) angebracht sind, 
kann nun die Konstruktion des dynamischen Kraftplanes voi^enommen 
werden. Da alle Kräfte ein Gleichgewichtssystem bilden, muß der 
Kraftzug sich schließen, was in Fig. 8 ersichtlich gemacht wurde. 
Hierbei können die E^räfte K nach Belieben weggelassen werden, da 
sie ohne dies nur im Kraftpaar auftreten. 

Diese Kräftie K dürfen aber nicht weggelassen werden, wenn es 
sieb um die Ermittlung der Stabspannungen und der Gelenkdrücke 
handelt Zu diesem Zwecke wollen wir jedes Gelenk für sich auf sein 
Gleichgewicht prüfen. Um z. B. die Stabspannungen 1 und 4 zu finden, 
setzen wir sie ins Gleichgewicht mit den übrigen Kräften des Gelenkes Aj 
nämlich den äußeren Kräften A^A^ und den Trägheitskräften Ta, K^, Z^; 



284 Dynamische Eraftplftne. 

man ziehe also im Kraftplan durch I und lY die Parallelen zn 1 und 4; 
dann sind Ol und WO die gesuchten Stabspannungen. 

Dies führt zu folgendem Resultat: Zieht man durch die Punkte I 
n III lY des Kraftplanes die Parallelen zu den Stäben 1 2 3 4, so 
müssen sich diese Parallelen in einem Punkt treffen, der die Gröfie 
der Tier Stabspannungen bestimmt 

Um den Gelenkdruck z. B. fdr das Gelenk Ä zu bestimmen, be- 
denken wir, daß hier die äußere Kraft Ä^, die Trägheitskrafte Tia und 
K^ und endlich die Stabspannung 1 Gleichgewicht halten mit der äußeren 
Krafk A^, den Trägheitskraften Tu und K^ und der Stabspannung 4« 
sowohl die erste Oruppe von Kräften wie auch die zweite muß als 
Mittelkraft den Oelenkdruck Ga in. Ä ergeben, wie dies Fig. 8 deutlich 
zeigt. Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion der Gelenkdrücke: 
Man verbinde den Punkt mit den yier Teilungspunkten der Tragheits- 
kräfte TaTbTcTü] diese YerbindungsUnien sind bereits nach Gröfie 
und Richtung die vier Gelenkdrücke. Man kann dieses Ergebnis auch 
anders darstellen. Betrachten wir nicht das Gleichgewicht eines GelenkeS; 
sondern jenes einer Stange, z. B. der Stange 4. Die auf diese wirkenden 
Kräfte: die äußeren fiaufte Ä^ und D^, die Trägheitskrafte Taa ^^ 
TiD, sowie das E^raftpaar KJ^ halten Gleichgewicht mit den GelezLk- 
drücken Ga nnd &/), welche die benachbarten Glieder 1 und 3 ausüben; 
der Kraftzug dieser acht Kräfte muß sich also schließen; dabei köonen 
die Ej^fte K^ des Kraftpaares weggelassen werden, wie Fig. 8 lehrt 

11. Der bisher besprochene Kraftplan Fig. 8 liefert jedoch nicht 
die mrklichen Spannungen in den Slaben des Kurbelvierecks. Die 
wirklichen Spannungen werden von dem einen Ende des Stabes zum 
anderen wachsen oder abnehmen infolge des Einflusses des ivirUichen 
Beschleunigungsdruckes; der bisher benützte Kraftplan liefert in den 
Strecken Ol, OII, Olli, OIY nur eine Annäherung an die wahre 
Spannung der Stäbe; es ist dies eine Folge davon, daß die Massen der 
Stäbe nach dem Schwerpunktsgesetze auf die Enden derselben verteilt 
wurden, wodurch auch die Beschleunigsdrücke bez. Trägheitskrafte auf 
die Enden verteilt wurden. Zulässig erscheint dies nur fQr die normal 
zur Stabrichtung fallenden Teile dieser Kräfte; die in die Stabrichtong 
selbst fallenden Teile hingegen wachsen oder nehmen ab, je weiter der 
Querschnitt des Stabes vorschreitet und verändern hierdurch die SpaimuDg 
im Stabe. 

Man kann aber leicht zu den wirklichen Spannungen an den Enden 
jedes Stabes gelangen, wenn man den Kraftplan Fig. 8, der uns die 
Gelenkdrücke geliefert hat, in anderer Anordnung zeichnet. Dies ist 
in Fig. 9 geschehen. Hier sind die an demselben Gelenke wirkenden 
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äußeren Kräfte z. B. C^ und C, zusammengerückt , die Tragheitskräfte 
hingegen in ihre Teile aufgelöst und auseinandergerückt z. B. Tc in 



Flg. 9. 




seine Teile T^c und Tjc- Auf diese Weise rücken die Tragheitskräfte 
eines Gliedes z. B. T^c und Tsd zusammen und zwar an den Endpunkt 
von K^, so daß alle Tragheitskräfte eines Gliedes^ z. B. die Tragheits- 
kräfte TsCf TiD} + J^f — -Kj des 

Gliedes 3, in einem ununter- '"^ f*«. lo. 

brochenen Zuge erscheinen. Der 
größeren Deutlichkeit wegen wurde 
der zwischen Oll und Olli lie- 
gende Teil des Krafbplanes in 
Fig. 10 herausgezeichnet und die 
Zerlegung von T^c und T^c in ihre 
achsialen und transversalen Teile 

vorgenommen; die letzteren sind mit t3c und t^c bezeichnet. Der Kraftzug 
^89 Ucf C^, C^, tsc, ^ schneidet jetzt auf den Strahlen Olli und OII die 
wirklichen Stabspannungen S^c und S%c der Stabe 3 und 2 im Gelenke C ab. 
Im Eraftplan Fig. 9 wurde dies für alle acht Stabspannungen des 
Gelenkvierecks durchgeführt. Man entnimmt auch deutlich^ daß sich 
die Spannungen desselben Stabes an dessen Enden nur um die achsialen 
Teüe der Tragheitskräfte unterscheiden, so z. B. S^d und S^c um die 
Projektionen von T^d und T^c auf die Stabrichtung. 
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Dynamische Eraftpläne. 



Flg. 11. 



12. Der dynamische Kraftplan des GrelenkTierecks Tereinfacht sich 
wesentlich; wenn ein Glied desselben festgelegt und die Anzahl der 
äaSeren Kräfte vennindert wird. Da dieses bei den in der Anwendung 

vorkommenden Fallen mei- 
4^ stens zutriffty soll in Fig. 11 

und 12 dieser Kraftplan naher 
erörtert werden. 

Fig. 11 zeigt das Kurbel- 
Viereck von früher, jedoch 
mit festgelegtem Gliede 4; 
seine Gelenke Ä und D 
haben keine Beschleuni- 
gung, die Tragheitskrafte 
TjTx, und K^ sind NolL 
Wir wollen das Grelenk D 
verschiebbar annehmen; infolgedessen ist die äußere Kraft D^ (Wider- 
stand des Auflagers) normal zur Unterlage; hingen ist die Richtung 
des Widerstandes A^ noch unbestimmt. Von den übrigen äußeren 
Kräften wollen wir nur die treibende Kraft B^ der Kurbel 1, normal 
zu ÄB^ und den Widerstand Cj der Kurbel 3, normal zu CD, als 
vorhanden annehmen. Die Trägheitskräfte Tb und Tc der in die Ge- 
lenke B und C verteilten Massen werden wie früher ermittelt, ebenso 
die Trägheitskräfte K^K^K^, 

Fig. IIa und IIb zeigen den Geschwindigkeits- und Beschleunigungs- 
plan dieses Gelenkvierecks; sie wurden wieder nach dem Mohrschen 




Fig. IIa. 




^'P 



Fig. IIb. 




Verfahren entwickelt. Im Geschwindigkeitsplan fallen jetzt Ä' und JD' 
mit dem Geschwindigkeitspol zusammen, da die Geschwindigkeiten der 
Punkte Ä imd D Null sind; im Beschleunigungsplan feilen ebenso Ä" 
und D" mit dem Beschleunigungspol Q" zusammen, da die Be- 
schleunigungen der Punkte Ä und D Null sind. 

Der dynamische Kraftplan Fig. 12 wurde wie jener in Fig. 9 eni- 
wickelt; nur fallen die äußeren Kräfte Ä^B^C^D^ und die Trägheits- 
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krafte TaTdK^ fort. Mit Hilfe des Kraftzuges K^T^cC^TtcK^ erhielt 
man die Pnnkte III nnd 11; die Parallelen zu den Stäben 3 und 2 
lieferten den Punkt 0; die Parallele zum Stabe 4 durch die 
Spannung S^ und die Auflagerdrücke D^y A^. 

Die strichpunktierten, von ausgehenden Linien geben die Gelenk- 
drücke GaGbGcGdi während die vollen, von ausgehenden Linien 



Flg. 11 




die Stabspannungen bedeuten, und zwar liegen in jeder Linie zwei 
Stabspannungen, entsprechend den beiden Enden jedes Stabes. So sind 
z. B. OSic und OS^D die Spannungen des Stabes 3 an den Oelenken C 
und D. Der in Buhe befindliche Stab 4 hingegen hat an beiden Enden 
die Spannung OS^. 



Anfrage. 

V. B., B. Auf welcher deutschen öffentlichen Bibliothek findet man die 
Tafeln der natürlichen Logarithmen von Z. Dase, Wien 1850? 
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und Potentialbiidung bei minimalen 
Jonenkonzentrationen. Z.E. 10. 607. 

2869. 0. Nagel. Structnre and tension. 
E.I. 2. 97. 

2870. E. Bloch. L^ionisation par le 
phosphore et par les actions chimiqaes. 

I J.P. (4) 8 918. 

2871. G. W. van Dijk. Determination 
de r^quivaleut ^lectrocfaimique de Tar- 
gent. A.N. (2) 9. 442. 

2872. F. Hoher. Eine Bemerkung 
über die Amalgampotentiale und über 
die Einatomigkeit in Hg gelöster Me- 
talle. Z.P.C. 41. 399. 

I 2878. G. Preuner. Über die Disso- 
ziationskonstante des Wassers und die 

I elektromotorische Kraft der Knallgas- 
kette. Z.P.C. 42. 60. 

I 2874. H. E. Medway. Material und 

. Form der rotierenden Kathode. Z.A.C. 
42. 110; 114. 

Siebe auch 8151. 

Elektrolyse. 

I 2875. C. Fredenhagen. Gnmdlagcn 

I einer allgemeinen Theorie der elektro- 

I Ijtischen Lösungstensionen eiszelner 

I Stoffe gegen beliebige Ldsungsmittel. 

Z.E. 11. 496. 

2Z1^. C. Fredenhagen. Entwurf einer 

I allgemeinen Theorie elektrolyti^cher 

Lösungskonstanten und Spannungfrei- 

hen, sowie der Löslichkeit und Öisbö- 

ziation von Säuren und Basen. A.Pi'- 

I (4) 17. 285. 

I 2877. L. KaMenberg. Recent in- 

, vestigations bearing on the theoiy of 

' electrolytic dissociation. T.F.S. 1- *^' 

2878. JB. Metces. Einige Bemerkungen 

über den 2. Hauptsatz mit besonderer 

Berücksichtigung seiner Beziehung^ 

zur Theorie der Elektrolyse. E-C-^ 

12. 74. 
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3879« TT. Moldenhauer, Beziehungen 
zwiBchen elektroljtischen Vorgängen 
und der Elektrodentemperatur. Z.£. 
11. S07. 

2880. A. Brächet et J. Petü. Con- 
tribution ä> l'^tude de T^ectrolyse par 
courant altematif. A.C.P. (8) 3. 483; 
5. 387. 

^Sl.A.Brodt€t ei J.Petit Elektrolyse 
mit WechselBtrora. Z.E. 11. 102. 

2S82. A. Brocket et J. Petit. Beitrage 
zu unsem Kenntniflaen über die Elektro- 
lyse mit Wechselströmen. Z.E. 10. 909; 
11. 445. 

3888. N. N. Der Einfluß der Strom- 
dichte auf Wechselstromelektrolyse. E. 
Z. 11. 149. 

3884. T. Godletcaki. Sur la dissociation 
des ^ectrolytes dans les Solutions alcoo- 
liques. J.C.P. 3. 393. 

3885. L. KahUnberg, Recent investi- 
gations bearing on the theory of electro- 
lytic dissociation. P.M. (6) 9. 214. 

3886. (7. Liebenow. Zur Frage der 
Dissoziation der Elektrolyte. Z.E.11.301. 

2387. B. Drucker. Die Dissoziations- 
Terhältnisse temärer Elektrolyte. Z.E. 
11. 211. — G. Kümtnel 341.. 

3888. W. Biemacki. Zwierciadelka 
zelazne otrzymane przcz rozpylanie jselaza 
pr^em. (Über die Eisenspiegel, welche 
bei der galvanischen Zerstäubung des 
Eisens entstehen.) T.W. 16. 133. 

3889. S. JB. Cook. On the theory of 
the electrolytic rectifier. P.R 20. 812. 

3890. W. Nemst und F. von Lerdi. 
Über die Verwendung des elektrolytischen 
Detektors in der Brückenkombination. 
N.6.G. 1904. 166. 

3891. y. 0«oAa. On the equilibrium 
of the electrolytic dissociation of parti- 
allv neutralised acids and bases. M. G. 
K."l. 103. 

3892. A. Nodon. Recherches expäri- 
mentales sur les clapets ^lectrolytiques. 
A.T. (2) 6. 146. 

Siehe auch 632; 1491; 1620; 2337; 2338; 
2680; 3101; 3219. 

MathematlBche Biologrie« 

3898. J. J, Desehamps. Principes de 
la biologie rationelle. S.P. (9) 4. 127. 

3894. C Henry. Sur une m^thode de 
d^mposition des ensembles statistiques 
complexes en ensembles irräducibles. C. 
R. 139. 1033. 

3895. C. Henry et L. Bastian. Sur 
la croissance de Thomme et sur la 
croissance des Stres vivants en g^n^ral. 
CR. 139. 811. 



3896. M, Stefanouska. Sur la loi de 
Variation de poids du pencillium glaucum 
en fonction de Tage. CR. 139. 879. 

tfathematische Physiologie. 

2897. /. Joteyko. Sur les modifications 
des constantes ergographiques dans les 
diverses conditions expärimentales. C 
R. 138. 1292. 

3898. C. Henry. Sur les lois des 
travauz dits statiques du muscle. CR. 

138. 1731. 

2899. C. Henry. Sur la mesure de 
r^nergie disponible par un dynamom^tre 
totaliseur enrägistreur. CR. 140. 809. 

2400. K. N. Sur la mesure et sur les 
lois des variations de T^nergie disponible 
ä Tergo^phe suivant la fr^quence des 
contractions et le poids soulev^ CR. 

139. 876. 

Siehe auch 908; 2565; 3868. 

Mathematische Botanik. 

Siehe 86; 89. 

Technische Mechanilu 

2401. A. Sommerfeld. The scientific 
methods and aims of modern applied 
mechanics. M.6,S. 3. 26. 

2402. a A. Waldo. The relaüon of 
mathematics to engineering. N. 69. 600. 

2408. P. Foumel. Procäd^ de tractions 
des fils m^talliques. J.P. (4) 4. 26. 
Siehe auch 2727; 2747; 2794; 2813; 
2814; 3566; 3688. 

Stäbe. 

Siehe 2901; 2902; 3707; 3736. 

Balken. 

2404. M. Greco. Sul calcolo della 
sezione e delle armature di una trave 
in cemento armato sottoposta a flessione 
retta semplice. A.A.T. 40. 395; 507. 

2405. Leri. Travi soggette a flessione 
semplice. R.A.G. 1904. Mai. 

Siehe auch 2823; 2824; 2826; 2834; 

2889; 2843; 2855; 2885; 2907; 3282; 

3299; 3305; 3326; 3750; 3753. 

Träger. 

2406. A. Khemdl Beiträge zur gra- 
phischen Theorie der Gelenkträger mit 
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statisch nnbestiininten Anf lagerdrücken. 1 
(ung.) M.T.E. 22. 61. ] 

Siehe auch 2820; 2846; 2850; 2861; 
2881; 2882; 2890; 2894; 2897; 2908; 
3267; 8304; 8842; 8694; 8696; 3704; 
3709; 3737; 3747; 3752; 3755; 3758. 

Bogentrftger. 

2407. J. Solin. Neue Konstruktion 
der Kämpferdmcklinie eines vollwan- 
digen Bogenträgers mit 2 Gelenken 
(tschech.). M.A.T.P. 1903. Nr. 3. 
Siehe auch 2887; 2838; 3738; 3739; 3749. 



Bogen und Oew51be. 

2408. Plgeaud. Sur le calcul des 
arcs encastri^s. CR. 140. 774. 

2409. Belzecki, Sur requilibre d'^las- 
ticitä des voütes en arc de cercle. G. 
R. 140. 1060. 

Siehe auch 840; 2819; 2830; 2872; 2879 
2888; 2892; 3268; 3284; 3294; 3302 
3477; 3683; 3684; 3689; 3702; 3724 
3728; 3731; 3732; 3735; 3740; 3744. 

Erdball. 

Siehe 3483. 

Festnngsban. 

Siehe 2822. 

Tunnelbau. 

Siehe 2674; 3234; 3256; 3295. 

Straßenbau. 

2410. Gamann. Berechnung der Licht- 
weite eines Straßendurchlasses. R.T. 
1904. 168. 

Siehe auch 2139; 2768; 2821; 3255; 3348. 

Brflckenbau. 

2411. Considh'e. Calcul des ponts en 
arc et des ponts suspendus. C. R. 140. 202. 
Siehe auch 2827; 2847; 2864; 28(35 
2891; 2900; 2908; 2909; 3249; 3296 
3804; 3458; 3682; 3686; 3687; 8690 
3700; 3701; 3712; 3719; 3720; 3722 

3726; 3754. 

Baustatlk. 

2412. A. G. M. Mitchell The limits 
of economy of material in frame-struc- 
tures. P.M. (6) 8. 580. 



2418. de Montemes de BdOore. Lui 
de construire dans les pays k tiemble- 
ments de terre. B.G. 7. 137. 
Siehe auch 834; 845; 2833; 2866; 2896; 
3258; 8307; 3328; 3489; 3714; 3717. 

Baumaterialien. 

2414. A, T. Piearro. Aigamax&a, 
MorteroB 6 mezclas. M.7R.M. 19. 289. 
Siehe auch 2844; 2862; 2913; 3352; 
3270; 3271; 3275; 3276; 3278; 3291: 
3300; 3306; 8313; 3339; 3340; 3836. 

Fahrzeuge. 

2415. G. Marie. Oscillation des Tebi- 
cules de chemin de fer sur leurs ressorte 
de Suspension. CR. 140. 637. 

2410. G. Marie. Oscillations des Tehi- 
cules de chemin de fer ä Tentn^ en 
courbe et ä la sortie. CR. 140. 1222. 

2417. G. Marie. Oscillations des 
locomotives sous Taction de diverses 
forces perturbatrices. CR. 140. 1435. 

2418. F. KöUer. Die Kreiselwirknng 
der Räderpaare bei regelmäßiger Be- 
wegung des Wagens in kreisförmigen 
Bahnen. S.M.B. 1904. 36. 

2419. A. Petol Sur le mode de 
fonctionnement du diffärentiel des auto- 
mobiles. CR. 140. 497. 

Siehe auch 2706; 2713; 2752; 2779; 3215. 

Fahrrad. 

2420. 0. E. Glenn. Motion of » 
bicy cle on a helix track. P. I. A. 8. 1902. 75. 

Eisenbalinweaen. 

2421. P. Appeü. Machine a d^ter- 
miner les balourds. J.E.P. (2) 9. 151. 
Siehe auch 2415; 2416; 2657; 2674; 
2686; 2696; 2700; 2703; 2707; 2720; 
2725; 2729; 2742—45; 2749; 2754; 2766; 
2775; 2776; 2781—83; 2789; 2811; 2886; 
2876; 3488; 3671; 3676; 3678; 873Ü; 

3746; 3751. 

Lokomotiyen. 

Siehe 2417; 2691; 2696; 2704; 2708; 

2716—19; 2724; 2731; 2732; 2784; 2761; 

2769; 2790; 2802; 2858; 3251; 3681; 

3790; 3794; 3884—86; 3906. 

Maschinenlehre. 

2422. A. Emch. Theory of Compound 
curves in field engineering. C C S. 2. 135. 
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2428. F, J. Va€8. Krukbeweging. 
N.A.W. (2) 6. 387. 

2424« M, Briüauin. Ind^termination 
de la triqectoire limite des plsnenrs 
rigides. C.B. 140. 570. 

2425. L. lUmer. A proposed xnodi- 
fication of the perfect heat-engine for- 
mula. J.F.I. 158. 367. 

2426. E. Meyer. Die Bedeutung der 
Verbrennungskraftinaschinen ffli die Er- 
zeugang motorischer Kraft. D.Y.N. 76. 
A. 54. 

Siehe auch 1246; 2844; 2477; 2618 
2619; 2687; 2699; 2702; 2715; 2722 
2738; 2771; 2778; 2810; 2812; 2815—17 
3274; 3564; 3590; 3795; 3796; 8804 
3806; 3817; 8842; 3869; 3879; 8904. 

Masehinenelemeiite. 

Siehe 2688; 2698; 2701; 2709; 2723 

2736; 2758; 2758b; 2760; 2770; 2772 

2780; 2788; 2792; 2807; 2808; 2825 

2848; 8524; 3565. 



Dampfkessel. 

ii21. P.Fuchs. DerWärmeüberffang 
xmd seine Verschiedenheiten innernalb 
einer Dampfkesselheizfläche. M.F.I.22.59. 

2428. X. Lecomu. Snr les explosions 
des chandiäres. C.B. 189. 724. 

Siehe auch 2528; 3281; 8285; 3843—45; 
3789; 8821; 3828; 3837; 3902; 8903. 

Dampfinagehineii. 

2429. F. GratioU. Delle macchine 
a vapore Compound. R.F.M. 51. 213. 
Siehe auch 2609; 2615; 2680; 2631 
2644; 2726; 2869; 8U35; 3061; 3277 
3441; 8787; 8792; 8793; 3802; 8827 
3840; 3842; 3856; 8858; 8859; 3861 

8866; 3881; 3882; 3900; 3901. 

Schiffsmasehinen. 

Siehe 2682; 3390; 3429; 3431 ; 8482; 3478. 

Stenemiigeii. 

Siehe 2788; 3825. 

Indikatoren. 

Siehe 2761; 2795; 8570; 3880. 

Begulatoren. 

Siehe 2712 ; 2740 ; 2767 ; 8008 ; 3059 ; 3140. 



Gasmaschinen. 

2480. K. Sehreber. Zur Theorie der 
Turbinengasmaschinen. Z.6.T. 1. 177. 

Siehe auch 2608; 2635—88; 2645; 2759; 

2763; 3515; 8791; 3830; 3842; 3870; 

8893; 3901. 

Hydraulik. 

2481. E. Fontaneau. Pr^liminaires 
dliydraulique. A.F. 1908. 32; 1004. 1. 

2482. A. Ciappi. Utilizacion de las 
fnerzas hidr&ulicas. A.S.A. 57. 203. 

2488. if. Bellet. Nouveau mode 
d*application du tube de Pitot-Darcj ä 
la mesure de la vitesse des conduites 
d'eau Bous pression. CR. 140. 1531. 

2484. E. MaiJkt. Sur les mouvements 
d'une nappe souterraine, particuli^rement 
dans les souterrains permeables, spon- 
gieux et fissur^s. S.M. 88. 2. 

2485. Lauda. Der normal- und schief- 
gestellte hydrometrisohe Flügel. Ö.W. 
O.B. 1908. 598; 615. 

2486. E. MaiUet. Sur la vidange 
des syst^mes de reservoirs. CR. 140. 712. 
Siehe auch 1426; 3365; 8867; 8405; 3412 
—14; 3439; 3449; 3460; 3467; 3468; 8865. 

Hydraolisclie Presse. 
Siehe 3484. 

Hydraulische Hebemaschine. 

Siehe 3407; 3410; 3466. 

Wassermotoren. 

Siehe 8371; 3450. 

Hydranlisehe Sclineeke« 

Siehe 508. 

Wasserleitung. 

Siehe 3419; 3426; 8536. 

Wasserbau. 

2487. C. Wauters. El dique de em- 
balse del Cadillal. A.S.A. 57. 49; 113; 
241; 305. 

Siehe auch 2912; 3279; 8288; 3362; 3375 

8382; 3883; 3387; 3398; 3407; 3414 

3420; 8425; 3480; 3487; 3444; 8458 

3463; 3464; 3471. 

Wehre. 

Siehe 8416; 8452. 
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Wagserrider. 

Siehe 8396; 8897; 8400. 

Tarblnen« 

2488. /. Benetti. Teoria fondamen- 
tale delle turbine idraoliche. M.I.B. (6) 
10. 149. 

2489« /. Benetti. Alcune nuove equa- 
zioni per la ieoria generale delle tarbine 
idrauliche motrici od operatrici. M.I.B. 
(6) 10. 479; B.I.B. (2) 7. 126. 

2440. J. Benetti. I principi scientifici 
per le turbine a vapore. M.LB. (6) 1 
179; R.I.B. (2) 8. 76. 

2441. H.Lorenz. DieWaBsentrömong 
in rotierenden Kanülen. P.Z. 6. 82; 206. 
Siehe auch 699; 2608; 2609; 2612; 2616; 
2630; 2681; 2636—38; 2644; 2646; 2689; 
2764; 8861; 8868; 3874; 3878; 3884; 
8441; 3442; 3457; 3470; 3787; 8792; 
8793; 3827; 3840; 3856; 3859, 3881; 8882. 

Kanalbaa. 

Siehe 3391; 8408; 3416; 8424; 8453; 3469. 

Schiffsbaa. 

Siehe 2793; 2829; 2898; 8267; 3824; 
8337; 3366; 3409; 3443; 3461; 8462; 3584. 

Sehiffsbewegang. 

2442. L. E. Berton Position d'^ui- 
libre des navires snr la houle. S.N.C. 
(4) 1. 1. 

2449« G. Ä. Crocco. Su un modo di 
ottenere la verticale a bordo delle navi. 
N.C.P. (6) 9. 224. 

2444. Fournier. Resistance de Tean 
ä la translation des navires. Carenes 
de moindre räsistances. CR. 140. 48. 

2445. E. Bertin. Sur la giration des 
navires. CR. 140. 337. 

2446. Fournier. Crit^rium des navires 
ä grandes vitesses. CR. 189. 964. 
Siehe auch 607; 2765; 2756; 3266; 3373; 
8382; 3385; 3390; 3399; 3429; 3483; 

3485; 3451; 8465; 8472. 

Pumpen. 

Siehe 2606; 2695; 8369; 8870; 8894; 3417. 

Yentilatioii. 

Siehe 2626; 2627; 2639; 2646; 3876. 

Luftsehiffahrt. 

2447. G. A. Orocco. Sur la stabilit^ 
des dirigeables. CR. 139. 1195. 



2448. G. Ä. Croceo. Sulla sUbUiU 
dei dirigibiü. R.A.L.R. 18 B. 427. 

2449. C. Benard. Ballons dirigeables 
Stabilit^ longitudinale. CR. 139. 1S3. 

2450. L. Torres. Sur la stabilit« 
longitudinale des ballons dirigeabieä. 
CR. 140. 1019. 

2451. P. Renard. Sur la mesare io- 
directe, de la Titesse propre des narires 
a^riens. CR. 189. 358. 

2452. C. Renard, Sur la vitesse cri- 
tique des ballons dirigeables. CR. 138 
1406. 

2458. C. Renard. Sur rempennage 
des carenes des ballons dirigeables. C. R. 
188. 1576. 

2454. E. Taffoureau. Sur led hdices 
sustentatrices. CR. 189. 866. 

2455. C. Renard. Sur un nouTeao 
mode de construction des h^ces a^rieones. 
CR. 139. 721. 

Siehe auch 290; 662; 665; 669; 2044; 
2617; 2661; 2664; 2805. 

Beleuehhing. 

Siehe 3607; 8609; 8615; 3629; S650; 
8650; 3061; 3867. 

Photographie. 

2456. J. Thovert. Sur la profondcur 
de champ et de foyer des objectiTee 
photographiques. C R. 189. 600. 

2467. /. Piecht und E. Stenger. Unter- 
suchungen über die Grundlagen der Drei- 
farbenphotographie. P.Z. 6. 829. 

Siehe auch 1066; 1092; 2669; 3621 

Spektralanalyse. 

2^bS. R. Ä. Hou^toun. Some spectro- 
scopic notes. P. M. (6) 7. 466. 

2469. P. M. Corbino. Süll' osservarione 
spettroscopica della luce di intensiU 
periodicamente variabile. R.A.L.R. (5) 
14 A. 332. 

2460. J. Barnes. On the analjsis 
of bright spectrum lines. P. M. (6) 7. 485. 

2461. /. E. Lüienfeld. Über eine all- 

Semeine und hervorragend empfindliche 
[ethode zur spektralen qualitativen 
Elementaranalyse von Qasgemiachen. 
A.P.L. (4) 16. 931. 
Siehe auch 1048; 1066; 1172; 1178; 1176. 

Ueixiuig. 

Siehe 3464; 3814; 8828; 8862; 8867; 
8871; 3874; 3876; 3890. 
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Beleaehtang. 

2462. M, F. Aharez, Eatudio sobre 
luces 7 yistas en las habitaciones y al- 
iora de Odtas en calles y patios. M.j 
R.M. 20. 291. 

Eiektroteehnik. 

Siehe 2711; 2737; 8068; 3137; 8194; 
3562; 3605; 8889. 

Elektrisehe Leitungen. 

Siehe 2917; 2938; 2981; 2982; 2984 

2997; 2998; 3005; 3022; 3061; 3067 

3081; 3083; 3107—10; 3158; 3167; 3186 

3188; 3189; 8207; 3218; 3599. 

Elektrische Kraftilberiiragiingen. 

Siehe 2758 a; 3040; 3058; 8059; 3091. 

Elektrisehe Eisenbahnen. 

Siehe 2798; 2800; 2934; 2965; 2985; 
2994; 8093; 3108; 3182; 3210. 

Dynamomaschinen. 

246S. Caldarera, Generatrici asincrone 
B.A.G. 1903. Dez. 

2464. Steinmann. Determination ra- 
pide de la force Aectromotrice et de 
la räsistance ^lectrique d'un g^n^rateur 
^lectriqne. V.S.N.G. 87. 76. 

2465. 2>. J, PuJjuj. Knigova diagrama 
generatoriv dlja pereminiich prudiv. (Über 
dag Kreiadiagramm der Wechaeldtrom- 
generatoren.) R.S.M. 10. No. 2. 

Siehe auch 2690; 2784; 2799; 2842; 2875 
2926; 2927; 2935; 2943; 2956; 2958 
2959; 2961; 2966; 2972; 2976; 2999 
3012; 3029; 8035; 3036; 8039; 3075 
3088; 3094; 3096; 8097; 3111; 8117 
3121; 3122; 3140; 3148; 3150; 3160 
3162; 3169; 3178; 3200; 3202;«212; 3220. 

Elektromotore. 

2466. /. K. Sumec. Per einphasige 
Induktionsmotor. A.Gr. (8) 8. 306. 
Siehe auch 2693; 2695; 2697; 2705; 2748; 
2751; 2804; 2916; 2928; 2936; 2941; 
2942; 2945—47; 2949; 2950; 2955; 2968; 
2979; 2986; 2995; 8009; 3011; 3022— 
24; 3080—32; 8069—75; 8078; 8100; 
3113-16; 3118; 3129—33, 3140; 3154; 
8155; 3159; 3190—93; 3199; 8204; 3214; 

3221; 3545; 3546; 3551; 3677. 



Elektrische Beleuchtung 

2467. W. Voege. Untersuchungen über 
die Strahlungseigenschatl der neueren 
Glühlampen. J.H.W.A. 21. 

Siehe auch 1410; 1411; 2521; 3087; 
3157; 3608; 8618; 8646. 

Telephon. 

2468. S. Petera, Pupinova telefoni. 
(Ül>er Pupins Telephonie.) C. 34. 301. 
Siehe auch 1525; 1625; 1627; 2914; 2974; 

2975; 2978; 3028; 3205; 3222; 3245. 

Telegraphenwesen. 

Siehe 3062, 

Drahtlose Telegraphie. 

2469. /. Zenneck. Theorie und Praxis 
in der drahtlosen Telegraphie. P.Z. 5. 
586; 6. 196. — E. F. Hnth 878. 

2470. F. Pietsch. systämech tele- 
grafie bez drätu pfed Marcouim. (Über 
Systeme drahtloser Telegraphie nach 
Marconi.) C. 34. 72. 

2471. G. Seibt. über den Zusammen- 
hang zwischen dem direkt und dem in- 
duktiv gekoppelten Sendersystem für 
drahtlose Telegraphie. P.Z. 5. 452; 627. 
— /. Zenneck 575; 811. 

2472. r. Mieuno. On the Filings 
coherer and wireless telegraphy M. G. K. 
1. 28. 

Siehe auch 1565; 2921; 2993; 3006; 

8063—65; 3079; 3146; 3176; 3177; 3179; 

3180: 3223; 3224. 

Kabel. 

2478. Devaux-Charbonnel. La capacite 
des longs cäbles sousmarins. S.F.P. 
Nr. 225. 9. 

Siehe auch 2918—20; 2948; 2973; 3000; 
3001; 3004; 3041-43; 3045; 3056; 3057; 
3081; 3084; 3142; 8197; 3211 ; 3217; 3290. 

Technologie. 

2474. T. Oliver. The diameters of 
twisted threads with an account of the 
history of the mathematical setting ot 
cloths. P.R.S.E. 25 481. 

Siehe auch 2663; 2710; 2714; 2735; 
2774; 2803; 2809; 3847; 3516; 3565. 

Instrumentenknnde. 

2475. G. Millochau. Sur un nouvcau 
Systeme de micromätre. CR. 189. 590. 
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2476. G. MiUochau, Sur an nouveau 
micromätre. Historique de la queation. 
CR. 139. 665. 

2477« C. Benard. Sur an noavel 
appareil destinä ä la mesure de la pois- 
eance des moteors. CR. 138. 1083. 
Siehe aach 342; 348; 403; 404; 440; 
597; 672; 2694; 2728; 2780; 2767; 2785; 
2797; 2804; 2987; 8568; 3574; 3762. 



Fallmascliiiie. 

2478. Gieseler. Apparat zor Messang 
der Fallzeit eines freifallenden Körpers. 
S.N.G.B. 1904. 38. 



Physikalische Instrumente« 

2479. GieseUr. Apparat, zur Be- 
stimmung des mechanischen Äquivalents 
der Wärme. S. N. G. B. 1 904. 49. 

2480. G, P. Grimäldi e A. Aecolla. 
Sopra un apparecchio per la misura di 

Eiccoli allungamenti. Ä.CP. (2) 7. 222; 
l.G.C 80. 32. 

2481. C. H. Brinkman, De bepaling 
van den drak met een gesloten luch^ 
manometer. CA.A. 12. 758. 

2482. Ä. E. H. Tutton, Das Elas- 
mometer, ein neuer Interferenz-Elastizi- 
tatsapparat. Z.K.M. 39. 321. 

2488. E. F. Coker. A laboratory 
apparatas for applying bending and 
torsional moments simultaneously. T. C 
R.S. (2) 9. 59. 

Siehe auch 737; 3864. 



Wagen. 

2484. V. Crimieu. Sensibilitä de la 
balance azimutale. CR. 138. 1090. 

2485. P. Johanneson. Eine Radwage 
als schiefe Ebene. V.D.P.G. 7. 43. 

Siehe auch 209; 3759. 

Wellemnaschinen. 

2486. F. J. Hillig. Ein neuer sehr 
einfacher Wellenapparat. Z.P. 17. 329 

2487. A. Boltzmann. Apparate von 
L. Boltzmann zur Demonstration stehen- 
der und interferierender Wellen. S.A.W. 
113. 1509. 

2488. W. Schmidt. Vorführung eines 
Apparats zur Demonstration stehender 
und interferierender WeUen. V.D.P.G. 
6. 249; D.V.N. 76 B. 39. 

2489. F. Ernecke. Ein Wellenapparat 
zur Demonstration der Ätherschwingun- 
gen im polarisierten Licht. Z.P. 18. 126. 



Akastisehe Instrameiite. 

2490. G. Laudet et L. Gaumont. Sor 
un m^gaphone. CR. 141. 319. 

Siehe auch 950; 957; 958. 

Optische Instnunente. 

2491. F. Koerber. Die Entwicklung 
der achromatischen optischen Systeme. 
N.W. (2) 3. 72. 

2492. A. Turpain. Sur une m^thode 
propre ä T^tade d*un ph^nom^ne lumi- 
neux d'intensit^ variable avec le temps. 
Application ä la d^termination de 1a 
vitesse instantan^e d'un miroir toumant 
et a r^tude de Tdtincelle de Hertz. CR. 
141. 422. 

2498. E. B. V. Nardroff. A new 
interferometer method for measuring 
the refractive index of a transpat«nt 
plate. A.A.N.Y. 15. 184. 

2494. W. Stahlberg, über den Zeiß- 
sehen Veranten und die Möglichkeit des 
R&amlichsehens mit einem Auge. Z.P. 
17. 270. 

2495. jP. Kuchareetcski. Das Diopter 
des Heron und der Versuch seiner Re- 
konstruktion (poln.). W.M. 8. 63. 

2496. T. Thorp. Solar eyepiece. E.M. 
W. 77. 372. 

Siehe auch 664; 981; 996; 1003-05; 
1013; 1034; 2456; 3603; 8617; 3619; 
3624; 3631; 3635; 3641—43; 3647; 3653. 

Stereoskop. 

2497. J. Jastrow. An overlooked fonn 
of stereoscope. S. (2) 20. 683. 

2498. /. Jastrow. A new form of 
stereoscope. S. (2) 21. 068. 

2499. G. Jager. Stereoskopische Ver- 
suche. S.A.W\ 113. 1353. 

2600. A. Scheu. Das üniversalsteiw- 
skop. S.A.W. 112; 949; 113. 1009. 

2601. X. Pigeon. Sur un at^reoscope 
di^dre ä grand champ a miroir bissecteur. 
CR. 141. 247. 

2602. \V. Scheffer. Über Beziehungen 
zwischen stereoskopischen Aufnahme- 
und Beobachtungsapparaten. P. Z. 5. 663. 

2608. A. Scheu. Konstruktion und 
Betrachtung stereoskopischer Halbbilder. 
S.A.W. 112. 1595. 

2604. P. Helbronner. Sur la tfl^o- 
st^r^oscope. CR. 139. 967. 
Siehe auch 281; 980; 1180; 2494; 3673. 

Mikroskop. 
2606. N. N. Theories of the resolring 
power of a microscope. N. 69. 497. 
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2506. Ä. Gleichen, Die Ver^ßerung 
des Mikroskops unter Berücksichtigong 
der Refiraktion und Akkomodation des 
Auges. D.M. 12. 136; 147. 

3507. E. T. Glazebrook, Note on the 
diffraction theorj of the microscope as 
applied to the case when the object is 
in motion. P.P.S.L. 19. 167. 

2508. H. Ludendorff, Über optische 
Distorsion in Meßmikroskopen. A.Y.K. 
166. 161. 

2509. H. C. Plummer. Note on the 
optical distortion of the microscope 
on the Oxford machines for measuring 
astronomical photographes. M.N.A.S. 
64. 640. 

Siehe auch 1018; 3622; 8637; 3649. 

Spektroskop. 

2510. A. Schuster. The optica of the 
spectroscope. A.J.G. 21. 197. 

2511. L. FryU. Optisk kontaktmellem 
et mikroskop og en spejlende flade. I. 
ß.ACo. 1906. 17. 

Siehe auch 2666; 3618; 3627; 3628. 

Thermometer. 

2512. F. Burckhardt Zur Geschichte 
des Thermometern. V.N.B. 16. 1. 

2518. M. ff. Pdlomaa. Über einen 
neuen Eontaktthermometer. B.F.F.44. 189. 

2514. J. A. Groehans. Absoluter Null- 
punkt des hundertteiligen Thermometers. 
Z.P.C. 42. 626, 

2515. L. Marc/iis. Sur le d^placement 
du zäro des thermom^tres. M.S.B. (6) 
3. 217. 

2516. J. Maurer. Experimentelle 
Untersuchungen über das Verhalten des 
Trägheitskoeffizienten der ventilierten 
Thermometer unter variablem Druck 
des aspirierenden Mediums. M. Z. 21. 489 ; 
B.P.A. 1. 66. 

2517. C. Firy. Thermom^tre int^- 
grateur. CR. 140. 367. 

2518. ff. Edwards. A manometer 
device for air thermometers. P.A.Bo. 
40. 641. 

251 9. C. TT. Waidner and L. A. Fischer. 
The testing of clinical thermometers. 
B.B.S.W. 1. 276. 

Siehe auch 2683; 3863. 

Pyrometer. 

2520. C. TT. Waidner and G. K. Bür- 
gers. Optical pyrometry. B.B.S.W. 1.189. 

Siehe auch 3822; 3873. 



Elektrische Instrumente. 

2521. G. W. Pierce. Über die Cooper- 
Hewittsche Hg-Bogenlampe als Funken- 
strecke. P.Z. 6. 426. 

2522. J. Novi. ün nuovo apparecchio 
che segna le frazioni di secondo fino al 
centesimo e i multipli fino al terzo se- 
condo e contemporaneamente permette 
di regolare a volontä la durata di un 
contatto elettrico. M.I.B. (5) 9. 467. 

2528. B. Weher. Appareil montrant 
les modifications du courant altematif. 
B.S.V. 30. 368. 

2524. K. B. Johnson. Sur un inte- 
rupteur ä vapeur. CR. 139. 477. 

2525. M. Dieckmann Über den 
Schlömilch- Wellendetektor. P.Z. 6.629. 

2526. F. ffodson. Resonanzversuche 
über das Verhalten eines einfachen 
Koherers. A.P.L. (4) 14. 973. 

Siehe auch 1613; 1668; 2924; 2940; 
3046; 3102; 3104; 3216; 3226. 

Elektrisiermaschinen. 

2527. W. HoUz. Meine erste Influenz- 
maschine und eine ähnliche Vorlesungs- 
maschine zur Erläuterung der Theorie. 
Z.P. 18. 140. 

2528. F. Schaffers. Nouvelle th^orie 
des machines ä influence. A.S.B. 29B. 1. 

Siehe auch 1436; 1647. 

Geißlersche Röhren. 

2529. E. Biecke. Über Evakuation 
Geißlerscher Röhren durch den elektri- 
schen Strom. A.P.L. (4) 16. 1003. 

2580. E. Biecke. Untersuchungen 
Aber Entlad ungserscheinungen in Geiß- 
lerschen Röhren. A.P.L. (4) 16. 282. 

Siehe auch 1168. 

Galranische Elemente. 

2581. A. Denizot. Beitrag zur Theorie 
der umkehrbaren galvanischen Elemente, 
(pöln.) W.M. 8. 47. 

2582. TT. Jaeger. Die Polarisation 
gp&lvanischer Elemente bei Gegenwart 
von festem Salz. A.P.L. (4) 14. 726. 

Siehe auch 2373; 3152; 3161; 3063. 

Galvanische Batterien. 

Siehe 3124. 

Transformatoren. 

2588. A. Trowbridge. On the diffe- 
reutial transformer. F.R. 20. 66. 
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2584. G. GrasBi. Effetti della die- 
persione e della reattanza nel fonzio- 
namento dei tnwformatori. Metodi di 
miflura ed applicazioni. M. A. T. (2) 53. 47. 

258^. Dina. Transformatoii ad alta 
tensione. PoLM. 1904. Febr.— März. 

2586. T R Lyle. The altemate current 
tranßformer. P.R.S.V. 17. 1. 

2587. E. Henderaan. Altemators in 
parallel. P.M. ^6) 9. 809. 

2588. P. Drude. Rationelle Kon- 
struktion von Teslatransformatoren. A. 
PL. (4) 16. 116. 

Siehe auch 2750; 21144; 2954; 2960; 2962; 
2964; 2988; 3015; 3016; 8026; 3027; 
3037; 3038; 8040; 3054; 3060; 3082; 
8089; 3092; 3112; 3138; 3139; 3143; 
8149; 3181; 8204; 3206; 3226—28. 

4kknmnlatoren. 

2589. J. PoZ/db. Theoretisches Arbeite- 
diagramm einer Akkumulatorenbatterie. 
Z.P. 18. 211. 

Siehe auch 2929; 3055; 3076; 3077; 
3184; 3172. 

Kompaß. 

2540. H. Meldau, Die Anfänge der 
Theorie des Schiffsmagnetismus. A.H. 
38. 410. 

2541. F, Lauffer. Die Deviation und 
und deren Kompensation. A.H. 88. 66. 

2542. K, Koldewey. Über die An- 
wendung der Flinderstangen bei der 
Kompensation der Kompasse. A.H. 33. 122. 

2648. H. Mddau, Zur Theorie der 
Quadrantalkugeln. A.H. 33. 171. 
Siehe auch 2049. 

Elektrische Meßinstrumente. 

2544. Ä. Bolüsmann. Über das Exner- 
sche Elektroskop. A.A.W. 1904. 410. 

2645. K. E, Guthe. A study of the 
silver Voltmeter. B.B.S.W. 1. 21. 

2546. H, C. Snook. An Amperemeter 
for high Potential currents. J.F.1. 159. 191. 

2547. V. Arcioni. A.A.E.I. 9. 120. 

2548. TT. Mc CleJlan. On the use of 
the falling plate oscillograph as a phase 
meter. P.P.S. 44. 166. 

Siehe auch 2915; 2925; 2931; 2932; 2989; 
2958; 2969; 2970; 2980; 2996; 8010; 
3051 ; 3090; 3166; 3168; 3179; 3187; 3229. 

Elektrometer. 

2549. Guinchant. filectromätre ä sei- 
tants et k aiguille neutre. CR. 140. 851. 



2560. T. Tamaru. Eine Beobachtangs- 
methode mit gedämpften Schwingongen 
bei fortrückender Ruhelage. P.Z. 6. 285. 

2661. A, Spruna. Über eine auto- 
matisch wirkende VorriQhtung zur Er- 
weiterung des Meßgebietes der Registrier- 
elektrometer. M.Z. 21. 305. 

2662. H. Gerdien. Ein Elektrometer 
zur Untersuchung radioaktiver Induk- 
tionen. P.Z. 6. 433. 

Siehe auch 1440. 

Galvanometer. 

266$. M. IkU, Ober die Bezeichnungs- 
weise der Empfindlichkeit eines GalTUo- 
meters. P.Z. 6. 43. 

2664. P. //. PoweU. Consideratioii 
of some points in the design and working 
ofbaUisticgalvanometers. R.B.A7S.570. 

2666. W. Einthoven. De snaargalra- 
nometer en het menschelijk electrocardio- 
gram. C.A.A. 12. 122; 876. 
Siehe auch 1628; 1714; 8038; 3047-49; 
3145. 

Magnetometer. 

266«. F. Henning, Beobacfatongen 
mit astatischen Torsionsmagnetometem. 
A.P.L. (4) 15. 815. 

Siehe auch 765; 1671; 2185. 

Astronomische InstammeBte. 

2567. H. Benan. Sur Temploi des 
fils mobiles du micromätre d*an cercle 
märidien. B.A. 21. 258. 

2568. H. Grubb. A new form of di- 
pleidoBCope. F. S.D. (2) 10. 141. ^ 

2569. F. Nuil und /. J. Fric. der 
das Diazenital. A.N.E. 166. 226. 

2660. C. Chistoni. Sul pireliometro 
a compensazione elettrica deÜ' AngstrSm. 
R.A.L.R. (5) 14 A. 340. 

2561. F. Facein. Nuovo planislero. 
R.F.M. 6A. 113. 

2562. G. Guglielmo. Intomo ad al- 
cuni semplici strumenti per V esatta 
verificazione deU' ora. B.A.L.R. ISB. 
608; 14 A. 10. 

Siehe auch 8612. 

Fernrohre. 

2668. /. J?a2m. On a«tronomical seeing. 
P.R.S.E. 25.458. 

2564. H. Grubb. Floating refracting 
telescope. F. S.D. (2) 10. 138. 

2565. F. L. 0. Wadstcarüi. On the 
construction of telescopes whose relative 
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or absolute focal length shall be inva- 
riable at all temperatures. M.N.A.S. 
63. 573; M.S.P.A.O. 16. 

25«6. F. i. a Wadsworth, On the 
optical conditionB required to secure 
maximom accnracy of measurement in 
the nse of the telescope and spectroscope. 
A.J.C. 16. 267; 17. 1; 100; M.S.P.A.O, 
(2; 10. 

2567. J. WUsing, Über den Einfluß 
der sphärischen Abweichungen der 
Wellenfläche auf die Lichtstärke von 
FemrohrobjektiTcn. P.A.O.P. 16. 4. 

26«8. A, t:. Conrady. On the chro- 
matic of object-glasses. M.N.A.S. 64. 
182; 468. 

2569. Ä, Rieco. II grande obiettivo 
fotografico del R. osservatorio di Catania. 
B.G.C. 86. 2. 

2570« N. Jadanza. Nuovo metodo per 
determinare il rapporto diaiitiniometnco 
in un cannocchiale distanziometro. A. 
A.T. 40. 691. 
Siehe auch 2604; 3616; 3623; 3637; 3662. 

Uhrmacherkunst. 

tbU. E. Gerland. Über die Erfindung 
der Pendeluhr. B.M. (3) 6. 234. 

2572« /. Andrade. Recherches chro- 
nom^triques. V.I.M.G. 3. 461. 

2578. J. Andrcide. La th^orie de la 
Synchronisation des horloges. A. S. G. (4) 
17. 139. 

2674. E. Anding. Zur Ausgleichung 
von ührgängen. A.N.K. 168. 367. 

2575. A. Wänach. Über den Einfluß 
der Temperaturschichtung auf verschie- 
dene Uhrenpendel. A.N.K. 166. 97. 
Siehe auch 69; 2692. 

Geodtttisehe Instrumente. 

2676. P. a Sanchee, Estudio sobre 
las cintas metalicas empleadas como lon- 
gimetros en la medida de las bases geo- 
desicas. M. y R. M. 1 3. 297. 

2677. Hoeckcn. Zur Theorie des Win- 
kelprismas. A.V.K 1903.201. 

2578. E. Marrone. Algunas observa- 
ciones sobre las distancias determinadas 
mediante la estadia. A.S.A. 69. 124. 

2679. A. Petrelius. Über die Verän- 
derungen der Empfindlichkeit der Li- 
bellen. B.F.F. 44. 20. 

2680. Goedseels. Sur le niveau ä bulle. 
A.S.B. 28 A. 170. 

2581. C. Klein. Über Theodolithgo- 
niometer. S.A.B. 1906.98. 

th%^. T, Ferguson. De pedograaf Fer- 
guson, een automatisch toestel voor glo- 
bale terreinopname. D.LG. 18. 672. 



2688. T. Ferguson. De cyclop-aaf 
Ferguson, een toestel voor automatische 
opname von een door een voertuig af- 
gelegden weg. D.LG. 18. 787; T.R.L. 
20. 43. 

2584. H. Grubh. A new circumfe- 
rentor. P.S.D. (2) 10. 143. 

Siehe auch 2144. 

Tachymeter. 

2585. Waue. Flächen-Schnellmesser 
und -teiler A.V.N. 1904. 363. 

2586. M. Loeschner. Nuovo modello 
di tacheometro. R.T.G. 16. 172. 

2587. C. Jorio. H tacheometro ridut> 
tore Chamot. R.T.C. 17. 141. 

Siehe auch 3671; 3676—77; 3777. 

Theodolith. 

Siehe 3671; 3664. 

Distanzmesser. 

2588. G. Poten. Theoretische Betrach- 
tung über Distanzmesser. O.Z.Y. 1904. 
286; 298. 

2589. Gemeimer. Der Tangentialdis- 
tanzmesser und der Feldtachygraph für 
Gebietsvermessungen und Terrainauf- 
nahmen von Inffenieur J. Steinbach und 
Mechaniker E. Schneider. M.A.G.S. 33. 
812 

2590. J, Kozdk. Zur Theorie der Küs- 
tendistanzmesser mit vertikaler Basis. 
M.A.G.S. 33. 237. 

Siehe auch 3236; 3669; 3776. 

Geophysikalische Instrumente. 

2591. M. P. Rudzki, Über die Bewe- 
gung des Horizontalpendels. B. G. 6. 138. 

2592. A, Schmidt. Über die mit dem 
Trifilargravimeter zu lösenden Probleme. 
B.G. 6. 239. 

2598. K. Honda. A portable aSro- 
mercurial tide-gauge. P.T.M. 2.302. 

2594. K. Honda. Ein tragbarer Ge- 
zeitenmesser mit Luft und Hg. P.Z. 
6. 608. 

2595. BucJ^anan. Sur un nouvean type 
de piäzometre. CR. 139. 638. 

Siehe auch 3769. 

Seismometer. 

2596. F. Omori. A duplex horizontal 
pendulum apparatus. P.T.M. 2. Nr. 8. 
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2697. E. Wiehert. Ein aBtatUches 
Pendel hoher Empfindlichkeit zur mecha- 
nischen Registrierong Ton Erdbeben. B. 6. 

•• ***• Siehe auch 2691. 



2698. A. V. 
kal -Intensitätsvariometer. 



Tariometer. 

Büky. Ein neues Verti- 



P.Z. 6. 636. 



Meterologisehe Instramente. 

2599. P. Vaudrey, Sur les appareils 
indicateurs et enr^gistreors dans leurs 
applications aux sciences et ä Tindustrie. 
A.P. 1908. 220. 

2600. P. Langevin et M. Maulin. Sur 
un enr^gistreur des ions de Tatmosph^re. 
CR. 140. 306. 



2601. C. Nordmann. Eni^gisizeur a 
äcoolement liquide de Fionisation sth- 
mosph^rique. CR. 140. 430. 

2602. H. Hergeseü und E. KUhh 
Schmidt Über die Kompensation toq 
Aneroidbarometem gegen Temperatur- 
einwirkungen. B.P.A. 1. 108. 

Siehe auch 822. 

Hfgrometer. 

260S. W. Krebs. Yerdunstongdme»- 
snngen mit dem Doppelti^ermometer füx 
klimatologidche und hydrographiBche 
Zwecke. M.Z. 22. 211. 

2604. Looser. Ein neuer Apparat zur 
Bestimmung des Taupunktes. J.N.K. 
1903—04. 62. 



Verzeiclmis der in technischen Zeitschriften 1903—1904 
sich 7orflndenden mathematischen Abhandinngen. 

Von Ernst Wölpfing in Stuttgart. 
Abkürznngen: 



A.D.M.P, Annales des Minea, Paris (10) 
3—6. 

A.E.R.J. American Engineer and Rail- 
road Journal, New York 77 — 78. 

A.6.B. Annalen für Gewerbe und Bau- 
wesen, Berlin 62-55. 

Am.M. American Machinist, New York 
1903—04. 

A. P. Ch. Annales des Ponts et des Chaus- 
söes, Paris (8) 9—16. 

B.S.E. Bulletin de la Soci^t^ d*Encou- 
ragement pour Tlndustrie Nationale, 
Paris 104—106. 

C.B.B. Zentralblatt der Bauverwaltung, 
Berlin 28—24. 

G.Z.O.M. Zentralzeitung für Optik und 
Mechanik, Berlin 24—25. 

D.B.Z. Deutsche Bauzeitung, Berlin 87 
bis 38. 

D.M.Z. Deutsche Mechanikerzeitung, Ber- 
lin 1903—1904. 

E. The Engineer, London 96—98. 

E. E. L'ficlairajfe filectrique, Paris 33—40. 

Eg. Engineering, London 76—78. 

EJJ. Engineering News, New York 60; 52. 

E.W. The Electric World, New York 
41—42. 

E.Z. Elektrotechnische Zeitschrift, Ber- 
lin 24—25. 



O.e. Le Gönie Civil, Paris 41; 48-46. 

6.L Gesundheitsingenieur, München 86 
bis 27. 

J. 6. Journal des G^om^tres, Paris 46—47. 

J. 6. W. Journal für Gasbeleuchtung nnd 
Wasserversorgung, Leipzig 46-47. 

J.S.6.B. Jahrbuch der Schififsbantech- 
nischen Gesellschaft, Berlin 4—5. 

L.C.M. La Construction Moderne, Pftiis 
18—20. 

M.LC. M^moires et Ck>mpt68 Rendas 
de laSocidt^ des Ingenieurs CiriU, Paria 
56—67. 

M.P.L Mitteilungen aus der Preßluftin- 
dustrie, Weimar 1. 

M.P.l.CE. Minutes of Proceedinga of 
the Institution of Civil Engineers, Lon- 
don 151—153. 

M. T.O.W. Mitfceüungen des Technolo- 
gischen Gewerbemuseums, Wien (2) 
13—14. 

M.Z.B.E. Mitteilungen über Zement-, 
Beton- und Eisenbetonbau, Berlin 1. 

N.A.C. Nouvelles Annales de la Construc- 
tion, Paris (6) 10; (6) 1. 

O.P.E. Organ für die Fortschritte des 
Eisenbahnwe8ens,Wie8baden(2)40-4I. 

P.E.M. Portefeuille ficonomique des 
Machines, Paris (6) 2—3. 
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860. — G. B. Verrina 78. 16; 194. 

8456. R. Siedtk. Sudie über eine neue 
Formel zur Ermittlung der Geschwindig- 
keit des Wassers in Bächen und künst- 
lichen Gewässern. Z.Ö.LA.V.65.98; 117. 

3457. R. H. Smith. I^amic and 
commercial energy in turbines. E. 97. 
640; 678; 608. 

3458. G. Soiikup. Die Versicherung 
der Fundamente bei der Karlsbrücke in 
Prag. WA. B.Z. 69. 91. 

8459. Steuernagel. Zur Kanalisation 
der Stedt Köbi. T.G. 6. 141. 

3460. O.V.P.Stout. Notes on the com- 
putation of stream gagings. E.N. 62. 621. 

8461. D. W. Taylor, über die Ent- 
wicklung von Schiffsformen mit Hilfe 
von Formeln. S.B. 6. 686; 737; 788. 

8462. A. Tellier fils. Note sur les 
canots automobiles ä grande vitesse. M. 
I.e. 67 B. 488. 

8463. N. Tjapkin. Bestimmung der 
Fülldauer der Schleußenkammer auf dem 
Ssewernij Donez bei wirksamer Stau- 
oberfläche. Z.G. 6. 146. 
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8M4. P. Tolman. Stadie über die 
AbfluiSTerh&ltnisse an der Flofischleuse 
bei der Staiutufe Nr. 1 bei Troja an der 
Moldau. W.A.B.Z. 69. 108. 

8165. G. Veüut. The flow of liquide 
in glazed stoneware pipes. M.P.LG.E. 
151. 488. 

8466. C. Wakkmaer. Sur les ascen- 
seurB ^tablis pär M. M. Samain et Cie. 
B.S £. 106. 186. 

8467. H, Walter, Neues analytisch- 
graphisches Verfahren zur Bestimmung 
der Stauweite. Z.G. 6. 66. 

%^%. W. Wodihka. Über den hydrau- 
lischen Stoßheber. Z.O.I.A.V. 65. 76. 

8469. A. J. Wqji^katc. Einige Prob- 
leme der Seenkunde. Z.G. 5. 1. 

8470. P. Yankowshf, Sur la r^ver- 
sibilitä des turbo-machmes hydrauliques. 
R.D.M. 14. 417. 

8471. A. W. Young. The design of 
a dry dock. £g. 78. 448. 

8472. E. Zetzmann. Die Gleichffe- 
wichtslage des unverletzten und des 
lecken Schiffes. S.B. 4. 712; 761; 807; 
858; 908. 

8478. N, N. Patent Leux. Anord- 
nung der Betriebskessel für die Propeller 
bei Schiffen. S.B. 4. 98; 146. 

Inhalte. 

8474. Barkhausen. Erdmassenermitt- 
lung. D.B.Z. 37. 636. 

8475. Briegleh. Zur Berechnung von 
Erdmassen. C.B.B. 24. 556. 

8476. TT. Cantelo. Measuring extemal 
screw thread diametera. Am.M. 1903. 
904; 988; 1226. 

8477. J, Clark, Developing the sur- 
face of gpherical roofs by calculation. 
Am.M. 1904. 822. 

8478. A, Coulmas, Beitrag zur Be- 
stimmung von Querschnittsinhalten von 
Bahnkörpern. C.B.B. 23. 249. 

8479. V, A, Kauffman. A method of 
calculating theorie of cross section. E. 
N. 52. 676. 

8480. Kummer. Genauigkeit der 
Flächeninhalteberechnung mittels der 
Klothschen Hyperbeltafel Z.V. 32.686. 

8481. Kummer. Wie ist die Differenz 
der zum Zwecke der Flächenabsteckung 
berechneten Strecken in ihrer Summe 
gegen eine bereits feststehende Gesamt- 
länge zu verteilen. Z.V. 33. 11. 

8482. K. Lademann. Inhaltsbestim- 
mung von Parallelogrammen. C.B.B. 
24. 290. 

8488. E. Mahner. Einrechnen der 
Schnittpunkte projektierter Erdwerke in 
Querprofile. D.B.Z. 88. 323. 



8484. FuUer, Zur Fläohenberechnvig. 
C.B.B. 23. 6. — Spangenberg 99. 

t^&.PuUer, Beitrag zur Ermittlung des 
Rauminhaltes von Körpern. C. B. B. 24. 342. 

8486« Puüer. Bestimmung der Baum- 
und Oberflächeninhalte eines Zylinden. 
Z.V. 83. 369. 

8487. Puüer. Inhaltsbestimmung von 
Wegerampen. C.B.B. 24. 598. 

94SS. Pidler. DieMassenberechnungen 
f&r die Kunstbauten der Eisenbahseii. 
Z.A.L (2) 9. 551. 

8489. G. Bauter. Die Beaktionstfirme 
und ihre Anwendung in der chemischen 
Technik. P.J. 318. 179; 219. 

8490. J. Schnäekel Beiträge zur 
Fl&chenberechnung mit der Hyperbel- 
glaetafel Z.V. 82. 369. 

8491. B, Sehönhöfer. Genaue zeich- 
nerische Ermittlung des Flächenprofilea 
und des Grunderwerbes mit Rficksicht 
auf Quemeigung ohne Zeichnung totl 
Querprofilen. Z.O.I.A.V. 55.134; 247. 
— L, Szarvas 246. 

8492. A, T. Sissan. Finding the dia- 
meter of a ball cup. Am.M. 1903. 163. 

8498. S. Sor. Die Oberfläche des el- 
liptischen Kegels. Z.A.I. (2) 9.203. 

8494. G. P. Summers. The weighfc of 
solids of revolution. Am.M. 1903. 91. 

8495. Zimmermann. Der Ranminhalt 
einer Blechmulde. C.B.B. 24. 296. 

8496. N, N. The calculation of the 
weight of Castings with the aid of th« 
planimeter. E. 95. 695. 

Kinematik. 

8497. a Bach und E. Böser. Unter- 
suchung eines dreigängigen Schnecken- 
getriebes. Z.V.D.I. 47. 221. 

8498. G. T. BenkeU. A new media- 
nism. Eg. 76. 777. 

8499. B. A. Bruce. Bevel gears with 
Short teeth. Am.M. 1904. 5i9. 

8500. W. Bucerius. Graphisches Be- 
rechnen von Wechselrädern zum Gewinde- 
schneiden auf Drehbänken. Z.W. 8. 87S. 

8501. H. A. Coombs. The art of gc- 
nerating gear teeth. Am.M. 1903. 986. 

8602. G. F. Dodge. Gears for vari- 
able center distance. Chordal pitch. Am. 
M. 1904. 207. 

8508. E. Dubosc. Note sur les engre- 
nages coniques. R.D.M. 14. 181. 

8504. S. Edelstein. Das KettenachaU- 

fetriebe am mechanischen Wehstuhle. 
.J. 319. 212; 228; 262; 277; 294; 313; 
380; 346; 361; 404; 473; 492; 620; 53V j 
564; 585. ^^. 

8505. S. Ed^Utein, P.J. 819. 602; 61»; 
669; 691. 
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S606. B. E. Flanders. Gonatant of 
doDth for gear teeth. Am.M. 1904. 827. 

8607. L. Ä. Fffudenherger. Plottiiig 
of speed time curve from the accelera- 
tion speed cnrre. E.W. 42. 96. 

8508. L. Ä. Freudenherger. Plotting of 
speed time and speed distance curres from 
the acceleration speed curve. E.W. 42. 219. 

8609. W. Friek. Orisson-Getriebe. T. 
8. 126. 

8610. H. V. Glinski. Eonstmktion der 
Profillote einer Schnecke. Z.V. D.I. 47. 858. 

8511. W. E. Jennings. Formulas for 
Spiral gears. Am.M. 1908. 1359. 

8512. /.IT. Berechnung derTeilkegel-, 
Dreh- und Fräswinkel von Kegelrädern. 
Z.W. 8. 189. 

8518. H. Krateert. Zur Erzeugung 
der Eoppelkurve durch 3 Doppelkurbel- 
getriebe. Z.Ol.A.y. 56. 408. 

8514. E, Lawrene, Etwas über die Kon- 
straktion und Anwendung von „Garns". 
T. 9. 256. 

8515. C. M. Marshall. Gas engine 
cams. Am.M. 1904. 1408. 

8516. E. Marx. Konstante Schnitt- 
geschwindigkeit beim Plandrehen und 
die richtige Schnittgeschwindigkeit beim 
Ungsdrehen. Z.W. 7. 115. 

8517. G. Nardin. Tours verticaux 
construits par les ateliers Dacommun. 
B.S.E. 104. 693. 

8518. E. C. OUver. The Solution of Pro- 
blems in Spiral gearing. Am.M. 1904. 1218. 

8519. A. Schaffer. Über Zahnräder. 
Z.Ö.I.AV. 66. 71; 81. 

8520. A. Schiebel. Die Eingriffsver- 
hältnisse der Zahnräder mit besonderer 
Berflcksicbtigung der Schneckengetriebe. 
TB. 34. 1. 

8521. W.ScMadiU. Vereinfachte Über- 
tragung der Kreisbewegung in eine mehr- 
fach geradlinige. P.M.G. 37. 169. 

S5&. A. SUiner. Über Gewinde, deren 
Herstellung und Untersuchung. Z.W. 
7. 208; 485. 

8588. /. Torka. Die Kegelschnitte im 
Kurbelgetriebe. V.V.G. 83. 226. 

8524. J. Wostrowsky. Grundzüge einer 

Saphostatischen Berechnung bewegter 
aschinenteile. Z. 0. 1. A. V. 66. 36 ; 49 ; 
207. — F. WUtefibauer 207. 

8525. B. A. Wright The Nordberg 
reversing gear. Am.M. 1904. 761. 

Kreis. 

8526. E. H. Lockwood. A cirole to 
enclose a given number of smaller circles. 
Am.M. 1903. 240. — E. H. Lockwood 442. 

8527. N. N. Dali bearings with 4 points 
contact. Am.M. 1904. 226. — Saffar 861. 



Karren« 

8528. F. Boulard. Note snr un tracä 
g^om^trique des paraboles cubiques e taes 
applications aux lignes d'influence dans 
lea poutres continues. A.P. Ch. (8) 12. 100. 

8629. Büdäe. Verbindung zweier Ge- 
raclen durch eine Gegenkurve mit 
Zwischentai^nte. Z.V. 83. 691. 

8580. A. Mmdi. Two problems in field 
engineering. E.N. 60. 601. 

8581. W. E, QMswwthy. Drawing 
an ellipse. Am.M. 1903.1293. — O.Ekpen 
1741. 

8582. H KraUert, Ist die Perizykloide 
eine besondere Art der Zykloiden? Z. 
Ö.I.A.V. 66. 614. 

8588. L. Krüger. Verbindung zweier 
Geraden durch 2 Kreisbogen und deren 
gemeinschaftliche innere Tangente. Z. 
V. 33. 688. 

8584. C. M. Kurte. A problem in 
locating tumouts. E.N. 62. 177; 221. 

8585. M. d'Ocagne. Note sur le trac^ dee 
intrados en anse. A. P. Ch. 10. 296 ; 12. 208. 

8586. H, Farenty. Jaugeage des con- 
duites d*eau en service. G.G. 46.269. 

8587. T. V. Powers. The approzimate 
ellipse. Am.M. 1903. 386. — F. L. White 
663. 

8588. Puller. Zur Kreisbogenbedek- 
kung- Z.V. 33. 163. 

8589. F. Sdhulee. Verbindung zweier 
Geraden durch eine Gegenkurve. Z.V. 
33. 186. — PuUer 687. 

8540. H. Szhpka. A siinple method 
of constructing a ^urabole. KN. 60. 204. 

8541. B. 8. Wehster. Formulas for 
transition curve. E.N. 50. 14. 

8542. N. N. A geometrical problem. 
Am.M. 1903. 133. 

8548. N. N. Ellipsendrehbank, System 
G. Montreuil. P.M.a 37. 117. 

Logarithmen. 

8544. P. E. Daussy. Notes relatives 
aux logarithmes. J.G. 46. 226. 

Magnettsmns. 

8545. H. Behn- Eschenburg. On the 
magnetic dispersiou in induction motors 
and its influence on the design of these 
machines. T.E. 62. 626 ; 647 ; 741 ; 821 ; 964. 

8546. G. Benischke. Die Berechnung 
der Streuung und des Magnetisierungs- 
stromes von Drehstrommotoren. E.Z. 
26. 834. 

8547. G. Betiischke. Der magnetische 
Widerstand von Luftstrecken. E.Z. 26. 810. 

8548. P. David. Anomalies de ]a com- 
posante horizontale du magn^tisme ter- 
restre sur le Puy de Dome. E.E. 33. 188. 
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^49. / Dofy^ EechneTifcbe Enuitte' 

SiM, f. Emde. Permanent« Magnete, 
EX *4. iift. — Jf. HiVdb 26, »5: 206. 
— M: Momdtjrfer 101. 

SS^i. C J' GutUfert. Ditpereioö mag- 
o^ttque daQB les moteurs aeyncbronea, 
E.E 3^^. ^41; asi 

ltä»2» B. UtUmund. Beitrag xnr Eon* 
itraktion von M«Dt«lmagiwleEi für ßr^m«- 
cwecke. E.Z 24. 713 

i&5S. R JouQugt. Sur Teffat Wiede- 
mann : tomion des fils »otis l'aetion d'tia 
champ magn^iirjne. E E. %^, 1^5, 

^'»414. C Mnurmin. Progr^e f^cente 
daniretudedu mafpaetiflme. EX. 37. 1 ; 41 . 

S5oä. C. Maurain. Sur loa propri^tee 
magn^tique» des pondres de fer et Tai* 
mantätion ap^cifique ä Batoration. E.E. 
34. 465, 

S5o6, F. <?. F^. Über Solenoidkerne 
Z E W 22 67Ö 

Si&7. J?, MkÜer Der Einfluß der Kraft- 
linienTart eilung in einem Eisenringauf die 
Verluste durch Hjateregis und Wirbel- 
itröme. E. Z. 24. 710; B74, — G, Stern 838. 

8iä§. J. K. Sumee. Berechnung dea 
einieitigeo magpetiicben Zuges bei Ex* 
Eentrizitat. Z.E.W. S2. 727 

$559, L. Züchck^ ßerechDang der 
Wickluug^hüfae der Magnetspulen bei ge- 
geljener Ampereändeniugstabl und bei ge- 
gebenem Widerstand dei Spulendrabtes. 
Z.KW, 21. 471. — l\ Sdtitßl 5H2, 

Mafiäjitenie. 

S(560. G . Dampieri , Über e ine Ä u d eruD g 
deaabiolutenMaßsjiteme. Z.E.W. 21, 137. 

a50]. F. Kmdt. Das Giorgiacbe Maß- 
sjitem. Z.E.W. 21. 341. 

3562« E. Kronstein. Über elektro- 
tochttiscbe Maflayateme. Z.E.W, 22.670. 

Maxima und MLnimg, 
35Ö8. E. /;. Pierce. A proof of tbe 
law für gTOupiug cells to obtain maxi- 
mum curreut. E.W, 42. 55y. — W. J. 
Hum^retfs 074, — K. E. Gttthe 966. 

B5B4* R, RmJenherg. Die gflnatigsten 
Kurbelwinkel für stationäre Mebxkurbel- 
masjcbinen. P.J. 319. 417.; 437- 45Ü. 

8565. N, N. Der Scbneidwinkel der 
Drehstable. P.J. 318. 456. 

Mechanik« 

3566, Ä, SommerfeM. Naturwissen- 
scbaftlicbe Ergebnisse der neueren tecb- 
niächen Mecbanik. Z.V,D,I. 48. 631. 

3567, N. JV. Neuette Studien über die 
Schwerkraft. C. Z. 0. M. 24. 167 ; 167 ; 180, 



M efi in stm mentep 
So6$. P. Bauise. 6enauigkeitigti4 
der au^teicbnetiden Geechmndigkeitir 
mener mit zwaoLgiäuBger Bew»iiuji 
Patent Hauihälter. 0,F.K (2i lü^ijf! 
181; 1»9; 221. 

S^9. G. Suiffmekön, WikremtUt- 
Fernrohr - E titf em tmgtmesser , C. Z . J| 
26. 217. 

SSTü. E FffTstfT. Beitrag tta ß«. 
rtimmung der Maßstäbe ? on In<lik«tor< 
federn, Z.V D I 47. ai». 

3*S7I. Hammer- Neue QenauigkeiL 
TErsucbe mit einem Hammer- FennebcheD 
Taehjmetertheodoiitli, Z.V, 32, 6^1 

S572. A.v. Bühl. Das atereoskapisiclie 
Meßverfahren. Z Ol A.V, 66. 661. 

3573, Ä. Mdtfer und E. Wifgmmn 
Uni Versal winkelitiatrument. 3.B.Z.14. lid, 
' 3^74, Pfliiekf. Ein troekmier Zug- 
und Druckmesser. J.G.W. 47. 480. 
3575. JW/«r Schnellmeaser, m 
\ Schiebetacheometer für lotreehte Lattea- 
; tteUung, Z.Ö.LAT, 56. 3J2 
I S57C Puilcr. Scbnellmesser U, ^ 
Schiebetachyuieter f^r loti^cbte Lattea- 
, at^Uung. Z.V, 32. ^9. 

3577 i Fuüer. Beschmbu^ 6du 
neuen Tachymeterscbiebera. Z.Y. U, äB. 

Momente. 

3578. A. L. BelL Curvei of nmxijiitiai 
bending moment E. 96. 469. 

3&79* E. H. Bowacl. Moment *f iu- 
erüe. E. 97. 644. 

35^0* C Fahry. Methode pooi li 
meanre du moment dlnertie d'un indiut 
de dTnamo. E E. 35. 321. 

3*f81, X. Heß. Studie über Qmx- 
achnittemomente. Z.ÖJ,A.V. 56.615. 

3582* A^ Ludin. Vereinigung xwei^ 
Tr^heitsellipaen. S.B.Z. 41. 372. 

3ä83, N. i\ Ssütz, Die Besttnuniniij 
des Trägheitsmomente« paralleler m der- 
aelben Ebene liegender Kräfte in bezog 
auf eine in der Ebene der Knilfle hegende 
und 2n der Eichtung derselben p&mllele 
Acbie durch den TrAgheitahalbiaeiier. 
Z.Ö.LA.Y. 56. 546. 

19 &h e r ti Rgn m eth o den . 

3684. M. H Bttuer Aunähermigii-l 
formein im Schiffsban. SB. 4. 375;43S;4i)2.i 

35 85 . TT. i/ . Croker . App roxim ating Üia 1 
ellipse by arcs of eirclea. Am. M. 1904 6^1 

»586. L Hrrska, über Korbbögia. 
Z.Ö.LA.V. 66. 209. 

3587. H S^lkntin. Beinerknng so 
einigen Näheruugsforineln. S, B. 5. J*SB. 

3&88. J. Winter. Der £orbbog«ii «Ji 
EiBÄtj fax die Ellipse. Z. ÖJ. AT. 66. m. 
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Nomogrraphie. 

S689. P. S. Btishneü. Diamm for 
finding the diameter of ball bearings. 
Am.M. 1908. 1892. 

8590. A. Coutureau. Abaque Pellat. 
Trouver la sniface d*un triangle dont 
on connait 2 cdtäs et Tangle compris, 
Sans calcul et en 26 secondes. J. G. 47. 160. 

S691. B, Eseher. Tableau giaphique 
ponr d^tenniner la largenr des courroies. 
B.S.E. 106. 638. 

3592. Flamant. Abaque ponr faciliter 
les calcnls relatifs aux distribations d'eau. 
A.P.Ch. (8) 16. 219. 

S698. J. H, Franke, Geodätisoh- 
giaphische Tafeln. Z.V. 88. 665. 

8^94« M, E. Graphical lepresentation 
of logarithms. Am.M. 1908. 1886. 

8595. F. Praiü. Graphische Rechen- 
tafel fOr Bremsversnche. S.B.Z. 41. 69. 

8596. R, SUUfeld, Graphische Tabellen 
und Diagzamme zum Gebrauch bei Berech- 
nungen und Untersuchungen von Kälte- 
maschinen und Kühlanlagen. Z.G. K. 10. 10. 

Numerisches Rechnen« 

8597. S. 0. BartleU. Fractional in- 
dexing. Am.M. 1908. 296. 

8598. A. G. Collins, Subtracting 
^nctions. Am.M. 1908. 66. 

8599. P. M. Verhoeckx. üne m^thode 
analytique et graphique pour le calcul 
des r^seaux ferm^s. E.E. 39. 81; 121. 

8600. N. N. Le nombre des d^cimales. 
J.G. 47. 112. 

Optik. 

8601. A. Blondel. Sur le m^caoisme 
de Tarc ^ectrique entre charbons d^apr^s 
un memoire de M""* Hertha Ayrton. E. E. 
88. 16; 41. 

8802. M. Boehm. Verfahren zur Photo- 
metrie von Gasglühlicht. J.G.W. 47. 411. 

8608. K. Bohlan. Der Hypergon- 
Doppel-AnastigmatvonGoerz. Z.V. 88. 99. 

8o04. H, J. Christiansen. Einige Be- 
merkungen über die terrestrische Re- 
fraktion. Z.V. 82. 306. 

8605. /. H. Coblfin. La vision ä dis- 
tance par T^ectricit^. E.E. 88. 483. 

8606. 0. DietruM'eit Die geometri- 
sche Durchzeichnung eines optischen 
Systems. G.Z.O.M. 26. 122. 

8607. G. Dimmer. Die Ziele der 
Leuchttechnik. Z.E.W. 22. 489. 

8608. /. Döny. Photometrie elek- 
trischer Lampen. Z.E.W. 21. 286. 

8609. E, A. Neues Zugbeleuchtungs- 
system. Z.E.W. 21. 56. 

8610. ö. Eberhard. Über die Be- 
stimmung der Farbenkurve von Objek- 
tiven mittlerer Brennweite. Z.I. 28. 82. 



8611. H. Eisler. Über den Zusammen- 
hang zwischen Lichtstärke und Tempe- 
ratur. E.Z. 26. 188 ; 448. — F. JablonskiSU. 

8» 12. B.Etzold. Über Verbesserungen 
an astronomischen Instrumenten. D. M. Z. 
1904. 63; 61; 93. 

8618. J. A. Fleming. The photometry 
of electric lamps. T.E. 60. 488; 481; 
653; 699; 688; 689; Eg. 75. 128; 160; 198. 

8614. P. Gast. Über die Luftspiege- 
lungen im Simplontunnel. Z.V. 88. 241. 

3615. M. Gruber. Die Versorgung der 
Schulzimmer mit Tageslicht. G.L 27. 286. 

8616. H. Harting. Zur Theorie der 
zweiteiligen astronomischen Femrohr- 
objektive. Z.L 24. 79. 

8617. /. Hartmann. Objektivunter- 
Buchungen. Z.L 24. 1; 38; 97. 

1618. /. Hartmann. Über ein neues 
Kameraobjektiv für Spektrographen. Z.I. 
24. 257. 

8619. C. Henry. Sur le rendement 
des foyers lumineuz et sur un dispositif 
tr^B simple permettant d'augmenter le 
rendement lumineuz des foyers ä flamme 
et des lampes ä pdtrole en particulier. 
B.S.E. 104. 782. 

8620. A. Kauer. Eombinations- und 
Mischungsphotometer. J.G.W. 47. 1037. 

8621. A. Kerber. Beitrag zur Be- 
stimmung der sagittalen und meridio- 
nalen Bilder. Z.L 24. 236. 

8622. A. Köhkr und M. v. Bohr. 
Eine mikrophotographische Einrichtung 
far ultraviolettes Licht. Z.I. 24. 341. 

8628. HKrüß. Die Messung der Hellig- 
keit von Prismenfemrohren. Z.I. 28. 8. 

8624. H A. Krüfi. Die Durchlässig- 
keit einer Anzahl Jenaer optischer Gläser 
fOr ultraviolette Strahlen. Z.L 28. 197; 229. 

8625. M. Latnotte. Production des 
rayons cathodiques par les rayons ultra- 
violets E.E. 83. 166. 

8626. H. Lehmann. Optische Unter- 
suchungen nach Hartmanns eztraf okaler 
Blendenmethode. Z.L 23. 289. 

8627. H. Lehmann. Über einen ein- 
fachen Spektralapparat f&r Kopien von 
Bewegungsgittem. Z.L 23. 168. 

2628. H Lehmann. Großes Quarz- 
spektrograph. Z.I. 24. 230. 

8629. C. Leonard. Sur la mesure du 
fluz lumineuz des lampes ä incandes- 
cence. E.E. 40. 128. 

8680. 0. Lummer. Die Ziele der 
Leuchttechnik. J.G.W 46. 281; 307; 
826; 846; 870; 386; 406. 

8681. K. Martin. Über eine einfache Art 
d. Zonenfelderkorrektion. G.Z.O.M. 26. 169. 

8682. M. L. Rayons cathodiques a 
faible vitesse; leur ^tude k Taide de la 
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phosphoredoence; Emission secondaize de 
rajons cathodiqxies. E.E. 37. 291. 

S688. B. Mmatch et C, E, Quyt. 
Recherches sur Tarc altematif de tr^ 
faible intensiiä jaillissant entre ^lectro- 
des m^talliqaes. E.E. 34. 305; 86. 18. 

S6S4. X. F. Phmws. Photometrie 
und Photometer. C.Z.O.M. 26. 110; 148; 
169 ; 178. 

S«85. U. SOmidt, Die graphische 
Darstellung des Eorrektionssustandes 
eines Objektivs. C.Z.O.M. 24. 73. 

8686. K. StrM. Im Bann der geo- 
metrischen Optik. C.Z.O.M. 25. 86. 

8687. K, StrM. Widerspruch von 
Beugongstheorie und geometrischerOptik 
in wirkUchen Fällen von Femrohr- und 
Mikroskopobjektiven. C.Z.O.M. 25. 265. 

8688. K. Strehl Über den Aplana- 
tismus einzelner dünner Linsen mit 
Blende im Scheitel. C.Z.O.M. 24. 179; 191. 

8689. K. StrM. Komabedingung und 
Sinusbedingung. C.Z.O.M. 25. 50. 

8640. K. StrM. Raumstudien. C.Z. 
O.M. 24. 182; 193. 

8641. K. StrM. Zonenfehler und 
AnastigmatismuB. Z.I. 28. 6. 

8642. K. StrM. Zonen und Leistung 
der Refraktoren. Z.L 24. 822. 

8648. K. StrM. Theorie des Ablese- 
objektives. Z.I. 28. 305. 

3644. K. StrM. Büdgüte und Glas- 
Sorten. Z.I. 23. 210. 

8645. Ä. Wingen. Die verschiedenen Me- 
thoden d. Helli^keitsprufunff. G.L 27.153. 

8646. K. Ztpemowski. Methoden Eur 
Herabminderunff der Kosten der Beleuch- 
tung mittels elektrischer Glühlampen. 
Z E W 21 61 

^Ml.W.Zachokke, Doppelanastigmat 
für Reproduktionen mit vermindertem 
sekundärem Spektrum. D.M.Z. 1903. 
229; 289; C.Z.O.M. 24. 249. 

8648. N. N. Zwei Versuche zur 
elektromagnetischen Theorie des Lichtes. 
C.Z.O.M. 26. 121; 183; 147; 170. 

8649. N. N. Über die Grenzen der 
mikroskopischen Abbildung und die 
Sichtbarmachung ultramite)skopischer 
Teilchen. C.Z.O.M. 25. 51. 

8650. N. N. De Faugmentation du 
rendement lumineux des lampes & p^trole. 
G.C. 43. 284. 

86^1. N. N. Radiation and illu- 
mination. Eg. 76. 686; 751. 

8652. N.N. Untersuchung des Spiegels 
von Reflexionsfemrohren. C. Z. 0. M. 26. 14. 

8658. N, N. Ein neuer zusammen- 
leffbarer Viaierapparat. C. Z. 0. M. 26. 63. 

8654. N. N. FerguBon's percentage 
theodolite. Eg. 76. 760. 



PenpektiTe. 

M^.A.Gdbert. Lam^thodeeraphique 
positiviste de Leonard deVincL LCU. 19. 
218; 221. 

PhotograBBetrie« 

8656. C. PulfruA. Über einen Ver- 
sueh Bur praktischen Erprobung der 
Stereophotogrammetrie f3r die Zwecke 
der Topographie. Z.I. 23. 317. 

8657. a Pulfrüh. Über die Konstnik- 
tion von Höhenkurven u. Plänen auf Gnmd 
stereophotogrammetrischer Messungen 
mit Hufe d. StereokomparatorB. Z.L23.4S. 

8658. A. Sprung, Über die Justiernng 
und Benutzung des photogrammetrischen 
Wolkenaotcnnaten. Z.I. 24. 206. 

Physik. 

8659. A. BerQuier. Les thteies mo- 
dernes de la mati^re. La tii^orie det 
ions et la th^rie des ölectrons. La 
tiansmutation des corps. G.C. 44. 343 ; %%%. 

8660. 0. EitenMkiml. BadioaktiTe 
Substanzen. T. 9. 123. 

8661. 0. Lod^. Note on the pro- 
bable occasional mstabilitj of all matter. 
T.E. 51. 418. 

8662. K. Sd*reher. Kraft, Gewicht, 
Masse, Stoff, Substanz. P.I. 319. 671 

PUnimeter. 
8668. W. J. Tennant. The planimeter 
ezplained simply, without mathematics. 
E. 95. 75. 

Rechenapparate. 

8664. C. O. Barth. Slide roles for 
the machine shop as a partof the Taylor 
System of management E.N. 60. 512. 

8665. JB. A. Bruce. Calculating cone 
Steps and back gearing ratios by the 
slide rule. Am.M. 1904. 1090. 

8666. A. Coutureau. Machine ä cal- 
culer „Dactyle**. J.G. 47. 212. 

8667. Hammer. Neuer Rechenschieber 
von Peter. Z.V. 82. 121. 

8668. E. Hammer. Der Rechenschieber 
von Frank und 2 andere neue Rechen- 
schieber. Z.V. 32. 401. 

8669. E. Hertesprung. Rechenschieber 
zur Ermittlung der fWJhrendurchmesser 
von Gasleitungen. J.G.W. 47. 826. 

8670. „Maschinist'. Addition and sab- 
traction by the slide rule. Am.M.1904. 1 575. 

8671. MiUer. Rechenscheibe zur Er- 
leichterung der Aufstellung der Dienst- 
pläne für das Lokomotiv- und Zug- 
personal. A.G.B. 63. 237. 

8672. TT. Owen. Calculatinff cone 
Steps and backsearing ratios oy the 
slide rule. Am.M. 1904. 189«. 
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S678. BMer, Die pythagoiftische 
Rechenscfadbe nnd ihre Anwendang. 
Z.V. 32. 698. 

Beibimg* 

9^1i. Ä, Böttcher. Über den Reibnnffs- 
koef&zienten för keilförmiges Profil der 
Reibnngsfläche. V.V.G. 88. 349. 

8675. W. T. S. ButUn. Friction of 
sliding keyways. Eg. 78. 467. 

8678. F. JDrouin. Le frottement des 
coassineis 4 grande vitesse. £.£. 84. 862. 

3677. L. IHngi. Die Trennung der 
Reibungsverliiste bei elektrischen Ma- 
schinen. E.Z.24.586. — G. Dettmar 6^2. 

8678. O. Lasche, Frottement des pa- 
liera k grande vitesse. B.S.E. 104. 268. 

8679« H. F. Moore. Experiments, 
formolas and eonstants of lubrification 
ofbearings. Am.M. 1908. 1281 ; 1816; 1860. 

8680. A. E^tö. Der Wert der inneren 
Beibnng (d. fr. u. e.). B.M.K. 9. 267 ; 272. 

8681. K. Wolters. Die störenden Be- 
wegungen der Lokomotive unter Berück- 
sichtigang der auftretenden Beibongs- 
widersiftnde. P. J. 318. 641 ; 667; 673; 742. 

Statik. 
3682. F. Amodin. Le point k trans- 
bordeur de Nantes. N.A.C. (6) 1. 17. 

3688. M. Astier. Esaai d*une th^orie 
des voütes d*^gale rdsistance. N.A.G. 
(6) 10. 88; 110; 120. 

3684. E. Atzrott. Berechnung der 
StephanschenBogenbrflcke. P.M.C.87.14. 

3686. A. BacheUery. Note sur un 
exemple de rinsufBsance d*un ^ida^e 
diametral convergent comme dispositif 
^vite-molettes. A.D.M.P. (10) 4. 289. 

3686. G. Beutel. Größere Betonge- 
wölbebrücken mit Gelenken und ihre 
Lehrgerüste. S.D.B. 13. 410; 14. 2. 

3687. R Bonnin. The Viaur viaduct 
on the railwaj line from Carmaux to 
Eodez. E.N. 60. 216. 

8688. Brabandt. Über die ungünstigste 
Laststellung der parabelförmigen Einfluß- 
linien. C.B.B. 28. 422. 

3689. Brabandt Über die Berechnung 
von Zweigelenkeblechbogen. C.B.B. 24. 
661. — H. MüUer- Breslau 664 

8600. Brabandt Über die Ausbildung 
der Widerlager für eiserne Bogenbrücken. 
Z A.L (2) 9. 21. 

3691. A. Cappiüeri. Graphische Er- 
mittlung der Profinummer eines Z-Eisens, 
das als Pfette dient. C.B.B. 24. 69. 

3692. C. Christiansen. Zur Festlegung d. 
Stelle d. größten Biegungsmomentes für d. 
nnverankerten Bohlwerke. C. B. B. 24. 140. 

3698. J. Clark. Balancing a valve 
and dia&agm. Am.M. 1904. 1427. 



8694. A. Coulmas. Geometrische Be- 
rechnung des Parallelträgers. C.B.B 
24. 616. — F, Bohny 656. 

8695. S. K, Brach. Graphisches Ver- 
fahren zur Ermittlung der Einflußlinien 
für die Horizontalkomponenten der Dia- 
ffonalenspannungen imSt&nderf achwerke . 
Z.Ö.LA.V. 66. 488; 657. 

8696. J. Duwe. Die Ermittlung der 
Biegungsmomente eines einfachenTrilgers 
auf 2 Stützen durch das A- Polygon. 
C.B.B. 23. 634. 

8697. H. Engels. Die Berechnung 
der Bohlwerke. C.B.B. 28. 273; 649. 

8698. A. Foeppl. Eine N&herungs- 
formel für die Berechnung von Eetten- 
linien. C.B.B. 23. 332. 

8699. E. Förster. Winddruck auf 
Dacher. P.M.C. 37. 102. 

8700. W. Franck. Straßenbrücke über 
die Staatsbahn bei Reutlingen. W.B.S. 
1. 60; 68; 76. 

8701. W. Franck. Neue Straßen- 
brücke über die Staatsstraße Nr. 42 
Stuttgart -Ulm, die Bahnhofsgleise und 
den Neckar bei Plochingen. S.D.B. 14. 
380; 388; 348; 870; 379. 

f^W^.Gehler. Berechnung von Zwischen- 
werten für Gewölbestärken. C.B.B.24.330. 

8708. H. V. Glinski. Zur Bestimmung 
des Durchhanges und der Spannung in 
Drähten. E.Z. 24. 264. 

3704. F. Graefe. Graphische Berech- 
nung der Lagerkräfte für durchlaufende 
Ti^ger übenll gleichen Querschnitts auf 
beliebig vielen Stützen. C.B.B. 23. 163. 

8705. G. Griffel. Die Berechnung 
der Lasthaken und die sich daraus er- 
gebenden Hakenformen bester Material- 
ausnutzung. P. J. 319. 129; 146; 161; 177. 

8706. L. Henneberg. Über die Bildungs- 

feaetze der Fach werke und deren Verwen- 
nngbei der Bestimmung der Spannungen. 
Z. A. L (2) 8. 667. — Ä Jlf Ä/ter-BresZau 9. 83. 

8707. L. Henneberg. Die sog. Methode 
des Ersatzstabes. C.B.B. 23. 877. 

8708. L. Henneberg und W. Schlink. 
Die Theorie der statisch bestimmten 
Fachwerksträger. Z. A.I. (2) 8. 167. 

8709. R. Heyn. Die Gitterträger im 
Dienst d. Schubübertragung. Z. A. I. (2) 9. 7. 

8710. J. L. Hodgon. The brakehorse- 
power of hanlage plant. Eg. 78. 466. 

8711. E. Horotcitz. Beitrag zur prak- 
tischen nnd einfachen Berechnunff der 
Häng- und Sprengwerkskonstruktionen. 
T.B. 86. 41. 

8712. Jacquier. Note sur le calcul 
graphique des ponts en arc ä triple 
articulation par la m^thode des lignes 
d'influence. A.P.Ch. (8) 9. 266. 
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lung der Spanniuigm mmm WwUkwjwA 
C.B.B. 23. 172. "^ 
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g^eganen Gelenken. P.J. SIS. 361 

87S9« G, Ritmt^ch. Beitrag mr Cntcr- 
•ndinng das halbkreiBformi^eti Bogvo- 
trAgen mit 2 an den Kämpfexu geleg«G«]i 
O^leakeD, Z.Ö,lÄ,Y. 55. 3 $5. 

S740. (7. Mamifich. Untervacfaun^ einei 
Spitzbogens auf 2 festen Kämpf eree&dreD 
Z CkLA-V. 55. 241, 

8741. G. Itamrsch. Ein^maüecfat IV 
tefsadning eineB dorcii 2 Zugitugti 
aad eine Slrebe Tentlrkten Fachwerb, 
V.V G. 8t. 4d. 

874f, W. Si^UnJc. Über riiünlifi.f 
Di«?MachwerW ZAJ. (S) 9. |$3. 

S748. U\ Schlink. Über Kuppel- uod 
rftmiUidie Daehf ach werke YT.U.Sa.lK! 

STMf O. S^mkdeL Bereehnnnf einei 
k vtoluch unbestimnateü pjrämld^ii- 
ä|5«ii Daches. P.M.C. 36. 9T;1üü; 
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113: 120. 
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ilM. O. SbfrmtVffel. Über die Berech. 
Eisenbabnbocbbanten bttüglicii 
toltn Windkräfte. Z.iI(Ji 
il JT; 207. — A. Franeke 275; 178. 

8?4f* J?- ScAörl<i«m*r. Zeickieriidte 
Bi»8Mim*g de« A - Poljgooe fflr Tkäger 
sxf f Stiiteen mit Hilfe einei ^niie^ 
A-Polrgona. C ß.B. 24. 100. 

S«tö. J.Srii4^i. BerechtningdeiDuidi- 
kaage« mid der Spannnng m fm p- 
s^ftAsUc Dtthten. £.Z. 34, SOS, 

tut, F. StoHt. Graphisehe BeitiiQ- 
Sclintalime etnea g eknkloieii, 
angespannten BogeiM^ 
TJS. WL Tft. 
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375S« E, Thuasne. Calcul d'un plancher 
a pontres et pontrelles associ^es. N.A. 
C. (6) 1. 90. 

37&4« Virard. Note snr la constraction 
du viadnc des Fades. A.P.Ch. (8) 11. 99. 

8755. C. Vlachas. Zur zeichnerischen 
BeiechüTing der durchgehenden Träger 
bei Belastung mehrerer Offiiungen. C. 
B.B. 24. 86. 

S756. P. Weiske. Die Anwendung von 
Kraft- und Seileck auf die Bereclmnng 
der Beton- und Betoneisenkonstroktionen. 
P.J. 318. 769; 795. 

3757. K. Wieghardt. Zur Statik der 
Fach werke mit schlaffen Diagonalen. C. 
B.B. 24. 390. — J. Labes 666. 

8758. N. N. Erleichterung in der 
Momentenbestimmung für Eisenbahn- 
bruckenträger. P.J. 318. 542. 

8759. N. N. Eine neue Gravitations- 
wage. C.Z.O.M. 24. 259. 

SlM.N.N, Kugellager. Z.W. 6. 262. 

8761. N. N. Schraubstock mit Grob- 
und Feingewinde. Z.W. 8. 176. 

8762« N, N. Dynamomätre de trans- 
mission. G.C. 43. 332. 

Stereometrie. 

8768« F. Bramwell, Geometrical prob- 
lem. E. 95. 248. 

Stoß. 

8784. G. Kapseh. Über die Stoßdeckung 
zusammengesetzter Stäbe in Eisenkon- 
struktionen. Z.A.I. (2) 9. 405. 

Tafeln. 

8765. R. A. Lachmann. Table of 
spares obtainable £rom round stock. Am. 
M. 1904. 939. 

8766. A. SMeussinger. Zahlentafeln 
zum Multiplizieren und Dividieren. Z. 
V. 32. 405. 

Trigonometrie. 

8767. A. L. Bell. Noted on tacheometrj : 
a comparison of Systems. Eff. 78. 528. 

8768. M. FisM. Die Beredmung von 
Muttergeleisen. Z.Ö.LA.V. 65. 87. — 
G. Cervifika 475. 

8769. Hammer. Eine Teilungsaufgabe. 
Z.V. 33. 97. 

8770. A. Llano. The 3 point problem 
in plane table surveying. E.N. 52. 590. 

8771. W. Müller. Das Seibtsche Ni- 
yellierverfahren. S.D.B. 113. 246; 254. 

8772. J. Pellat Sur le calcul de la 
m^ridienne. J.G. 47. 53; 89. 

8778. E. Puller. Zur Aufgabe des 
Gegenschnittes. Z.V. 32. 432. 

8774. Puller. Zur Aufgabe des Rück- 
wärtseinschneidens. Z.V. 33. 194. 



8775. PuUer. Zur Berechnung der 
Aufgabe des Bückwärtseinschneidens. Z. 
V. 33. 697. 

8776. Puller. Näherungsformel für 
den Distanzstab. Z.V. 32. 119. 

8777. Puüer. Schnellmesser II, ein 
Schiebetachymeter für lotrechte Latten- 
stellung. Z.A.I. (2) 9. 399. 

fi77S. Boihkegel. über Verschiebungen 
von trigonomeirischen und polygonome- 
trischen Punkten im Buhrkohlengebiet. 
Z.V. 32. 217. 

8770. J. L. Sanguet. Topographie. 
J.G. 46. 33. 

8780. J. Schnöckel. Teilung eines Drei- 
ecks. Z.V. 33. 121. 

8781. Schuster. Eine Teilungsaufgabe 
der Praxis. Z.V. 32. 378. 

8782« H. Sosona. Beziehung zwischen 
Scheiteldreiecken und zugehörigen Kon- 
vergenzdreiecken sowie deren Anwendung 
bei Grenzregulierungsaufgaben unter Be- 
rücksichtigung von Bonitäten. Z.V 33.689. 

8788. Wildt. Zur Proportionalteilung 
an Grundstücken. Z.V. 33. 665. 

8784. H. Wulff. Zusammenstellung 
der trigonometrischen Funktionen 0®, 30®, 
45^ 60^ 90*. Z.V. 33. 699. 

8785. L. Zimmermann. Schematische 
Anordnung der Teilungsrechnungen. Z.V. 
33. 402. 

Verbindangsknrven. 

8786. S. M. W. Standard forms of 
lettering points on transition curves. E. 
N. 50. 246. 

Wärmelehre. 

8787. A. Die Theorie der Dampftur- 
binen. Z.Ö.I.A.V. 56. 282. 

8788. L. Arndt Über die Bestimmung 
von Schmelzpunkten bei hohen Tempe- 
raturen. V.V.G. 83. 265. 

8789. E. F. Baker, The management 
of Belleville boilers at sea. Eg. 77. 619. 

8790. F. Barbier. Exp^riences sur 
des chemin^es et des ächappements de 
locomotives. G.C. 45. 201. 

8791. B. Barkow. BeitiAge zur Be- 
rechnung der Gasmaschine. Z. V. D. 1. 47. 
933. 

8792. L. Battu. ütilisation of exhaust 
steam in low -pressure steam turbines. 
E.N. 62. 282. 

8798. L. Battu. ütilisation of exhaust 
steam in steam turbines. E. 98. 456. 

8794. L. L. Bentley. Locomotive stea- 
ming capacity. A.E.R.J. 78. 268. 

8796. P. Berkitz. Zur Theorie der 
Eühlverfahren von Linde, Siemens und Mix 
mittels Ealtlufkmaschine. P.J. 318. 6; 29. 

8796. G. Berling. Neue Versuche über 
Oberflächenkondensation mit getrennter 
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B^altlnft' nnd Warmwuserfördenmg. J. 
S.G.B. 6. 866. 

8797. H. Bemard. ttat aciael de 1a 
throne de U sarchMiffe de 1» vapeur. 
G.C. 48. 198. — Petot 219. 

8798. 0. Bemer. Die Eneogunff des 
überhitzten Wasserdampfes. Z.V. DJ. 47. 
1646; 1586. 

8799. 0. Bemer. Die Fortleitang des 
überhitzten Wasserdampfes Z. V. D. I 48. 
473; 681; 560. 

8800. /. Blacklodc. Laws of heat la- 
diation. T.E 51. 778. 

8801. K. Bräuer. Untersnchnngen an 
einer Sanggasanlage. Z.V.D.L 47. 1517. 

8802. F. Brauneii. Berechnung einer 
Dampfmaschinenanlage fdr ein Eisen- 
werk, das die Abläse seiner 2 Flamm- 
öfen zum Heizen des Dampfkessels ver- 
wenden will. P.M.C. 36. 32. 

8808. Burkhardt Fortschritte in der 
Anwendung des überhitzten Dampfes. 
S.E.D. 23. 809; 872; 938. 

8804. H. A. Clark. On the Diesel 
engine. £. 96. 111. 

8805. H. Clattdel Le carburateur 
Claudel pr^ci^d^ d'une theorie g^n^rale 
sur la carburation. M.I.C. 57. A. 319. 

8806. 0. Clerk. Internal combuation 
motors. Eg. 77. 628; 657; 696. 

8807. W. Cramer. Graphische Behand- 
lung Ton Fragen über Luftabkühlung etc. 
Z.G.K. 11. 147. 

8808. C. Dantin. Accumulateur de 
vapeur, Systeme Rateau. G.C. 44. 293. 

8809* M. Deprez. Transmission de 
la chaleur des gaz auz parois m^talliques. 
Application auz chaudi&res k vapeur. M. 
I.e. 66B. 610. 

8810. C. Dieterici. Über die thermischen 
und kalorischen Eigenschaften des NH,. 
Z.G.K. 11. 21; 47. 

8811. G. Döderlein. Vergleich älterer 
und neuerer Versuchsergebnisse vonNH^- 
Kompreäsions-Eältemaschinen. Z. V. D.I. 
47. 1473. 

8812. G. Döderlein. Prüfung und Be- 
rechnung ausgeführter N H, - Kompres- 
sions- Kältemaschinen an der Hand des 
Indikatordiagramms. Z.G.K. 10. 21; 41; 
61; 113; 127; 146. 

8818. E. Dolder. Theoretische Be- 
trachtung über eine neue Art der Um- 
setzung von Dampfenergie in mechanische 
Arbeit. S.B Z. 43. 34. 

8814. A. Dosch. Wert und Bestim- 
mung des Kohlensäuregehalts der Heiz- 
gase. P.J. 818. 26; 33; 55; 90; 109; 
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Theorie der Elektrizität 
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Theorien der Elektrizität und des Magnetismus. Die physikalischen Grundlagen der 
MaxweÜschen Theorie werden \in synthetischer .Weise entwickelt, indem zunächst das 
elektrostatische Feld und das magnetische Feld stationärer Ströme vom Standpunkte 
der Kahewirkung aus betrachtet und dann zu den allgemeinen Feldgleichungen und 
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von den Elektronen in den Baum entsandt wird. Die Drnamik der Elektronen, die in 
dem zweiten Bande ausf&hrlich entwickelt wird, gibt die Grundlage f&r die Theorie 
beider Arten elektromagnetischer Strahlung. Bei der Behandlung der Dispersion, der 
Magnetoptik und der Optik bewegter Körper schließt der Verfosser sich im wesentlichen 
an H. A. Loientz an. Er löst tkui Grund der Lorentzschen Theorie das Problem der 
Reflexion des Lichts durch einen bewegten Spiegel und leitet so das thermodynamisdie 
Geseti der strahlenden Wärme ab. Gewisse rar die drahtlose Telesraphie ftmdamentale 
Sätro Aber die Strahlung, die von^ hoch&equenten Strömen in unearen Leitern, ins- 
besoadare in Sendeanteimen, ausgeht, haben im zweiten Bande ihren Platz gelimden. 
Beide Bände zusammen vermitteln eine umfassende Kenniaiis des gegenwärtigen 
Staades der Elektrizitätstheorie. 



ZEITSCHRIFT WÜR MATHBMATIK UND PHYSIK. 

HUBAUBOxoxBiar vrar Tmaw. vm. b. hkhuki j uhd bmv. bb. g. Bmrax. 

DBUOX TTHD VXBIiAO TOV B. O. TBUBnCB IV XiiBZFZIO-, P08T9CBAB6B S. 



B0" Alle für dia Wiwlftirtloii besttaunton Brnirtnntii (Bxlelb, Xtanakxfpte« Ba-' 
sanitoiuiezaniipUre usw.) iliid «n d«a gMoliifliSf&liraiid«ii Badtkteor: 

Prof» Dr. B. M«hmke| StattgArt) WeiAenboigitraße 20 
(▼om L Oktober 1906 wslz 8tattc«rt-I>e8«rlooh) 

SU fiehtan. £■ nimmt aber «ueh Prof. Br. O. Ban^e, Oöttiiigen, Qoldgnhm SO, 
Benduicen fOr die BedaktloB an. 

B0" Dia Hteiaa TarftMaar arbaltan ma&tgeltliah tob «röAefan iwtHtwn ao 
mit Umaoblac Tafaaha&e Sondarabdrüoka, toh klainaran Baitricen, MittaünacaB, 
BaiaiiBioBan naw. 10 ▲bafisa dar betr. Seitaa« eine sröAara Axuahl dacacaa, ala dia 
canaimta, an den HaritallimsBkoetan. 

B0- Jader Band dar ZaiteohriA mnüiftt 28 Dmakboien in 4Haftan und koatat 
.20 Maxk; aa werden iihrlicli etwa Hafte auacaceben. Alle Bnchhandliingan und 
Foatanataltan nabinan BeataUnagan an. 



iWELALT ras voBLisasKinir Hsrraa 



über die Kammutation dee Stromes in Gleidu^romgeneraUtren, Von Pavl Riekesall 

in Hamburg. Mit 6 Figuren im Text 827 

Weitere Beiträge zur Theorie der kleinen Schwingungen. Von /. H#ni in ClanB- 

thal. (Fortsetzung der Arbeit im 52. Bd. dieser Zeitschrift, S. 1 — i3.) 370 
Graphische Berechnung der elliptischen Funktionen, mit einigen Anwendungen. 

Von N. Delaunay in Warschau. Mit 16 Figuren im Text 402 

Beflexion de la lumi^e sur l'eau SbranUe. Par F. Biske ä Starassbourg. Mit 

1 Figur im Text , , 419 

Über die dichteste Lagerung gleicher Kreise in einem Kreise. Von Otto BiemtiUl 

in Brunn. Mit 1 Figur im Text 428 

Das Potential einer leitenden Kreisscheibe. Von R. Gans in Tdbingen . . . 434 

Kleinere Mitteilungen ; 4SS 

Bikherschau 488 

Fo erster, Astrpmetrie oder die Lehre Ten der Ortsbeetinunniiff im Himmelsniiime 

lagleieh als Onrndlasre aller Zeit- nnd Banmmeeiimff. Ton C W. Wirts . . 438 
Neue Bücher 439 

Eingelaufene Schriften 44« 



Bjr Zum Abdruck in den xi&chsten Heften gelangen Beitrftge der Herren: 

P. Bekl, P. Dekire, F. DUgelde^ S. Delesal, B. Oaai» 1. erlawald, ▲. Kallkae^ W. LAska, 
B. Hekake, ■. MilaakoTitck, B. HlUer, a Baage, Fr. SeUflker, Fr. Sekllliat, B. Skatack, 
A.8eaiaierfbld, P.SUekel, B.St«Ner, Fr. Ulkowiki, P.WerkMlstw, 0. W. Wirte, A. Wlasaaw» 

B. WflfBBV. 
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Über die Kommutation des Stromes in 
Gleichstromgeneratoren. 

Von Paul Riebesell in Hamburg. 

§1. 
Einleitung. 

,^e dynamoelektrischen Maschinen sind in ihrer praktischen Ent- 
wicklung der theoretischen Behandlimg vorausgeeilt, und erst nachträg- 
lich hat man versucht, die in ihnen stattfindenden Vorzüge durch 
mathematische Formeln darzustellen.'^ Dieser Satz, den Glausius 1883 
seiner für die Theorie der Dynamomaschine grundlegenden Arbeit 
(Wiedemanns Annalen Bd. 20) yoransetzte, ist, wenn auch in ein- 
geschränktem Maße, noch heute auf den Dynamobau anzuwenden. Die 
Abhängigkeit der Klemmenspannung K einer Maschine von dem Ge- 
samtstrom 2/, vom Erregerstrom J, von der Tourenzahl n, vom Bürsten- 
verschiebungswinkel (p und dem Eurzschlußstrom t, d. h. also die Funk- 
tion K^F{Ij Jj n, 9, i)j ist immer noch nicht genügend bekannt, um eine 
exakte Vorausberechnung der Maschine zu ermöglichen oder mit Sicher- 
heit Eonstruktionsregeln aufzustellen. Vor allem sind es die Verenge 
bei der Kommutation, die diese Unsicherheit bewirken, sodaß man bei 
der Einstellung der Maschinen auf Fuukenlosigkeit lange Zeit nur auf 
Probieren angewiesen war. So liegen den älteren Arbeiten, der zitierten 
von Glausius und ihrer Fortsetzimg von Stern (Wiedemanns An- 
nalen Bd. 26) falsche Vorstellungen über die Kommutation zugnmde. Erst 
im letzten Jahrzehnt hat sich eine große elektrotechnische Literatur 
mit der Aufstellung einer einwandsfreien Kommutationstheorie beschäftigt, 
so besonders die Abhandlungen der Herren Fischer-Hinnen (Elektro- 
technische Zeitschrift (E. T. Z.) 1896 und E. T. Z. 1898, Die Gleichstrom- 
maschine, 1899), Thorburn Reid (The Electrician 1898), Arnold 
und Mie (E. T. Z. 1899), Arnold (Die Gleichstrommaschine I, 1902), 
Kapp, Isler (E. T. Z. 1899), Prenzlin (E. T. Z. 1902) und Niet- 
hammer (Berechnung und Entwurf elektrischer Apparate und Maschinen I, 
1904). 
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338 Über die Eommniation dea Stromes in Gleichstromgeneraioren. 

In meiner Dissertation (Über den Kurzschluß der Spulen und die 
Vorgange bei der Eommutation des Stromes eines Oleichstromankers. 
Ein Beitrag zur Theorie der Dynamomaschine. Kiel 1905) habe ich 
diese alteren Arbeiten einer Kritik unterzogen. Auf einen dabei toh 
mir begangenen Fehler habe ich in der E. T. Z. 1906, Heft 3, hin- 
gewiesen. Die Inteffrationskanstante der Kurzschlußdifferentialgleichnng 
ist nämlich nicht gleich NuUj wie ich glaubte, sondern im aUgemeinen 
von Null verschieden. Wie ich bereits dort angezeigt habe, hat mich 
dieser Umstand veranlaßt, neue Methoden swr Auflösung der Kurz- 
Schlußdifferentialgleichung auszuarbeiten. Aber schon in meiner Disser- 
tation bildete die Untersuchung der Kurzschlußstromkurve nur einen 
Teil der Betrachtungen, und die ganze Frage wurde von einem viel aü- 
gemeineren Gesichtspunkt aus behandelt. Das ist auch unbedingt nötig; 
denn die neueren Arbeiten der Herren Fischer-Hinnen und Arnold, 
zu denen auch noch die Dissertation von Herrn R. Pohl (Über mag- 
netische Wirkungen der Kurzschlußströme in Gleichstromankem. Dis- 
sertation Hannover. Stuttgart 1905) und die Abhandlungen der Herren 
Benischke (E. T. Z. 1903 und 1904) und Hahnemann (E. T. Z. 1906) 
gekommen sind, haben gezeigt, daß die Resultate, welche aus der 
früher, besonders von den Herren Arnold und Mie (a. a. 0.), zu- 
grunde gelegten Kurzschlußdifferentialgleichung gefolgert sind, in 
Widerspruch mit den Tatsachen der Elektrotechnik stehen, und diese 
Gleichung daher vielfach nicht einmal als erste Annäherung an die 
in der Praxis besiehenden VerJuUttiisse gelten kann. Im folgenden 
soU nun für einen einfachen FaU eine möglichst aUe neueren B^ 
sultate berücksichtigende Theorie des Gleichstromgenerators geliefert 
werden. 

Inzwischen ist in dieser Zeitschrift (53. Band, 1. Heft, S. 37—60) 
eine Kritik meiner Dissertation von Herrn Mie erschienen, die ich 
nicht unbeantwortet lassen kann. Auf die gehässigen personlichen 
Bemerkungen werde ich nicht eingehen, sondern nach der Darlegung 
meiner eigenen, schon vor dem Erscheinen der Miesdien Arbeit in 
der E. T. Z. angekündigten Lösungsmethoden in § 6 in streng sach- 
licher Weise meine Entgegnung auf die größtenteils völlig unberechtigten 
Angriffe dieses Herrn bringen. 

§2. 

Die Vorgänge bei der Eommutation. 

Den Betrachtungen soll ein zweipoliger Gleichstromgenerator zu- 
grunde gelegt werden, wie er in Fig. 1 schematisiert ist. 
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Flg. 1. 




Es Bind N und S die beiden Feldmagnete , A ein glatter Ring- 
anker mit einfacher, fortlaufender Wicklung, der sich in der Pfeil- 
richtung drehen möge. B^ und B^ 
sind die Bürsten, die der Einfach- 
heit halber direkt auf dem Anker 
schleifend gedacht sind. Um den 
Bürstenverschiebungswinkel q) seien 
sie gegen die ursprüngliche neutrale 
Zone (u. n. Z.) verschoben. Die 
Bürstenbreite sei gleich der Breite 
einer EoUektorlamelle. Dann wird 
ein Moment des Kurzschlusses bei 
der Eommutation durch Fig. 2 yer- 
anschaulicht, wo die Bürste B, den tatsächlichen Verhältnissen ent- 
sprechend, auf dem Kollektor K schleift. Ist dann: 

/ die Stärke des in jeder Armatnrhälfiie fließenden Stroms, die 
vorläufig als konstant angesehen wird-, 

i die Stärke des Stromes in der kurzgeschlossenen Spule zur Zeit 
ty wenn t eine beliebige Zeit, vom Beginn des Kurzschlusses an gerechnet, 
bedeutet; 

j .' j.-- dl Fiff. 2. 

B'/l/rm/M ß 



u n.Z. 




i^ und i^ die Strom- 
starken in den Yerbin- 
dongen zu den Lamellen 
1 und 2; 

i?, der Widerstand 
der kurzgeschlossenen 
Spule ; 

B^ der Widerstand 
von je einer Verbindung 
zwischen Armatur und 
Kollektor; 

i2i der Übergangswiderstand vom Kollektor zur Bürste, wenn diese 
ganz aufliegt; 

h die Zahl der KoUektorlamellen; 

T die Zeit, während welcher der Kurzschluß anhält, vom Beginn 
des Kurzschlusses an gerechnet; 

so ist die Gleichung der KurzstMußsiramku/rve: 

di 



^/wv^/^y^Ax^ 



(1) 



L.A + -B' + -R.» + -B.h - -B.', -^Ah-Ah-^, 



•dt 



WO L, der scheinbare Selbstinduktionskoeffizient, d. k der durch Selbsi- 

28» 



340 t}^ber die Eommntation des Stromes in GleichBtromgeneratoien. 

Induktion and gegenBeitige Induktion heryorgerufene, E' die kominn- 
tierende EMK\ A^ und A^ die yariablen Übergangpwiderstande von 
den Kollektorlamellen zur Bürste; i^ =» 7 + j und i^^ I — i. 

Die Kenntnis des Verlaufs der t-Kurre hat för die Technik eine 
große Bedeutung. Nicht nur ist jede exakte Yorausberechnung der 
Maschine ohne ihre Kenntnis unmöglich, sondern ror allem gibt sie 
uns AufschluB über die Ursachen der Erwärmung und Funkenbildung 
an der Bürste. Da es sich für die Technik darum handelt, eine Theorie 
der funkenlosen Kommutierung zu schaffen, so werden wir aus der obigen 
Gleichung die Bedingungen für einen funkenfreien Gang au&ustellen 
suchen. 

Die Ursachen der Funkenbildung führte man früher allein dannf 
zurück, daß infolge der Selbstinduktion der Strom i zur Zeit T noch 
nicht zu — / kommutiert wäre, und daher am Schluß der Kurzschluß- 
periode eine Unterbrechung des Stromes stattfände. Herr Thorbnrn 
Beid hat zuerst die Ansicht ausgesprochen, daß die Funken Ton 
einer zu großen Stromdichte unter der Bürste herrühren, und Herr 
Fischer-Hinnen hat dann gezeigt, wie aus Gleichung (1) hervorgeht, 
daß zur Zeit t'^Tii immer gleich ~ / ist, die Funken daher nur 
durch die große Spannuugsdifferenz oder Stromdichte eraeugt werden 
können. Aber auch zu Anfang und während der Kurzschlußperiode 
muß ein zu starkes Anwachsen der Potentialdifferenz unter der Bürste 
yermieden werden, kurz i muß für Funkenfreiheit ganz bestimmten 
Bedingungen genügen. Die Gleichung (1) liefert dann fQr ein vor 
geschriebenes i ein bestimmtes E', d. h. eine bestimmte Stelle des Feldes 
oder einen bestimmten Bürstenyerschiebungswinkel. Die so entwickelten 
günstigen Bedingungen sind mit der Hauptgleichung des Generators 
für die Klemmenspannung: K^F(I, J, n, % i) zu vergleichen, wo- 
durch eine Vorausberechnung ermöglicht wird. Wird andrerseits, wie 
dies neuerdings häufig der Fall ist, von Leerlauf bis Vollast eine kon- 
stante Bürstenstellung verlangt, so sind die Grenzen zu ermitteln, in 
denen dies zulässig ist. 

§3. 

Die Lösung der Eurzsclüußdifferentialglelchung. 

' Wird in (1) die gegenseitige Liduktion vernachlässigt, der Selbst- 
induktionskoefßzient L und der Übergangswiderstand zwischen Bürste 

und Kollektor B^ als konstant angenommen, ^^ =* :r gesetzt, und; da 
die Bürstenbreite b gleich der Lamellenbreite ß:Ä^^ f~i^ ^"'t ^ 
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außerdem J? « i?, + 2JS^, und die kommutierende EMKiE' als lineare 
Funktion von t gleich E + Et gesetzt, aodann -;.- « r und ^^ = r', 
so nimmt (1) die Gestalt der Mieschen Gleichung an: 

0, i = 7. r sei > 0, aber nicht 



Hierzu tritt die Anfangsbedingung: x ■• 
ganzzahlig. ^) 

(2) gehört zu einem Typus von Gleichungen, bei denen der Difife- 

rentialquotient für die Anfangsbedingung in der Form ^ auftritt. Eben- 
so wird für a; = 1, wo, wie später noch gezeigt wird, immer i « — 7 


Fig. 8. 






Nach den Unter- 




dx 
suchungen von Briot und 
Bouquet (Journal de V!^cole 
Polytechnique, cah. 36), und 
Poincare (Journal de TJÖcole 
Polytechnique, cah. 45) ei^bt 
sich a? =• 0, i = 7 als „Sattel- 
punkf', durch den nur ei/ne 
Integralkurve, und zwar eine 
in seiner Umgebung holo- 
morphe, hindurchgeht, während 
x^ly i = — 7 ein „Knoten- 
punkt^ ist, durch den sämüiche 
Integralkurven des allgemeinen 
Integrals hindurchgehen. Fig. 3 
möge die durch das allgemeine 
Integral dargestellte Kurven- 
schar veranschaulichen.') 

K^ stelle das gesuchte partikuläre Integral dar, während die 
übrigen etwa den Verlauf von E^ und K^ nehmen. Aus (2) ergibt 
« 

1) Der Fall eines ganzzahligen x soll, da er in der Praxis nur zufallig ein- 
treten kann, hier anberacksichtigt bleiben. 

2) Auf die übrigen singalären Punkte, besonders auf die Eigentümlichkeit 
des Punktes x ^^ 0^ % ^^ oo und der durch ihn gehenden Kurven kann an dieser 
Stelle nicht näher eingegangen werden. Der vorliegende Fall, bei dem die 
Singularii&tenlinien Kurven dritter und zweiter bezw. erster Ordnung sind, ist 
überhaupt noch nicht genauer untersucht worden. Für die zweite Ordnung findet 
sich eine Diskussion aus den allgemeinen Sätzen Poincar^s bei W. Büchel, 
Dissertation, Jena 1903. 
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sich nämlich: 

i = if, {x) + eIu W + ^x /i W + ^'^-^'' (r-!^)"'. 

/; (a?) = ao + a^x + a^ar* + • • • 
A (p) - &i^ + &2a:* + • • • 

Die Koeffizienten y, sind allgemein bestimmt dnrch die Gleichung: 
_y,.-.i(y-i — t^0 + r,.-2^^ 

'^'' ' " "" i + ir 

Die f{x) sind konvergent far | a; ! < 1, divergent for | x | > 1. Für 
X ^\ ergibt sich Konvergenz, i wird = — i. Damit die Anfengs- 
bedingnng erfüllt ist, muß daher C = sein, und das gesuchte parti- 
kuläre Integral lautet: 

(3) .• = If, {x) + Ey,ix) + H^f, (x) 

oder, wenn (2) durch Quadraturen gelöst wird: 

(»•)•— •'(.:-ir/'-(r^)'[-^'(ri-.-a-^i-«r'>- 



(3) stellt also das den Anfangsbedingungen genügende partikuläre 
Integral in dem ganzen Bereich, von x ^0 bis x = 1 einschheßlich, 
eindeutig, endlich und stetig dar. Auf dem Konvergenzkreise muß nun 
aber mindestens eine singulare Stelle x =^ a von i liegen, wo also i 
sich nicht nach steigenden ganzen Potenzen von x — a entwickeln läBt. 
Da die Differentialgleichung zeigt, daß i im Endlichen sich nur für 
ic = und a: = 1 singulär verhalten kann, so ist x =^ 1 der singulare 
Punkt. Für unser gesuchtes partikuläres Integral ist also a; = r^- 
lärer Punkt und a; = 1 Verzweigungspunkt, während für die übrigen, 
d. h. wenn C + 0? a; = 1 Verzweigungspunkt und x ^0 algebraische 
Unendlichkeitsstelle ist. 

Um nun i in der Umgebung von x ^ l darzustellen, setzen wir 
1 — a; = y und erhalten die Differentialgleichung: 

mit den Anfangsbedingungen y « 1 , i «=> / und y = 0, i = — 2. Als 
allgemeines Integral ergibt sich: 



Von Paul Ribbesell. 343 

oder 

Da alle Integrale durch den Knotenpunkt hindurchgehen ^ so handelt 
es sich darum ^ durch Bestimmung von C" denjenigen Funktionszweig 
zu ermitteln^ der auch durch den Sattelpunkt ?/ = 1 geht. Die Reihen 
F(j/) konvergieren nur für |y|< 1, C" =» würde also eine der Inte- 
gralkurven K^, K^ ... liefern, daher nicht das gesuchte Integral dar- 
stellen. Führen wir aber in (3 a) die Substition 1 — rr = y ein, so er- 
gibt sich: 

V 

Der Vergleich mit (5a) zeigt, daß: 

§4. 
Bereclmung der Integrattonskonstanten durch unbestimmte Integration. 
Da (4) als lineare DiflFerentialgleichung erster Ordnung von der 
Form 2 — \- Pi'^ Q ist, so wird sie gelöst durch die Substitution i = uv, 

wo u bestimmt ist durch die Gleichung: j -f Pu =» und v durch die 

Gleichung: u - -^ =' Q. u wird in unserm Fall: e^'^ T^ j . Also ist 
ii; = — t; bestimmt durch die Gleichung: 

ünsre Konstante C" ist also w^=^i. 

Am einfachsten erhalten wir diesen Wert, wenn wir in (7) un- 
bestimmt integrieren und dann y » 1 setzen. Dies ist aber nur erlaubt, 
wenn die entstehenden Reihen für y = 1 konvergent sind. Nun liegt 
y « 1, wie sich zeigt, auf ihrem Konvergenzkreise, und die Konvergenz 
oder Divergenz hängt daher von dem analytischen Charakter der durch 
die Reihen definierten Funktionen in der Umgebung von y = 1 ab, 
also von Wy^i, Nachdem Herr Thome (Grelles Journal Bd. 100) ein 
Konvergenzkriterium für gewöhnliche Potenzreihen auf dem Konver- 
genzkreise aufgestellt hatte, hat Herr Schlesinger (Handbuch der 
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Theorie der linearen Differentialgleiclmngen I, S. 230 ff.) gezeigt, daB 
dieser Satz auch auf die gewöhnlichen Potenzreihen, welche in der Ent- 
wicklnng eines Elementes des zn einem singalaren Punkte einer Diff^ 
rentialgleichnng der Fnchsschen Klasse gehörigen kanonischen Fnnda- 
mentalsystems auftreten , übertragbar ist. Um dies nachzuweisen, ist 
nur zu zeigen y daß jede solche Potenzreihe einen Funktionszweig defi- 
nierty der in der Umgebung jedes Punktes des Konvergenzkreises, wo 
er sich nicht regulär verhalt, den Charakter eines sich bestimmt ver- 
haltenden Integrals einer linearen Differentialgleichung besitzt Dies 
laßt sich in unserm Fall leicht beweisen. Andererseits genagt aber 
die Funktion tc, wie wir sehen werden, einer Differentialgleichimg der 
Fnchsschen Klasse, bzw. «; ist in Summanden zu zerlegen, deren jeder 
durch eine Differentialgleichung der Fnchsschen Klasse definiert ist; 
die Kanvergena der Reihen steht also fest. 
Setzen wir: 

(9) C" - Ixg,{x, r-) - £ Ji,,(T, x") -H^g^it, r'), 

so lassen sich die Funktionen g durch Reihenentwicklung und glied- 
weise Integration ermitteln. Das ist erlaubt, da die Reihen konrergent 
sind. (Vgl. Stolz, Math. Annalen Bd. 24, Encyklopadie I, A, 3). 
Man erhält: 



(10) 



— t + m+ni 



,,(r, r') =^-(-1)"+- V" • -.+ i + . + n 
q^ix. rO - >i.-r- l>-f »LT LJÜL/ 



Ordnet man in diesen Doppelsummen nach Potenzen von t\ bo treten 
als Koeffizienten hypergeomeirische Funktionen auf, vom Typus- 
-F(— T + 1, — T + 1 + «, - r + 2 + n, 1), die für jedes r>0 i'tw- 
vergent sind. 

Durch Benutzung der Formeln: 

und 



r(r).r(i-r) 



n 
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erhalten wir: 



(11) 







9s(h ^0 ' 



itn^ nl (n + 2J' 



Wir erhalten also für C" denselben Wert wie Herr Mie, wenn noch 
berücksichtigt wird, daB: 



(12) 



rffi(r, tO - (2 - T'V,(r, t') + 2r'g,(T, r'). 



Weshalb jedoch diese BestimmungsmeÜwde der Mieschen vorzuziehen ist, 
wird später ersichtlich. 

Zn denselben Resultaten kommen wir anch^ wenn wir die Integrale 

benatzen; so ist: 

1 

Ä(*,0-/«-*''!r'(i-y)'. 

Falls < T < 1, können wir setzen: 

1 



und erhalten durch Benutzung der ^-Funktionen das vorige Resultat. 
Streng genommen, gilt dies nun aber nur für 0<t<1; denn nur 
dann hat das Integral einen Sinn. Die ^-Funktion läBt sich ja aller- 
dings durch die Formel, die B{a + m, b + n) mit B(a, b) verbindet, 
auch {fir negative Werte der Argumente analytisch fortsetzen, aber 

die Eulerschen Integrale sind dann sinnlos, die (/-Funktionen lassen 

1 
sich nicht mehr als f darstellen. Daß wir nun aber in dem Falle r > 1 

fiir die bestimmten Integrale einen Ersatz finden können, dem die 
(jhFunktionen genügen, und dem dann die £- Funktionen entsprechen, 
zeigt die folgende Überlegung. (Vgl. Jordan, Cours d'Annalyse III; 
Pochhammer, Math. Annalen Bd. 35 — 37, Grelles Journal Bd. 102; 
Schlesinger, Einfahrung in die Theorie der Differentialgleichungen, 
Kap. IV, V). 
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§5. 
Beredmnng der Integrationskonstanten dorcli bestimmte Integration. 

T 
Betrachten wir in (8) nur den Faktor von — ^ f und entwickeln 

e-^'ff in eine Reihe, so läßt sich die Gleichung zerlegen in: 

'';;=y-(l-y)^ %^=.-r>— '(i-y)', ••• 

Jede dieser Differentialgleichungen erster Ordnung ist gleichbedeutend 
mit einer der zweiten Ordnung. So geht aus der ersten durch Diffe- 
renzieren die folgende hervor: 

. -v d}%D, die, f. 

Dies ist aber ein Spezialfall der Gaußschen Differentialgleichung der 
hjpergeometrischen Reihe zweiter Ordnung, die allgemein lautet: 

In unserm Fall ist also y = r, a = — 1, /3 = 0. Als das für unsern 
Zweck allein brauchbare Hauptintegral in der Umgebung von y = 
ergibt sich: ^^ „ c,y'-'F{- r, - r + 1, - r + 2, y). 

q bestimmt sich, da tv^ auch der Gleichung (8) genügen muß, als: 

^ ^f Ahnliches gilt för /«?,, w^, . . ., und wir erhalten wieder die 

Resultate von (11). 

Anstatt durch Reihen kann man die Gau ß sehe Differentialgleichung 
auch durch bestimmte Integrale lösen. Man setzt: 

h 

•j 

und bestimmt Qj h und f7. Das für unsern Zweck in Betracht kommende 

Hauptintegral wird: 

y 



wo den a, /3, y gewisse Bedingungen auferlegt sind. Indem wir « = vy 

i 
setzen, erhalten wir ein /; setzen wir dann y =« 1, so vermittebi be- 



kanntlich die Eulerschen Integrale (VgL Pochhammer a. a. 0.) die 
Darstellung durch F- Reihen mit der durch bestimmte Integrale. In 
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unBerm Fall ist die Eonstante JB(— t + 1, 1), was gleich — — _, - ist. 

Die Integration durch bestimmte Integrale liefert also direkt die Aus- 
drücke von (11). Natürlich gelten wieder die Integrale streng nur 
für 0<T< 1, und für g^{r, t') läßt sich direkt überhaupt kein kon- 
yergentes Integral aufstellen, außer durch die Relation (12). Wir suchen 
daher einen Ersatz für die Integrale. Dies gelingt durch Einführung 
von gewissen Doppelumlaufintegralen in der komplexen Ebene. (Jordan, 
Pochhammer, Schlesinger a. a. 0.) 

Ist allgemein f{u) '^ {u — pY^^^u — qy^^q)(u), wo q)(u) eine in 
der Umgebung von p und q eindeutige Funktion von u ist, so werde 
als Integrationsweg ein Doppelumlauf um die beiden Verzweigungs- 
punkte p und q der zu integrierenden Funktion f(u) gewählt, und 
zwar 80, daß die Punkte p und q abwechselnd umkreist werden, jeder 
zuerst im positiven, dann im negativen Sinne. Es gilt dann, nach 
Zusammenziehung des Integrationsweges, die Gleichung: 

ff{u)du^{e^''''-l)ie''"'-l)ff{u)du + {e^''''^ l)s^^{e'^'^- 1)«,^; 

WO Sp bezw. s^ die einfachen kleinen Schleifenintegrale um j> und q 

darstellen. Ist nun das gradlinige Integral i f(u)du konvergent, so 

p 
verschwinden die Schleifenintegrale s^^ und 5^, also bleibt: 

ff(u)du = (e^''*^ - l)(e*'''^ - l)Jf(u)du. 

(9,P) P 

,^6enügt also das Integral j f{u)dUj wenn es konvergent ist, einer 

p 
linearen homogenen Differentialgleichung, in welcher ö und r als 
Eonstante vorkommen, während eine der Größen p und q, bezw. ein in 
(p{u) enthaltener Parameter die unabhängige Variable der Differential- 
gleichung darstellt, so liefert das hier definierte Integral mit Doppel- 

Umlauf einen Ersatz für das partikuläre Integral j f{u)du in denjenigen 

p 
Fällen, wo das letztere, wegen der Art der in u^p oder u^q ein- 
tretenden Unstetigkeiten von /*(«) keinen bestimmten Sinn behält." 

(Pochhammer, Math. Annalen Bd. 35.) Ich kann also für das Inte- 

1 — 

gral w^ = (\r ^ (1 — uy d ti das Integral jw ' (1 — uydu als Ersatz 

{1, 0) 
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nehmen. Dies genügt nun aber wieder einer Differentialgleichmig 
der hypergeometriscfaen Reihe ^ durch deren Auflösung sich wieder 
t€^i = c • F(— T, — T + 1; — r + 2, 1) ergibt, wo c passend bestimmt 
wird. Andrerseits kann ich aber auch direkt das Doppelumlaufintegral 
als Definition der JS- Funktionen für beliebige Argumente benutzen. 
Es ist: 

In unserm Fall also: 

fu-\l — m)* = (2 — 2 cos 27tx) • w^. 

(iro) 

Wir können daher die Doppelumlaufintegrale wählen, müssen aber das 
Resultat durch (2 — 2 cos 2 ät) dividieren. 

Eine noch einfachere Methode der Konstantenbestimmung wird 
erhalten, wenn wir, anstatt die Teilintegrale w^, w^ , . , darch Doppel- 
umlaufintegrale zu ersetzen, direkt für C" ein bestimmtes Integral aaf- 

T 
stellen. So ergibt sich z. B. für den Paktor von — Ey^, also fär 

^j(r, r'), daß er, abgesehen von der Eonstanten: 2 — 2cos23rr mit 
folgendem Integral übereinstimmt: 



(1,0) 

Dies Doppelumlaufintegral genügt aber einer Laplace sehen Differential- 
gleichung 2. Ordnung, nämlich der Gleichung: 

Durch die Auswertung dieser Gleichungen ergeben sich wieder die 
Werte (11), die wir nach der bei der Laplaceschen Gleichung üblichen 
Schreibweise folgendermaßen schreiben können: 

^i(*' O = e£-^ [Fi- '^ + 1, 1, - r') + F{- X, 1, - t')] 
(13) g,{t, r') - ^«-^ F{- r + 1, 2, - r') 

9t{h ^') =• "^^^^^Fi- r + 1, 3, - t'). 

Die Funktionen F sind ganze transzendente Funktionen von x', die fBr 
jedes r' konvergieren, und zwar för kleine t', auf die es j» i" ^^ 
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Praxis allein ankommt, sehr gut konvergieren. Die Gleichungen (10), 
(11) und (13) liefern uns also die Konstante C" für alle nicht ganzzdhligen 
positiven t. 

Ist nun C" von Null verschieden, so ergibt sich i aus (5) als 
mehrdeutige Funktion von y. Da nun aber i in der Umgebung von 
X ^0, bis a; = 1, eindeutig sein soll, so muß in (5) derjenige Zweig 
fixiert werden, der durch a? = 0, i =- 7 hindurchgeht, d. h. wir haben 

einen ganz bestimmten Wert für L^ ) zu wählen. Da nur die 

reellen Integralkurven in Betracht kommen, so handelt es sich um die 
Bestimmung des Vorzeichens. Nun hängen, wie (5 a) zeigt, auch die 

Potenzreihen von demselben Faktor L^ j ab, und damit sie der 

Anfangsbedingung genügen, muß der positive Wert des Faktors ge- 
nommen werden. Dasselbe folgt aus der obigen Bestimmungsmethode 
von C". Diese notwendige Festsetzung fehlt auch in der neuen Ab- 
handlung des Herrn Mie. Ebenso fehlt ein strenger Konvergenzbeweis 
für die bei der Bestimmung der Konstanten benutzten mehrfachen Reihen. 

§6. 

Die Abhandlung des Herrn Mie. 

Ich komme nun zu meiner Entgegnung auf die neue Abhandlung 
des Herrn Mie. Daß zu einer Kritik seiner alten Abhandlung vom 
Jahre 1899 sehr wohl Veranlassung vorlag, verschweigt Herr Mie, 
denn diese AWuindlung ist keineswegs fehlerfrei gewesen. Um nur das 
Wichtigste zu nennen, behauptet er dort, daß die Entwicklung von i 
nach Potenzen von x für x^\ divergent sei, und daß aus diesem Grunde 
die weiteren Rechnungen nötig seien. Femer gibt er für den Fall, 
daß r eine ganze Zahl ist, in seiner Formel (24) ein falsdies Integral 
für i. Wenn Herr Mie weiter in der Einleitung seiner neuen Ab- 
handlung sagt, daß er jetzt einige Überlegungen imd Rechnungen hinzu- 
füge, die die alte ,yVielleidit noch etwas ergänzen'^ so ist hierzu zu be- 
merken, daß die alte Arbeit in Wahrheit gar keine Konstantenbestimmung 
enthält, sondern nur die folgende Andeutung: „i ist mit Hilfe der drei 
Potenzreihen /i(a:), f^lx), f^(x) zu berechnen, welche für x « 1 (d. h 
t^ T) divergent werden. Wir müssen also für die Berechnung von i 
gegen Ende des Kurzschlusses eine andere Reihenentwicklung suchen. 
Es gelingt dies, wenn man die Reihen umwandelt in Reihen, welche 
anstatt nach Potenzen, nach hypergeometrischen Funktionen fortschreiten. 
Da man die Grenzwerte der hypergeometrischen Funktionen für x = 1 
kennt, so gelangt man dadurch zu einer Reihenentwicklung der drei 
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Funktionen /i, /'j, /j nach Potenzen von y ^ 1 — x^. Dann folgt gleich 
das Endresultat. Hieraus läßt sich nidit deutlich entnehmen, wie Herr 
Mie zu seinen Resultaten gelangt ist. Es wird kein Wort von dem 
Zusatzstrom V, kein Wort üher die Iniegraldarsteäung von i gesagt, 
auf deren Einführung die Methode beruht, die Herr Mie jetzt anwendet 
Ob er schon 1899 im Besitze dieser Methode gewesen ist, oder sich 
nicht vielmehr der falschen Herleitung bedient hat, die ich in meiner 
Dissertation auf Grund jener Andeutungen vermutungsweise als die 
seinige bezeichnet habe, möge dahingestellt bleiben. Jedenfalls fährt 
auch die neue Methode des Herrn Mie, sobald sie ohne Einfahnmg 
des Zusatzstroms angewandt wird, auf den von mir bezeicfmeten FMer, 

daß lim ^^ falschlich = gesetzt wird, oder auf eine Rechnung 

mit divergenten hypergeometrischen Beihen. Sodann steht das Ergebnis, 
daß r unbedingt > 1 sein muß, mit den Tatsaclien der Elekirotedmik 
in Widerspruch, Trotzdem bezeichnet Herr Mie in seiner neuen Ab- 
handlung r > 1 (zbermals als erste Bedingung für den funkenfreien Gang 
der Maschinen. Endlich hat Herr Mie bei Aufstellung seiner Gleichung 
Kräfte vernachlässigt, die erwiesenermaßen einen großen Einfluß auf 
den Verlauf des Eurzschlußstroms ausüben, so daß seine BesidiiUe für 
die Praxis nicht als erste Annäherung gelten können. 

Wenn meine Dissertation auch das genannte Versehen enthalt, 
welches ich, wie erwähnt, schon vor dem Erscheinen der neuen Mieschen 
Abhandlung öffentlich bekannt gegeben habe (E. T. Z. 1906, Heft 3), 
so bin ich in ihr doch über die alte Abhandlimg des Herrn Mie er- 
heblich hinausgegangen, denn ich habe auf Ghrund der Untersuchungen 
von Briot und Bouquet die Differentialgleichung (2) klassifiziert und 
die Punkte o; = und a? = 1 bezw. als SatteJr und Knotenpunkte erkannt. 
Herr Mie spricht dagegen nur von dem Integral i, während doch, da 

ic = singuKrer Punkt der Differentialgleichung ist und \^\ in 

der Form § erscheint, durch die Anfangsbedingung x =^0, i = ^f ^^ 
für T > ein bestimmtes partikuläres Integral definiert wird. 

In der alten Abhandlung fehlte auch die Bestimmung der Kon- 
stanten C'y die ohne Beweis gleich Null gesetzt wird. In der neuen 
Arbeit verfährt Herr Mie nun unter Berufung auf „Die Gleichstrom- 
maschine^' von Arnold in folgender Weise (S. 40): „Das allgemeine 
Integral der Gleichung läßt sich folgendermaßen schreiben: 

'-'-"'(^T[/-(Ä)V'(i-i^.)-«r-"?'H'+' 
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wo c eine willkürliclie Konstante sein soll. Durch Herübermultiplizieren 
bekommt man: x 






Läßt man nun x gegen Null konvergieren, so wird die linke Seite 
Null, ebenso das bestimmte .Integral. Daraus folgt c = 0. Dieser 
einfache Schluß ist Herrn Riebesell so unverständlich, daß er ihn 
meint mit der kurzen Bemerkung abtun zu können: Das Unzulässige 
dieser Bestimmung ist ersichtlich.'^ 

Ich gebe zu, daß ich mich kurz ausgedrückt habe; ich rechnete 
eben auf das entgegenkommende Verständnis des aufmerksamen Lesers. 
Herrn Mie will ich aber ausführlich zeigen, warum sein „einfacher 
Schluß^ unzulässig und fehlerhaft ist. Er beruht auf zwei Voraus- 
setzungen. Daß die linke Seite gegen Null konvergiert, setzt voraus, 
daß erstens % für x = einen bestimmten endlichen Wert hat, und 
zweitens, daß r größer als Nuü ist Was das zweite betrifft, so rechnet 
Herr Mie wiederholt mit negativen Werten von r. Was das erste an- 
geht, 80 ist der Punkt x = ein singtUärer Punkt der Differentidlr 
gleichung, und daß es überhaupt ein Integral gibt, bei dem i für a; =» 
einen endlichen Wert hat, ist keineswegs selbstverständlich, muß viel- 
mehr erst bewiesen werden. Der „einfache Schluß^' ist nichts anderes 
als ein Zirkelschluß, da bei ihm die zu beweisende Existenz des Inte- 
grals bereits stillschweigend vorausgesetzt wird. Das Fehlerhafte der 
Schlußweise sieht man am einfachsten ein, wenn man bedenkt, daß 
genau mit denselben Worten bewiesen werden könnte, daß C =» ist 
bei einem Integrale, das für x =»0 irgend einen gegebenen endlichen 
Anfangswert besitzt, während doch nur ein einziges Integral mit dem 
endlichen Anfangswerte /für rc = vorhanden ist, wie ich dies ja 
auch in der Dissertation amdrücMich hervorhebe. 

Daß ich unter diesen Umständen vermutete, Herr Mie möchte bei 
der Bestimmimg der Eonstanten C", über die er nur Andeutimgen 
gemacht hatte, in ähnlicher imzulässiger Weise wie bei C (bzw. c) 
vorgegangen sein, wird man hiemach erklärlich finden. Bei Einführung 
des Zusatzstroms fällt mein Bedenken allerdings fort, allein von diesem 
Zusatzstrom war in der Abhandlung des Herrn Mie von 1899 mit 
keinem Wort die Rede. Bei dieser Gelegenheit behauptet Herr Mie, 
daß ich „in einem Atemzuge sage, daß das Integral: 
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natürlich divergent sei, und, daß dasselbe Integral mit den Grenzen 
bis 1 einen bestimmten endlichen Wert habe, der mit der gesuchten 
Eonstanten übereinstimmt/' Diese Behauptung widerspricht dem 
wirklichen Sachverhalt. Ich sage im Gegenteil an dieser Stelle atis- 
drücklich, daß das Integral von bis 1 ,,keinen bestimmten Sinn^ hat, 
daß aber, wenn man es trotzdem durch formale Anwendung der 
^-Funktionen auswertet, ohne also auf die Divei^nz Rücksicht zu 
nehmen, allerdings die Eonstante des Herrn Mie herauskomme, deren 
Bestimmung auf diesem Wege d>en unzulässig sei. Herr Mie scheint 
diese einfache Überlegung nicht verstanden zu haben. Ebenso wenig 
hält dieser Herr es für nötig, eine Fixierung des Vorzeichens in (5) 
vorzunehmen, um den durch den Sattelpunkt gehenden Zweig d^ In- 
tegrals zu erhalten. Sodann widerspricht auch die Anmerkung auf 
S. 39 dem wahren Sachverhalt; denn der Fall (1) ist nidit „die Ent- 
wicklung der Funktion um den Punkt herum." Ich kann deshalb 
nicht umhin, meine Verwunderung darüber auszusprechen, daß Hen 
Mie sich für berechtigt hielt, über eine Arbeit zu urteilen, die er so 
flüchtig durchgelesen hatte. 

Die übrigen Ausführungen des Herrn Mie sind wesentlich physi- 
kalisch-technischer Art und werden weiter unten ihre Erledigung finden. 

Zum Schluß möchte ich noch hervorheben, daß die Eritik der 
alten Mi eschen Abhandlung nur einen Teil meiner Dissertation bildet 
Da die Bedingung t > 1 für Funkenfreiheit nicht „unerläßlich" ist, wie 
Herr Mie glaubt, also auch die Miesche Gleichung, aus der t>1 
hergeleitet wird, nicht immer der Wirklichkeit entspricht, habe ich 
dort auf den letzten 20 Seiten alle Kräfte festzustellen versucht, die 
auf eine kurzgeschlossene Spule wirken. Auf diese Ausführungen, die 
allerdings den Wert der Mie sehen Differentialgleichung beeinträchtigen, 
ist Herr Mie in seiner neuen Abhandlung mit keinem Worte eingegangen. 
Wer nur diese Abhandlung liest, muß daher ein ganz falsches Bild von 
dem Inhalt meiner Dissertation bekommen. 

§7. 

Die gunstigen Bedingungen. 

Die technischen Folgerungen aus der Eurzschlußstromkurre be- 
ziehen sich, wie gesagt, auf die Ursachen und das Auftreten von 
Funken zwischen Bürste und Eollektor. Da für x = : i = / ist und 
auch für a: = 1 : t =- — J, so kann eine eigentliche Unterbrechung des 
Stroms nicht eintreten. Die Stromdichte und die Potentialdifferenz 
sind daher ausschlaggebend. Wie die Praxis lehrt, ist der Moment 
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am Schluß der Kurzschlußperiode der gefährlichste fQr die Funken- 
bildung. Da die Siaromdichte an der ablaufoiLden Lamelle gleich i/JT __ ^ c f 

IL (I I i)T 
wo /J als I^Flache aufgefaßt ist, und die Potentialdifferenz ß(fp'__L y 

80 sind die betreffenden Werte für rc •» 1 : — ^ f^j (nicht ^ (^ j , 
wie Herr Mie in der neuen Abhandlung S.52 schreibt) und: —B^ ^\Jt) > 
also proportional (^j _ . Nun zeigt (5), daß, da C" im allgemeinen 
+ 0, (^^^^^=-oo ist für r^l, während (^j)^_^ endlich für r>l. 

Letztere Bedingung tritt also als unerläßicfi für Funkenfreiheit auf.^) 
Das günstigste Verhältnis tritt natürlich ein, wenn die Stromdichte 

zum Schluß gleich Null ist, d. t. K*) =0 ist. Der günstigste Ver- 
lauf der Eurzschlußstromkurve würde also etwa durch K^ in Fig. 3 
dargestellt werden, während K^ kein funkenfreies Arbeiten der Maschine 
Uefem könnte. Aber nicht nur das Ende der Eurzschlußperiode ist 
für das Funkengeben maßgebend, sondern der ganze Verlauf des Kurz- 
Schlußstroms. Vor allen Dingen darf es nicht eintreten, daß der Strom 
überkommutiert wird, d. h. daß, bevor < = T ist, i schon kleinere Werte 
als — / annimmt. Ein Verlauf wie K^ in Fig. 3 darf also nicht 
eintreten; denn sonst würde die Bürste an gewissen Stellen zu stark 
in Anspruch genommen werden, was zu einer Funkenbildung unter 
der Bürste führen könnte. Wenn auch nicht sichtbar, so würden diese 
Funken doch die Bürste an bestimmten Stellen stark abnutzen oder 
erhebliche Wärmeentwicklung am Kollektor verursachen. Man kann 
diese Abnutzung auch an gebrauchten Bürsten vielfach wahrnehmen. 
Man wird nun einigermaßen sicher vor Überkommutierung sein, wenn 

Außer der bisher betrachteten lokalen Wärmeentwicklung unter 
der ablaufenden Bürstenkante ist der während der ganzen Kurzschluß- 
periode durch die Wärmeentwicklung unter der Bürste bedingte 
Effektverlust in Betracht zu ziehen. Führen wir den zusätzlichen 
Korzschlußstrom T =- i — 7(1 — 2a;) ein, so wird die während einer 
Eurzschlußperiode erzeugte Wärme: 

(14) B,TJ[AP + ^:,^^dx. 



1) Die Zufallsbedingung C" »» bleibt hierbei unberückeichtigt. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Phyaik. 5S. Band. 1906. 4. Heft. 23 
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Diese wird am kleinsten, wenn i'=«0 ist, d.h. wenn j=i(l — 2j), 
wenn also der Strom ganz gleichmäßig kommutiert wird. Dann ist 
die Potentialdifferenz unter der ablaufenden Lamelle wie anch unter 
der auflaufenden Lamelle konstant = 2iJBi, die /-Kurve verlänft wie 
die Gerade Ky Diesen Verlauf bei der konstanten Stromdichte unter 

der Bürste (^j hatte Herr Thorburn Reid für den günstigsten ge- 
halten. Durch die Untersuchungen, besonders der Herren Fischer- 
Kinnen und Arnold, hat sich jedoch gezeigt, daß, wie dies ja auch 
physikalisch klar ist, 

(«) ©..r-O. 

d. h.: zum Schluß keine Potentialdifferenz und Stromdichte, die 
günstigste Bedingung angibt. In zweiter Linie kommt erst die gesamte 
Strom wärme in Betracht. Da schon i'=0 nicht den günstigsten Ver- 
lauf liefert, so hat die Untersuchung, wann (14) f&r i'+O ein Mini- 
mum hat, die Herr Mie im. 11. Abschnitt seiner neuen Abhandlung 
durchführt, keine praktische Bedeutung^ zumal die physikalisch unzu- 
reichende Kurzschlußdifferentialgleichung (2) zugrunde gel^ ist und 
hier überdies noch die völlig willkürliche Bedingung eingeführt wird, 
daß die kommutierende EMK eine lineare Funktion der Zeit und des 
Bürstenverschiebungswinkels sei. Außerdem unterläßt Herr Mie es, 
zu untersuchen, ob seine Bedingung (45) taisäddich ein Minimum des 
Eifektverlusts liefert. Jedenfalls zeigen seine Formeln (39) bis (41), 
daß die zweite Ableitung negativ sein kann, so daß also die angefahrte 
Bedingung ein Maximum der Wärmeentwicklung liefern könnte. Es 
muß daher der Bedingung (45) unbedingt eine zweite Gleichung himu- 
gefügt werden, die eine Beziehung zwischen t und t' für das Eintreten 
eines Minimums angibt. Eine exakte Herleitung dieser Beziehungs- 
gleichung ist nur mit Hilfe komplizierter Reihenentwicklungen möglich 
und soll hier nicht gegeben werden. Denn obgleich in dem von 
Heri'n Mie angeführten Zahlenbeispiel die Bedingung für ein Minimum 
erfüllt ist, so zeigt das Resultat, wonach für diesen angeblich günstigen 
Fall starkes Überkommulieren auftritt, zur Genüge, daß die gange Bech- 
nung praktisch wertlos ist. Wie genauer das Minimum der Wärme- 
entwicklung als Funktion des Bürstenverschiebungswinkels zu bestimmen 
ist, wird aus den später abzuleitenden Formeln ersichtlich sein, soll 
hier jedoch der geringen technischen Bedeutimg wegen nicht weiter 
ausgeführt werden. 

Im allgemeinen kann man nur sagen, daß der Effektyerlust keine 
erheblichen Dimensionen annehmen wird, solange die t-Eurve nicht 
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allzusehr von der geraden Linie abweicht. Nun zeigt die Praxis, daß 
außer dem Endmoment der Eurzschlußperiode auch der Beginn für 
die Funkenbildung gefährlich sein kann. Solange t > ist, kann zwar 

(^) ^ nicht <x> werden, aber es kann erhebliche endliche Werte an- 
nehmen, 60 daß wir als günstige Bedingung verlangen können, daß sich 
in diesem Moment die i-Kurve der gradlinigen Kommutierungskurve K^ 
nähert, d. h. daß: 

ist 5 dann wird Unter- und Überkommutierung möglichst vermieden 
werden, 

§8. 

Die gegenseitige Induktion und die kommutierende EMK, 

«Die aus der bisher zugrunde gelegten Differentialgleichung (2) 
folgenden Resultate stehen, wie mehrfach erwähnt, im Widerspruch 
mit den Tatsachen der Praxis. Schon die erste unerläßliche Bedingung: 

22. T 

—— > 1 wird zwar bei Kohlebürsten, für die B^ relativ groß ist, meist 

eben erreicht, für Metallbürsten jedoch ist bei durchaus gut fdnktio- 
nierenden Maschinen r fast immer außerordentlich viel kleiner als 1, 
wie die Herren Fischer-Hinnen, Arnold und Isler (a. a. 0.) fest- 
gestellt haben. ^) Es kann dies nur daran liegen, daß bei der Aufstel- 
lung der Differentialgleichung (2) magnetische oder elektrische Wir- 
kungen vernachlässigt worden sind, die tatsächlich einen größeren 
Einfluß ausüben. Dies ist nun der Fall, nicht nur für die in r vor- 
kommenden Ghrößen R^ und L, sondern auch für mehrere andere 
Parameter der Gleichung, während wieder andere Wirkungen ganz außer 
Acht geblieben sind. 

Zunächst ist der Selbstinduktionskoeffizient L von t abhängig; da 
die Spulen sich den Polschuhen nähern, wird er im allgemeinen mit t 
wachsen. Wie noch gezeigt wird, können wir jedoch in der Nähe der 
neutralen Zone, um die es sich ja immer handelt, zumal in unserm 
einfachen Fall, das Feld als homogen ansehen, und so auch L kon- 
stant nehmen. Außerdem wirkt nun aber die gegenseitige Induktion 
und zwar einerseits zwischen den Spulen, welche gleichzeitig kurz- 
geschlossen sind und andrerseits zwischen der betrachteten Spule tmd 

1) Daß Herr Arnold den Aasfühnmgen des Herrn Mie (S. 53—60) zu- 
Btimmt, ist mir nnverständlich, da diese zum Teil seinen früheren Untersuchungen 
widersprechen. 

28* 
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den sie umgebenden Armatorteilen. Können wir die letztere Wirkung 
im allgemeinen vemaclilässigen, so setzt sich die erstere zusammen aus 
der Wirkung der unter der selben Bürste gleichzeitig kurzgeschlossenen 
Spulen (bei l> ß) und aus derjenigen der unter den andern Bürsten 
geschlossenen Spulen. Für den einfachen Fall der Fig. 1 und Fig. 2 
ist auBer der betrachteten immer noch eine Spule, nämlich die unter 
der andern Bürste, dauernd im Kurzschluß. Da wir eine yollkommen 
symmetrisch konstruierte und laufende Maschine voraussetzen, so wird 
der Kurzschlußstrom unter der zweiten Bürste dieselbe Phase haben 
wie unter der ersten. Ist der Koeffizient der gegenseitigen Induktion J/, 

so erhalten wir demnach einfach eine additive EMKiM (j-A. Ist nun 

b> ßf so kommen außerdem noch die EMKc der andern unter der- 
selben Bürste befindlichen Spulen hinzu, in denen der Kurzschloßstrom 
allerdings verschiedene Phase haben wird. Im allgemeinen können 
wir sagen, daß die Gesamtwirkung der gegenseitigen Induktion dorch 

den Ausdruck L^-^ gegeben wird, wo der „scheinbare Selbstinduktions- 

koeffizient^* L, = L + SM ist. 2^M kann hierin positiv und negativ 
sein. Die Arbeiten des Herrn Benischke haben gezeigt^ daß meistens 
die gegenseitige Induktion eine schwächende Wirkung ausübt, EM alsa 
negativ zu nehmen ist. 

Eine zweite willkürliche Annahme in der Gleichung (2) ist die der 
kommutierenden EMK: i?' als lineare Funktion der Zeit: E' ^^E+Ht 
Dieser Bedingung wird im allgemeinen nur genügt, wenn i gradlinig 
verläuft. Da nun aber in der Praxis die gleichmäßige Kommutierungs- 
kurve fast nie eintritt, auch nicht, wie wir sahen, den günstigsten 
Verlauf darstellt, so wird E' eine kompliziertere Funktion von t sein. 
(Vgl. Pohl a. a. 0.). Aus den Daten der Praxis ist die Form dieser 
Funktion nicht mit Sicherheit zu ermitteln, es wird daher unsre Auf- 
gabe sein, für den zugrunde gelegten einfachen Fall E' aus der Gestalt 

und den Dimensionen des Feldes nach der Formel: jB' = — -^ zu be- 
rechnen, wo N die Zahl der durch die Spule gehenden Kraftlinien 
bezeichnet. Wie das Fixieren der Kraftfelder gezeigt hat, ist in der 
Umgebung der (allerdings verschobenen) neutralen Zone das Feld als 
homogen anzusehen. Das Gesamtfeld setzt sich nun aus zwei Kom- 
ponenten zusammen, erstens aus der durch die Feldmagnete erzeugten 
Feldintensität F und zweitens aus der infolge des Ankerstroms erzeug- 
ten Ankerintensität Ä, Denn haben wir eine zweipolige Maschine, so 
entsteht zwischen den Polen zunächst ein homogenes Feld, welches 
aber durch die „Ankerrückwirkung^* verzerrt wird. Die neutrale Zone 
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liegt daher nicht mehr in der Mitte zwischen den beiden Polen, wie es 
in der Ruhelage der Maschine der Fall sein würde, sondern sie ist 
theoretisch als Senkrechte zur Richtung des resultierenden Magnetismus 
zu deuten. Die Richtung des Erregermagnetismus ist durch die Linie 
NS in Figur 1 gegeben. Die des Ankermagnetismus hängt natürlich 
ganz von der Stellung der Bürsten ab; denn da in den beiden Anker- 
hälften der Strom in verschiedener Richtung fließt, so werden die 
Stellen, an denen die Bürsten aufliegen (bei B^ und B^ in Fig. 1) zu 
Polen. @ollen nun die Bürsten in der resultierenden neutralen Zone 
stehen, d. h. soll die Resultante senkrecht zur Bürstenstellung sein 
(damit auch zu A), so ist offenbar der Bürstenverschiebungswinkel <p 
gegeben durch: 

sin SP = j^- 

Diese Formel ist die in den elektrotechnischen Lehrbüchern angegebene 
zur Berechnung des Bürstenverschiebungswinkels. (Vgl. E. Kittler, 
Handbuch der Elektrotechnik; S. P. Thompson, Die dynamoelektrische 
Maschine). Ihre Voraussetzung, nämlich die Stellung der Bürsten in 
der resultierenden neutralen Zone, trifft aber in der Praxis nicht zu; 
vielmehr müssen die Bürsten noch weiter vorwärts geschoben werden, 
damit die kommutierende EMK wirken kann. Sehen wir die ur- 
sprüngliche neutrale Zone als Anfangslage an, und nennen den 
Winkel, um den die Bürsten verschoben sind, 9), so gilt allgemein 
die Fig. 4. 

Die Resultante B gibt hier die Intensität des resultierenden Feldes 
nach Oröße und Richtung an. Sehen wir das Feld als homogen an, 
so müssen wir die Zahl der 
Kraftlinien bestimmen, die zur 
Zeit t (vom Beginn des Kurz- 
schlusses gerechnet) durch die 
Windungsfläche der kurzge- 
schlossenen Spule des Ring- 
ankers hindurchgehen. Der Win- 
kel, um den die kurzgeschlossene 
Spule sich zur Zeit t von der 
ursprünglichen neutralen Zone 
entfernt hat, ist dann in Bogen- 
maß: 9) + 2jcntj da 9 den 
Winker beim Beginn des Kurz- 
schlusses angeben soll. Die Zahl der Kraftlinien, die zur Zeit t die 
Spule durchsetzen, ist dann gegeben durch die Komponente von 12, 
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die senkrecht zur Windongsflache der Spule, d. h. in Fig. 4 zur 
Linie X, steht. Es ist daher: 

(17) N ^f[F cos (y + 2%nt) - X sin 25rnq, 

wenn 2f einen durch die Dimensionen der Polschuhe, des Ankereisess 
und des Luffcabstandes zwischen Anker und Feldmagneten bedingter 
Faktor ist, der die Dimension des Gesamtfeldes angibt, und etwa als 
Maschinenkonstante zu bezeichnen ist.^) Damit wird: 

(18) E' = 2nnf[F9m (<jp + 2%nf) — .4 cos 2%nt\ 

Wir haben hierbei vorausgesetzt, daß das resultierende Feld homogen 
sei, daß also auch F und A von der Zeit unabhängig sind. GenaQ 
genommen wird jedoch durch die Verzerrung des Feldes infolge der 
Ankerrückwirkung dasselbe etwas inhomogen. Nach der austretenden 
Polkante zu werden die Kraftlinien allmählich dichter zusammengedrängt 
wie sich durch Fixieren der Kraftfelder gezeigt hat. Man müßte daher 
genauer F und A als lineare Funktionen der Zeit ansehen. Für die Run- 
schlußstromkurve, für die es sich immer nur um das Feld in der Nähe 
der neutralen Zone handelt, gilt jedoch mit genügender Annäherong 
die Gleichung (18), und auch für das Gesamtfeld sei der Einfachheit 
halber das Feld als homogen angesehen, also (18) als gültig ange- 
nommen. Die schwachen Verluste durch Wirbelströme, Hysteresis, 
Ausstrahlimg und Streuung der Kraftlinien sollen nidit berücksichtigt 
werden, ebensowenig die Kapazität der kurzgeschlossenen Spiüe. 

§9. 

Die magnetische Wirkung des Eurzschlußstroms und der Obergangs- 
widerstand. 

Die bisher als Ankermagnetismus oder Ankerrückwirkung bezeich- 
nete Größe A setzt sich zusammen aus den Amperewindungen des 
Ankerstroms 1 und den Amperewindungen des Kurzschlußstroms i. 
Überdeckt die Bürste mehrere Lamellen, so wird offenbar i beträchtliche 
Wirkungen ausüben können. Herr Pohl hat (a. a. 0.) zuerst genauer 
diese magnetischen Wirkungen der Kurzschlußströme untersucht, und 
er gelangt zu dem Resultat, daß „diese Einflüsse der Kurzschloßßtröme 
auf die Gesamtzahl der wirksamen Linien von keineswegs zu vernach- 
lässigender, unter Umständen sogar die andern Ursachen der Anker- 

1) Die infolge eines bestimmten zugrunde gelegten Maßsystems in <leo 
Gleichungen auftretenden Konstanten sollen im folgenden nicht berücksichtigt 
werden. 
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Tuckwirkxmg weit überwiegender Bedeutung sein können". Wenn ich 
auch diesem Resultat aus weiter unten zu erörternden Gründen nicht 
unbedingt zustimmen kann^ so verdient doch der Einfluß der Kurz- 
schlußströme auf die Feldgestaltung näher untersucht zu werden. Wie 
Herr Pohl hervorhebt, ist eine zweifache Wirkung der von den Kurz- 
schlußströmen hervorgerufenen Kraftlinien zu unterscheiden. Ein Teil 
wird durch Pol und Joch geschlossen werden, und so für das Gesamt- 
feld in Betracht kommen, ein andrer wird sich direkt um die Drähte 
der kurzgeschlossenen Spule durch die Luft schließen, und so nur für 
das Kommutierungsfeld in Betracht kommen. Wir werden also einen 
Einfloß auf die nutzbare EMK der Maschine und eine Wirkung auf 
die in Betracht kommende kommutierende EMK zu unterscheiden 
haben. Daß das Feld in der Umgebung der Bürsten periodische 
Schwankungen von der Frequenz der Kommutierung durchmacht, ist 
mehrfach beobachtet worden. Wollen wir diese Wirkung in unsrer 
Differentialgleichung berücksichtigen, so müssen wir bedenken, daß sie 
mit der richtig gemessenen Wirkung der Selbstinduktion und gegen- 
seitigen Induktion identisch ist, da diese ja durch dieselbe Kraftlinien- 
zahl definiert wird. Ist also E' praktisch an einer Maschine durch 
Intensitätsmessung des Kommutationsfeldes bestimmt, so darf, wenn 
dieser Wert in die Differentialgleichung eingesetzt wird, die Wirkung 
der Selbstinduktion in derselben nicht mehr berücksichtigt werden, das 

Glied L^ .. hat also zu fehlen. Ist andrerseits L^ nicht genau unter 

den bei der betrachteten Maschine vorhandenen Permeabilitätsver- 
hältnissen imd der Gestaltung des Feldes bei Belastung bestimmt 
worden, was ja praktisch kaum durchführbar sein wird, so ist L^ noch 
um einen konstanten Betrag zu vermehren oder zu vermindern^ wenn 
für E' nur die aus Feld- und Ankerintensität resultierende Wirkung 
genommen wird. Ist nämlich unter A nur die Rückwirkung des 
Ankerstroms I verstanden, so ist N in Gleichung (17) noch um pfi 
zu vermindern, wenn p ein von der Permeabilität des betreffenden 
magnetischen Kreises der Kraftlinien abhängiger, als konstant anzuse- 
hender Faktor ist. Während der Kurzschlußperiode können die Kraft- 
linien als dauernd senkrecht zur Linie X in Fig. 4 angesehen werden. 
Aus (17) wird dann: 

(19) N'^flF cos (q) + 27t nt) + A sin 27tnt—pi] 
also: 

(20) E' ^ f^2nn[F s'm ((p + 2jtnt)-A cos 27tnt\ +i^J*]. 

Verstehen wir unter E' die EMK der ganzen kurzgeschlossenen Spule, 
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SO ist f in (20), welche Oleiclmiig nur für eine Windung gilt, noch 
mit tTj za multiplizieren, wenn w^ die Auzahl der Windungen der 
kurzgescUoBsenen Spule bezeicimet. Hierbei ist die Entfernung der 
Windungen Yoneinander Temachlassigt Der Wert von E', der in 
die Kurzschlußdifferentialgleichung einzusetzen ist, lautet demnach: 

(21) E' ^iCif^2:tn{F sin {^ + 2xnt)-A cos 2xnt] +/)Jl]. 

Ist also E' in der Differentialgleichung nur durch F und Ä definiert 
und ist L^ nicht '^ tc^fPj d. h. nicht unter den tatsachlichen Feldver- 
hältnissen bestimmt, so ist zu L^ noch die Differenz tc^fp — L^ m 
addieren. Wir wollen nun im folgenden annehmen, daß unter E' als 
kommutierender EMK nur die durch Feld- und Ankerintensität defi- 
nierte verstanden sein soU, wir setzen also in der Differentialgleichiuig: 

(22) E' - tcj • 27cn \F sin (9 + 2xnt) - ^ cos 2xnt\ 

Dann haben wir außerdem die Selbstinduktion zu berücksichtigen und 
setzen: 

Lj^^ ^ifp, also als erstes Glied: L^ si- 

Eine weitere, bei der Aufstellung der Eurzschlußgleichung bisher 
gemachte Voraussetzui^g war die, daß der Vhergangswiderskmd iü, 
zwischen Bürsten und Kollektor konstant sein soüie. Wie die Praxis 
zeigt, ist er aber abhängig von der Stromdichte unter der Bürste, von 
dem Auflagedruck und der Tourenzahl, abgesehen natürlich von dem 
Material der Bürsten und des Kollektors. Die Untersuchungen des 
Hern Arnold (zusammengefaßt in der „Gleichstrommaschine'') lassen 
nun erkennen, daß von diesen Einflüssen derjenige der Stromdichte 
der weitaus größte ist, während die Tourenzahl nur geringe Wirkung 
ausübt, und der Auflagedruck für unsre Berechnungen konstant ge- 
halten wird. Die genaue Abhängigkeit des Übergangswiderstandes tod 
der Stromdichte ist nun durch die Praxis bisher nicht festgestellt 
Herr Arnold faßt seine Resultate dahin zusammen, daß: 

(23) ^-f+* 

gesetzt werden kann^ wo s„ die Übergangsstromdichte, und d, s positive 
Konstante sind. Unter dieser Bedingung: d, a positiv und nicht gleicli 
Null, berücksichtigt Herr Arnold auch iJj in der Differentialgleichung 
der Kurzschlußstromkurve, und er zeigt, daß dann, wie leicht ersicht- 
lich, überall a an Stelle von R^ tritt. Die Annahme des Herrn Arnold 
würde auch mit der von Herrn Pohl gemachten Angabe überein- 
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stimmen, daß der Übergangswiderstand ,/ast nach einer Hyperbel" rait 
zunehmender Stromdichte abnehmen soll. Andererseits zeigen die 
Untersuchungen der Herren Niethammer (a. a. 0.) und Dettmar 
(E. T. Z. 1900), daß s auch negativ sein kann; und Herr Arnold weist' 
darauf hin, daß s meist versdiwindend Mein ist. Alle diese Fälle sind 
daher in der Differentialgleichung zu berücksichtigen und die Eonse- 
quenzen in bezug auf die günstigen Bedingungen zu ziehen. 

§10. 

Die erweiterte Kurzschlußdifferentialgleichung. 

Nach diesen Annahmen lautet die Differentialgleichung der Eujz- 
schlußstromkurve : 

[F sin (9 + 2st nTx) — A cos 2%nTx\ == 0, 

BT i T t 

wo 6 ==^ j , <^ "" "7~> x=^-^. 

k k 

Zur Berechnung Ton i würden wieder am geeignetsten die Beihen- 
entwicklungen für i sein, die wir nach Entwicklung von sin (9 + 2nnTx) 
und cos 2xnTx mit beliebiger Annäherung erhalten würden. Für die 
praktischen Folgerungen können wir uns jedoch mit einer qualitatiyen 
Diskussion von (24) begnügen, und, da der Typus der Gleichimg sich 
nicht wesentlich geändert hat, so bleiben die günstigen Bedingungen, 
wie sie in § 7 hergeleitet sind^ anwendbar. 

Zunächst sei « > 0, also 6>0, 

Dann erhalten wir als unerläßliche Bedingung: 

(25) '^->l 

k 

(was auch sehr wohl der Fall sein kann, wenn r < 1). Die günstigste 
Bedingung: (j!) _ =0 liefert: 

(26) I{R+ 2e) - 27tnfu\ [Psm {<p + ^^) -Acob^], 

da T =- — T ist, wo Je die Anzahl der Eollektorlamellen bezeichnet.^) So 

läßt sich auch (25) als Bedingung für die zulässigen Tourenzahlen oder 
Lamellenzahlen deuten. 



1) Bemerkenswert ist, daß in dieser günstigsten Bedingung L scheinbar 
nicht Torkommt. Wie sich später zeigt, sind jedoch auch F und A von den- 
jenigen Größen abhängig, die im wesentlichen L bestimmen. 
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(26) liefert für einten bestimiDteii BürsteiiYerBchiebuiigswiiikel tp 
diejenige StromBterke i, die am günatigsteo olme Feuern der Maschioe 
kommntiert werden kann, wenu }i als konstant gilt; ebenso i^i di^ 
maximale Stromstärke, die die Mascliine fun keßlos zu komuiutieren t^- 
mag^ berechenbar. Nun sind /, n und <p mcbt unabhängig voneinaaderi 
wie noch ansftihrlicb gezeigt wird, so daß (26) nicht von Leerlauf bis 
Volllast fttr konstante Bürsienfitellung zu erfüllen ist. Hierfür ist offenbar 

nur die Bedingung Kl <0 erfüllbar, welche auasagte, daß kein 

Überkommntieren eintritt. Sie liefert: 

(27) I(B + 2i) > 271 nfw, [f sin (g? + ^^) - A cm \'']. 

Ist außerdem die Bedingung (.J = — ^j, eriiilltj so wird die 

Maschine auch xu Beginn nicht feuern und wenig Wärme am Kollektor 
entwickeln^ d. h, es muß sein: 

Gelingt es bei einer MaGchiDe nicht ^ den gnuBtigtm Bedingungen 
zu genügen^ so ist durch Anbringen von Hilfspolen (Kummutlerungi^ 
magneten) oder Kompeuflatioösmeklungen die erforderliche kouimu' 
tierende EMK herzustellen, so daß auch für konstante BürstenstelJuTig 
die günstigste Bedingung für variable Belastung erfüllbar wird. Andrer- 
seits sind die obigen Formeln noch auf eine etwas andere Form zu bringen, 
wenn man sich die Feldmagnete N und S als Elektromagnete denkt 
Sei J die Intensität des Erregerstroms und die Zahl der Windungen 
pro Pol w^y so ist die Intensität: F =^ ^ - Wo - J, wo ft ein Faktor ist, 
der von der Permeabilität des magnetischen Kraftlinienkreises des Ge- 
samtfeldes abhängig ist. Falls die Belastung nicht allzusehr schwankt, 
ist ft in erster Annäherung als konstant anzusehen. In weiterer An- 
näherung wäre F = Fq -\- ^iw^ J zu setzen, doch soU im folgenden der 
Einfachheit halber die erste Form beibehalten werden. Ebenso ergibt sich: 

A=^^{k- 2)i(\ . L 

Die günstigste Bedingung (26) lautet dann: 

(29) /(i? + 2£) = 2 7tnfw,^[w^ J sin {(p+^) -(k-2) n\ /cosy] 

Wir haben jetzt die vier Größen /, J", n und g? als Variable, und 
da dieselben noch durch eine weitere, später abzuleitende Gleichung 
verbunden sind, so ist auch bei Konstanz einer der Variablen die 
günstigste Bedingung zu erfüllen. 
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Haben wir jedoch eine Hauptstrommaschine, so fällt unter diesen 
einfachen Annahmen I ans der Gleichung heraus, da dann J =21 ist, 
während filr Nebenschluß- und Kompound-Maschinen durch eine einfache 
Rechnung sich die betreffenden Stromstärken aus den äußeren Wider- 
ständen ergeben. Der Einfachheit halber sei die in Fig. 1 zugrunde 
gel^e Maschiue als fremderregte gedacht. 

Ist zweitens £ < 0, d. h. (J < 0, so ändert die Differentialgleichung (24) 
ihre Eigenschaften dahin, daß die Punkte x =^0 und x ^1 sich in 
ihrer Bedeutung für die Kurzschlußstromkurve vertauschen. Setzen 
wir 6^^ — 6y wo also 6^ positiv ist, so ergibt sich als Lösung von (24) 
in der Umgebung von a; = 0: 

(30) i = Iff, {x) + Fq>, {x) + Aq>, (x) + C*e-<^'' (-?-)'» , 

wo die qp {x) Reihen sind, die für | a; < 1 konvergieren, aber für x^l 
divergieren imd die für ar =« den Wert i = 7 liefern. Damit die 
Anfangsbedingung a; = 0, i^I er- 
füllt ist, bleibt also C* gans he- 
liebigj alle Integralkurven genügen 
ihr. Es sind also Kurven wie S^ 
und /Sj in Fig. 5 durch diese Be- 
dingung allein nicht ausgeschlossen. 
Der Fall € <0 würde dem- 
nach vollkommen den Anschau- 
ungen entsprechen, die man früher 
über die Kommutierungsvorgänge 
hatte, daß nämlich die Funken 
durch ein zu starkes Anwachsen 
der Stromstärke hervorgerufen 
würden. Nun zeigt aber (24), daß 
alle Kurven, die nicht auch durch 
a; = 1, t = — 7 gehen, in a: = 1 
eine ünstetigkeitsstelle haben, sie 
würden also für j? = 1 : i « -f c» 
oder I =* — oo liefern. Derartige 
abnorme Stromstärken werden natürlich, wenn die Maschinen über- 
haupt brauchbar sein sollen, nicht auftreten, und falls nur endliche 
Stromstärken zuzulassen sind, haben wir wieder die Bedingung: a; » 1 
I =» — /. i ist dann dargestellt durch: 

(31) 1 = i 4>, (y) + Fi», (y) + ^«, (y), 

wo die ® (y) zwischen y = und y = 1 einschließlich konvergent sind. 




3M Cte 



1^ asfidh wie firillMr C^ enaitteln. (Dem entspricht 
etwa ^ K^n« S^ Aer fi^ 5). Die gtnatigeit Bedmgutigeii wilrdea 
IpiBK ik ^ wi« 6€kr ilailiitiii Mni, mir daß jetzt der BegiBn im 
KmntA « 4ar gilBirBAg Moroaii f%r die Fonkenbildatig ist. So 
tritt, wi * OfJ} wmAtli^h: «, > 1 aIs tmerlafiUclie BedioguDg siuf, 

^ » wiH .^ fi.»^ «rf die Bedingung g;) = - >/ Ug^a 

Es l»ÄKft de^BBiA 1» «ler Voiansbereeliiiiiiig der Kurzsehlußkorre 
dacr ]l2iefciBi& pftlir viel snf die j^aeoMe Jk^immmtg d^ Cbertfan^a- 

. TT an. Die ünvollkomiüenheit^ 
[c^clielieii^ iBt entÄchieden &li 

» afttOilicb niclit zu Tergesseit 
i ZufalligkeitezL abhängig i^ 
e in die Hecbuimg nicht eia- 

darauf tin^ dflB £ stet« mh 
11: f — 0, rf. A, <r = 0. Daim 




■dl wd 

<bS der 

die im Betiktg iin 
geflOirt werden koimea. 

Herr Arnold veiat, «ie erwihi 
kian iiC Wir etlEa]:teii daber ^ 3. 
wild (34i: 



(32) j^-riV + ^.2»ii/irJFsbi(y4 2*iiTx)^^cos23riirx]-Ü. ■ 

Das Inlegml ÜBl aeh in geocUoe^ner Form darstellen; e§ ergibt mh 

(33) .= 

i%nTM^ { ^[™2«««rjr+j^^co«««iirx]-J^^^^8ia(sp+2«nrx)-co«(,p+S,iir«)]! 

~ •'» + *»»»» T» ^ 

- Ce-"'', 

WO 3/i = j ' 2xnfic^. 
k 
Die obigen Gleichungen zeigen, daß weder x ^0 noch a: = 1 sin- 
gulare Punkte sind, i ergibt sich als ganze transzendente Funktion. 
Nun ist aber zu bemerken, daß nicht mehr alle Integralkurren durch 
x^ 1 , i = — 1 gehen. Bestimme ich also C aus (33) durch die An- 
fangsbedingung a: = 0, i = I, so ist für x = 1 im allgemeinen i^ — 1, 
In diesem Fall würde demnach eine wirkliche Stromunterbrechung ein- 
treten, und die günstige Bedingung müßte lauten i^^^ ^ ^ I, Wir 
haben in diesem Fall gleiche Potentialdiffereuz zwischen den beiden 
Lamellen und der Bürste (wie (32) zeigt), ohne jedoch geradlinige 
Kommutierung zu erhalten. In der Praxis wird dieser Fall wohl nie 
eintreten; denn s wird, wenn auch klein, doch nicht vemachlassigt 
werden dürfen. 
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§11. 

Die Oeneratortlieorie. 

Es handelt sich jetzt darum ^ die Hauptgleichung des Generators 
zwischen I, J, q> und n aufzustellen. Glausius und Stern (a. a. 0.) 
erreichten dies^ indem sie die Arbeit des Stroms bei bestimmter Anker- 
geschwindigkeit berechneten. Ihren AusfQhnmgen liegen jedoch viele 
veraltete Vorstellungen zugrunde. (Vgl. meine Dissertation). Es soll 
daher im folgenden ein Ausdruck für die Klemmenspannimg berechnet 
werden. 

Die Anzahl der Kraftlinien^ die durch eine Windung des Ankers 
hindurchgehen; ist zur Zeit t: 

N = ffi [m?2 Jcos {(p + 27tnt) + Wi(k — 2) I sin 2nnt'\y 

solange die beiden kurzgeschlossenen Spulen außer Acht bleiben. Die 
Gesamtzahl der Kraftlinien; die in Folge der magnetischen Wirkung 

L 
von i durch eine Windung hindurchgehen, ist: — i. Sämtlich kommen 

sie nun aber nicht, wie schon erwähnt, für das Hauptfeld zur Wirkung, 
sondern, je nach der Permeabilität des durch Pol und Joch geschlossenen 

L 
Kreises, etwa der c^ Teil, also - - 1. Da diese sich dem vorhandenen 

Felde superponieren, so ist mit einiger Annäherung: —*-=/*•/[*, welches 

wir als konstant ansehen wollen. Die Wirkung des Kurzschlußstroms 
auf das Oesamtfeld ist somit auf die Selbstinduktion und gegenseitige 
Induktion der kurzgeschlossenen Spulen zurückzuführen. Die eigent- 
liche Ankerrückwirkung wird noch vermehrt oder vermindert um die 
magnetische Wirkung der Kurzschlußströme. Eine derartige Wirkung 
ist häufig festgestellt worden. Man hat sie früher auch auf die Selbst- 
induktion zurückgeführt, indem man annahm, daß % zur Zeit T nicht 
« — / sei, so daß in der wirksamen Armatur die Umkehr des Stromes 
zum Teil erfolgen müsse. Dies ist, wie wir sahen, wenigstens für £ > 0, 
nicht der Fall; die Wirkung der Selbstinduktion auf den Gasamtstrom 
wird durch die magnetische Verkettung der Spulen bewirkt und nicht 
durch die elektrische. Herr Pohl hat zuerst diesen Zusammenhang 
erkannt und versucht, quantitativ die magnetische Wirkung der Kurz- 
schlußströme zu messen, also zunächst sie von der übrigen Ankerrück- 
wirkung zu trennen. Bei konstantem Anker- und Erregerstrom ist nun 
die übrige Ankerrückwirkung von der Tourenzahl unabhängig; nur die 
Kurzschlußströme, die ja von der Tourenzahl abhängen, können daher, 
wenn wir von den Wirbelströmen absehen, die Linienzahl eines Generators 




»*rfi die EMK öud die 
derTourenzahleQ, sondem 
Alnndriiiaii^ der fJfJT-EurTe 
sieh mit Hilfe der 
oe an der Anker- 
AAftljse emer gemesi^enen Anker* 
(P*kl & 51). Weshalb ich bierin 
der darcb Schenkel amper«^ 
BöckwirkuBg der Kuniscblui- 
B atfMMm ggp «tsiditLicL 
Ke tafeilt AanU da* itoA CAt Windimg gehenden Linien k 




r35f £'»/>[2««|«^Ä(y^2«<)-ir,(k^2)/co8 25rfi^}-hJ3, 



«o IsB^ d»e WWba^ uM wdt wvm imt Btrst« entfernt ist. Dia in 
itas- Wnte^ nlmHl der CtndrdiiiJig. abo in beliebiger Lage^ W 
findltdkiB Ki^ftlini«!]! ■«' ZeÜ I lüid dum: 

(36) Jf- fp[if,/oo«(f + Jarno -h iTi (t - 2)lsm2jrii* — lOosSsrji*]. 

JE' =/"fir2:ni|ir,Jsm(y + 2%nt) — iCi (A: — ^JJ/coB^fsrnq 

(37) - ^- 

+ coe2:rii/^ — 2ariii8in23riiM. 

Die in einer Windung nach Sdilnß des Knizschlnsses bis zum Wieder- 
beginn desselben unter der andern Barste während der Umdrehong er- 
zengte mittlere EMK ist nnn: 

\_ 
%• 
jEdt 

T 

2n 

Da aber JB' = — -^ war, so ergibt sich, wenn man berücksichtigt^ daß 
^ 1 



I 

I 



nk 



ist: 



^» = ~ T^nrf^ \}^*A •'"^ (9» + «) - «>8 (9 + ^ j 



(38) 



in 



— w^ik — 2)1 sin-^ —Jd{icoQ2nnt)], 
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Da i während jeder Kurzschlußperiode Schwankungen von + 7 zu — 7 
ausfclhrt^ so ist das letzte Integral in Teilintegrale zu zerlegen, von 
denen jedes immer die Zeit T umfaßt. Da die Maschine yoUkommen 
symmetrisch laufen soll, so heben sich jedoch alle Teüintegrale bis auf 

das letzte weg^ und es wird^ da — den Moment des Kurzschlusses 

unter der andern Bürste bezeichnet: 

^ ^ ~ l-^2nr ^^^«^l^^^(y + ^) - COs(<)P + j) !- W'^ Qc - 2) 

• 7sin-j^ + 7— 7co8-j^j. 

Da (-— Ij«?! Windungen für die Gtesami-EMK : E^ der Maschine in 
Betracht kommen^ so ist: 

(39) Ei^nwJ]i[w^jlcoB(p+(!ios{(p+^^ 

oder: 

(40) JB,«n«;i/-/:t[2Jtt;,cos^-.co8? + 7|tc;,(Ä-2)8in^--28in»^^ 

Die bei diesem einfachen Fall durch die magnetische Wirkung der 
Kurzschlußströme hervorgebrachte Änderung der QesAxnt-EMK: E^ 

besteht demnach in einer Verminderimg um den Betrag: 2nWifiiI Bin* jr, 

ist also von n linear abhängig. Nun werden aber im allgemeinen^ wie 
Herr Pohl ausführt^ die dem Hauptwege folgenden durch Schenkel 
und Joch sich schließenden KrafUinien; auf die es ja für die Gesamt- 
wirkung allein ankommt, wegen der ,, Schirmwirkung des massiven 
Eisens und der Transformatorwirkung der Magnetspulen'' den Schwan- 
kungen des Kurzschlußstroms nicht in meßbarer Weise folgen können. 
Es wird sich also eine von der Stärke des Kurzschlußstroms abhängige 
Vergrößerung oder Verkleinerung von E^ ergeben^ und da i im wesent- 
lichen durch 7 und n gegeben wird^ so können wir die magnetische 
Wirkung der Kurzschlußströme durch eine Funktion: tl>{l^n) in Bech- 
nung bringen. Es wird dann: 

(41) E,^nwJyL\2Jw^itoB^^^^^'f^o%-^^ 

Andrerseits ist E^ durch die Widerstände und Stromstärken der einzelnen 
Zweige des Gesamtstromverlaufs auszudrücken. 

Nach dem Kirchhof fachen Satz ergibt sich aus Fig. 6^ wenn 
der äußere (durch die Belastung gegebene) Widerstand W^ ist und der 
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gesamte Widerstand des betreffenden Ankerzweiges: 2jB^+i?J-— iW IT. 
gesetzt wird: 

Führen wir hier den zusätzlichen Kurzschlußstrom, der durch die 
Gleichung: » =« i(l — 2 j^j + i' gegeben ist, ein, so wird: 

(42) E, = 2IW, + IW, + 2öb + e[U^'-^^^^f} 

2IW^ ist gleich der Klemmenspannung K, 
Mit (41) kombinierend, erhalten wir: 



(43) 



K+IW,+ 26h + .[47- -JJ^I?^ - ntr,/-^. 
.[2e7tr,co8^**^-+- . cos? + Iw, (k - 2)8in^ + *(/,♦»)]. 




Dies ist die Hauptgleichung des 
Generators, die in der Einleitung als: 



bezeichnet wurde. Aus ihr er] 
sich die verschiedenen Charakteristi- 
ken der Maschine und, damit Funken- 
freiheit existiert, muß sie mit den 
abgeleiteten günstigen Bedingungen 
in Verbindung gebracht werden. 
Wir sehen, daß die Oeasmi-EMK : E^ eine lineare Funktion vm 
n ist, faUs t (i, n) konstant oder NuU ist, d. h. nur die magnetischen 
Wirkungen der Kurzschlußströme können eine Abweichung von der 
Proportionalitat mit der Tourenzahl bewirken, wie dies auch Herr Pohl 
annahm. Praktisch ist nun aber die JB*^- Kurve nur nach Kenntnis 
der JiT-Kurve auf theoretischem Wege zu bestimmen. So nimmt Herr 
Pohl die Z'-Kurve als Punktion von n fßr konstante / und J auf und 
addiert den Spannungsabfall im Anker und den Bürsten. Die Ab- 
weichung der so entstehenden E^-Kurre von der geraden Linie laßt 
sich mit HUfe der Leerlaufcharakteristik bestimmen und in Schenkel- 
amperewindungen ausdrücken. Nun ist aber der Spannungsabfall 
unter der Bürste nur konstant, falls T » ist, wie (43) zeigt. Durch 
Addition des Spannungsabfalls, den Herr Pohl als konstant annimmt, 
ist somit die elektrische Verkettung der Kurzschlußspule mit dem äußeren 
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Stromkreis nicht berücksichtigt, und die Abweichung der f^-Kurre Ton 
der geraden Linie ist nicht nur dnrch die magnetische Wirkung der 
KurzBchlußströme gegeben sondern auch durch die elektrische. So ist 
diese Abweichung zwar ein Mittel, um die Gesamtwirkung der Kurz- 
schlußströme zu untersuchen, aber sie liefert nicht die magnetische 
allein, ist demnach nicht ohne weiteres in Schenkelamperewindungen 
umzurechnen. Daß diese „elektrische Wirkung der Kurzschlußströme 
auf deii Gesamtsitrom^ oder dieser j^eusäizliche Spannungsabfall infolge 
der Kurzschlußsiröme^* , wie ich die beschriebene Einwirkung nennen 
möchte, nun die Haiiptwirkung bei der Abweichung der E^-Kurve von 
der geraden Linie ausübt, ist für unsern einfachen Fall bewiesen, da 
tl; (/, n) von n unabhängig war. Ob dies auch in praktischen Fällen 
eintritt, läßt sich natürlich nur entscheiden, wenn es gelingt, die mag- 
netische und elektrische Wirkung zu trennen und jede quantitativ zu 
messen. Außerdem ist zu bemerken, daß die Abweichung von der ge- 
raden Linie keineswegs immer die gesamte magnetische Wirkung der 
Kurzschlußströme liefert, sondern nur den Teil, der nicht proportional 
mit n wächst. Jedenfalls kann (43) richtige Aufschlüsse geben, sobald 
in ihr alle praktisch existierenden Verhältnisse berücksichtigt werden. 
Offenbar ist die elektrische Wirkung gleich NuU, wenn »' = 0; das 
stimmt auch mit den Angaben des Herrn Pohl überein, daß nur die 
zusätzlichen Eurzschlußströme Abweichungen von E^ mit n ergeben. 

Die elektrische Wirkung ist nun außerdem von Herrn Pohl un- 
berücksichtigt gelassen bei der Ermittlung der gesamten Ankerriickwir- 
kung, d. h. der Ankerrückwirkung samt Kurzschlußstromwirkung, da 
dann die Mehrerregung sich aus der Lehrlaufcharakteristik nach Abzug 
desjenigen Erregerstroms ergibt, der für den (als konstant angesehenen) 
Spannungsfall im Anker und Bürsten erforderlich ist. Auch hier werden, 
wie (43) zeigt, die Kurzschlußströme störende Einflüsse ausüben, deren 
Größe erst weitere praktische Untersuchungen bestimmen müssen. Nun 
war € fast immer klein, so daß auch die elektrische Wirkung meist 
klein sein wird. So sagt Herr Pohl (S. 37 Anm.): „daß der Bürsten- 
widerstand mit der Stromdichte yariabel ist, läßt sich hier yemach- 
lässigen, da er im vorliegenden Falle gegenüber dem Ankerwiderstand 
klein ist.^ 

Aus (43) geht nun auch hervor, daß 7, welches wir bisher als 
konstant angesehen haben, von t abhängt, daß also im äußeren Strom- 
kreis Schwankungen sowohl der Spannung als auch der Stromstärke 
stattfinden müssen. Wenn wir diese in unserer Theorie bisher nicht 
berücksichtigt haben, so geschah dies unter der Voraussetzung, daß 
alle Untersuchungen für eine möglichst funkenlos laufende Maschine 
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gelten sollten. Wir haben daher mit der Hauptgleichong (43) die 
günstigen Bedingungen kombiniert, und sind so zu einer befriedigen- 
den Übereinstimmung mit der Praxis gelangt. Zugleich hat sich jedoch 
gezeigt; daß eine exakte Kommutationstheorie nur aus der Kombination 
der Eurzschlußdifferentialgleichung mit der Hauptgleichung heigeleitet 
werden kann. 

Die beiden Grundgleichungen, die sich aus den geschlossenen 
Stromkreisen der Fig. 6 ergeben, sind demnach: 

1. die Hauptgleichung: 

(44) 2IW^ + 1W, + 28h + b[U - ^(Jl-^ - ^, - ; 

2, die KurjsschlußdifferefUialgleichung: 

(«) « + '(•■ + :■ + . i>) + ^BTr) + ^-«> 

WO in der QeBAmt-EMK: E^ und der kommutierenden EMK: E* die 
Variabilität von I zu berücksichtigen ist. Die sich ergebenden simul- 
tanen Differentialgleichungen für % und / geben dann die Grundlage 
für die günstigen Bedingungen. 

Hamburg, im März 1906. 



Weitere Beiträge zur Theorie der kleinen Schwlngongen. 

(FoTtsetzttng der Arbeit im 62. Bd. dieser Zeitschrift, S. 1 — 48.) 
Von J. HoRN in Clausthal. 

Die gegenwärtige Arbeit schließt sich an die Anfi^tze ^3^^^^^ 
zur Theorie der kleinen Schwingungen'^ im 48. Bd. dieser Zeitschrift, 
S. 400 — 434 (künftig mit A. zitiert) und „Weitere Beiträge zur Theorie 
der kleinen Schwingungen" im 52. Bd., S. 1 — 43 (künftig mit B. 
zitiert) an. 

Die in A. §§ 2—4 und B. §§ 5—8 enthaltenen mathematischen 
Untersuchungen über die periodischen Losungen gewisser Systeme Ton 
Differentialgleichungen wurden in den übrigen Paragraphen von A. 
und B. zur Untersuchung periodischer kleiner Schwingungen benutzt, 
d. h. periodischer Bewegungen eines mechanischen Systems mit einer 
endlichen Anzahl von Freiheitsgraden in der Nahe einer Gleichgewichts- 
lage oder in der Nahe einer stationären Bewegung, wobei jedoch die 
übliche Beschränkung auf die linearen Glieder der Differentialgleichungen 
der Bewegung nicht gemacht wird. 
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In A. § 1 und § 5 werden die periodischen Bewegungen eines all- 
gemeinen Systems in der Nähe einer Gleichgewichtslage imtersucht^ 
während in A. §§ 6—8 spezielle Falle behandelt werden. In B. §§ 1—4 
und §§ 8 — 12 finden sich vier spezielle Aufgaben^ wobei es sich teil- 
weise um Bewegungen in der Nähe einer Gleichgewichtslage handelt, 
teilweise um Bewegungen^ welche einer stationären Bewegung be> 
nachbart sind. 

In der vorliegenden Arbeit werden Ton den früheren mathematischen 
Untersuchungen weitere Anwendui^gen auf periodische Schwingungen 
gemacht; in §§ 13 — 15 und in §§ 20 — 22 werden zwei allgemeinere 
mechanische Systeme behandelt^ welche frühere spezielle Aufgaben 
umfassen; die §§ 16 — 19 beziehen sich auf ein anderes allgemeines 
System mit einer früher nicht behandelten speziellen Aufgabe. 

§13 

Die in B. § 3 und § 11 behandelte Aufgabe UI (Periodische Be- 
wegungen eines um einen festen Punkt drehbaren schweren starren 
Körpers in der Nahe einer Gleichgewichtslage unter Benutzung der 
Lagrangeschen Gleichungen) ist ein besonderer Fall des folgenden all- 
gemeineren Problems. 

Ein System von n Freiheitsgraden ^ dessen Verbindungen yon der 
Zeit t nicht abhängen^ sei durch die n Koordinaten x^, , . ., x^ be- 
stimmt. Die lebendige Kraft 

T='\2Äaß{x^, ..., xJx'aX'ß (a./f =1. .... n 

sei eine positive definite quadratische Form von 

deren Koeffizienten -4„^ welche jetzt von den^ Koordinaten x^^^j . . ., x^ 
nickt abhängen soUen, als analytische, in der Nähe der Stelle x^ ^ 0, 
. . .^ x^^O reguläre Funktionen von x^, . - -, x^ vorausgesetzt werden. 
Es sei eine nur von deti m Koordinaten x^, , . ,, x^ abhängige Kröfte- 
funktion jj_ ^2hk^iXk + '•' (.•,*=!,....«) 

ik 

vorhanden, welche in eine mit den angeschriebenen quadratischen 
Gliedern beginnende Potenzreihe von x^, . . ., x^ entwickelbar sein 
möge.*) 

1) Der Fall m =» n ist in A. § 1 und § 6 behandelt. — Gegenwärtig sind 
*m4-i ^n zy^sche Koordinaten. 

24* 
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Die Bewegung unseres Systems wird durci die LagrangeBchen 
bleich ongen 

dai^estellt. Die IntegTEtlon der n — m lotsten Gleichungen 

d eT ,-, 

ergibt 

wo C^^i, ' ' f Cf^ IntegrationökoBstaiite Bind, AnÖerdem ist die Energie- 
gleiebimg 

mit der Integrationskonstanten C Torhanden, 

Zur Vereinfachung der BewegnngsgleichuDgen nehmen im ein« 
lineare Transformation der Koordinaten x^, . . ,, ä:„ Ton 

Wir setzen 

und betrachten die beiden quadratischen Formen der Veränderlichen 
1*1, . . ., u, 

ik 

die Form P ist definit positiv. Wie in § 15 gezeigt wird, lassen sich 
die beiden Formen P, Q durch eine lineare Substitution 

V, - Ä^iUi + . . • + Ä<^w„ (.=1...,«) 

Vj=^ hj^u^ + h Ay^t*„, (/=«+!,..■,•) 

worin h^^, . . ., Ä„^ reelle Eonstante sind, in 

P - vf + • • • + v?. + t;;.+i + . . . + rj, 

ö =- SiVl H h 5mVm 

überfiihren, wo s^y . . ., $„ reelle Größen darstellen. 

Führt man an Stelle von x^, - - -, x^ vermittels der Gleichungen 

Vi - A<i^i + • • • + A<m^m, (.=!,...,«) 
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die neuen Koordinaten y^, . . ., y^ ein^ so wird 

^hk^i^k = 5iy! H h SmVin . 

Wenn wir die nenen Koordinaten wieder mit x^, - - -^ x^ bezeichnen, 
so können wir 

voraussetzen. Es gelten die Formeln von A. § 1 (Bd. 48, S. 403), wenn 
man darin s^^y^^O^ . . ., 5, = setzt. Die Lagrangeschen Glei- 
chungen lassen sich also auf die Form bringen (Bd. 48, S. 404): 

dx'- 

Si ^ ^i^i + ^ii^if • • '7 ^»; ^l, • • •; ^fn) + Oi{x^y -"7 ^J ; (•■= ^' •»'») 

dx- 

-dt = -^X^l^ • • -y ^»5 ^l; • • ., ^J + (^j(^V . • •» O; (/ = m + l,..,n) 

JP„ ist eine quadratische Form von xi^ . . ., Xn, deren Koeffizienten 
Potenzreihen von x^, . . ., x^ sind, und 6r^ eine Potenzreihe von Xy^, 
. . ., x^f welche mit quadratischen Gliedern beginnt. 
Indem wir die n — m Differentialgleichungen 

dXj 

-— =:* Xj Ü=m-f 1, .. ,«) 

vorläufig außer acht lasseu, betrachten wir die folgenden m + n Diffe- 
rentialgleichungen mit den m + n abhängigen Veränderlichen x^, "., x^ 

Xif • • •} Xnl 
dxi / 

-gf ^^i 7 (1 = 1,. ..,m) 

dx'. 
[A) -^ = S,X^ + JF; {x[, . . ., Xn\ X^, . . ., O + G, (J?i, . . ., Xj , (. = 1. ..., m) 

dx' 

^ = F^{X[, . . ., Xn', Xi, . . ., Xj + Gj{x^, . . ., Xj, C/ = m + l,....*) 

Nach Einführung der neuen Koordinaten ist die Energiegleichung 
von der Form 

(BJ xi* + • • • + a;;« - sixl 5^4. -h C, 
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WO die weggelassenen Glieder Ton höherer als der zweiten Dimension 
sind. Die Integralgleichungen 

O rp 

haben, da für a?i = 0, . . ., a:„ = 

ist, die Form 

(B,) xl-\- W^ « C^., y=«+i...,.) 

wo ¥^^ eine lineare homogene Funktion Yon x'i^ . . .y Xn darstellt^ deren 
Koeffizienten Potenzreihen yon x^ . . ., x^ ohne konstante Glieder sind. 

§14 

Das Differentialgleichungssystem (A) mit den Integralen (BJ 
und (Bg) ist Ton derselben Form wie das in B. §§ 6 — 8 (Bd. o2, 
S. 23 ff.) behandelte Differentialgleichungssystem (A) mit den Inte- 
gralen (B). 

Die charakteristische Gleichung unseres jetzigen Systems (A) 

m 

n'r:--.\-(~'y—o 

1 = 1 
hat die Wurzeln 

und die (n — m) fache Wurzel s = 0. Wir nehmen an, Sj, ...,«,» seien 
Ton einander und yon Null yerschieden, s^ « — A* sei negatiy, und es 

sei keiner der Quotienten — , . . . , — gleich dem Quadrat einer ganzen 
Zahl. Dann hat die charakteristische Gleichung neben den beiden rein 
imaginären Wurzeln ± Ys^ « ± lY— 1 keine Wurzel ± pl Y^ 
(p ganze Zahl); außer der (n — m) fachen Wurzel $ ^0 sind alle 
Wurzeln einfach und yon Null yerschieden. Es sind also alle in B. § 6 
gemachten Voraussetzungen erfüllt. 

Nach dem in B. § 7 bemesenen Satze besitzt das jetzige Diffe- 
rentialgleichungssystem (A) eine periodische Lösung 





a;, =«l." + 4»' + ---, 


(1=1,..,«) 




«; = yS?' + y:?' + --- 


(«»!,..,•) 


mit der Periode 


T = ^* + 2T1) + 2\») + . . .. 
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2^"^ (v ^ 2) ist eine ganze homogene Funktion v ten Grades der Inte- 
grationskonstanten Ci, Cif Cm + i, . . ., Ck/) während T^^^ eine lineare 
homogene Funktion Ton Cm+i; • « -^ ^» ist. Setzt man 

27tt 

so ist 

Xi^* « Ci cos «^ + 1 - siii ^^' 7 Xi^ = 0, , . ., rrLV = 0, 

yi^ ^ — CilBmw + CiCosw, ys^^ = 0, ..., ylJ^ =- 0, 

s^^^ , ylr^ (v = 2, 3, . . .) sind ganze homogene Funktionen vten Orades 
von Ci, Ci, Cm+if . . ., c« und lineare Funktionen von cospWy Bin pw 
(i>-»0, 1, ...,,;). 

Die beschriebene periodische Lösung kann nach B. § 8 berechnet 
werden. 

Zur Berechnung von Xj (; = w + 1, . . ., n) bildet man den 
Ausdruck 



« SS ü" 



welcher als periodische Funktion von w mit der Periode 2;r in eine 
nach Kosinus und Sinus der Vielfachen von w fortschreitende Reihe 
entwickelbar ist. Das konstante Glied dieser Entwickelung, der Mittel- 
wert der periodischen Funktion ^^, 

ist eine Potenzreihe von Ci, Ci, cA+i, • . ♦, c«, welche auBer dem an- 
geschriebenen Glied nur Glieder zweiten und höheren Grades enthält. 
Dann ist , 

wo s^p (y ■» 2, 3, . . .) eine ganze homogene Funktion v ten Grades der 
Integrationskonstanten und eine lineare homogene Funktion von cos pWy 
sinpw (p *= 1, . . ., v) ist. Wenn der Wert von Xj filr < = mit Cj 
bezeichnet wird; erhält man durch Integration 

Xj^Cj + ^jW + rc)^^ + x/^ H ; o=m+i, .., n) 

aK») (i; =s 2, 3, . . .) ist eine ganze homogene Funktion v ten Grades von 

1) Es ist «,=c,, xi^c[, «;+i-c;^„ ..., «; = < für t^o. 
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Cif c[y c!n+if '-'f Cn und eine lineare Funktion yon cospWj mpw 
Q) — 0, 1, . . ., v), welche för m? « verschwindet. 

Die hier dargestellte Methode ist eine Yerallgemeinenuig der- 
jenigen, welche in B. § 3 und § 11 auf die (am AnfiEmg von § 13 noch 
einmal ausgesprochene) Aufgabe III angewandt wurde. 

§15 

Die in § 13 aufgestellten Behauptungen über die Transformation 
der beiden quadratischen Formen 

Q — ^ik^i^^k (/,* = !,...•) 

sind noch zu begründen.^) 

Die Gleichung nten Grrades 

! «»11 -feil, ..., soi^ — 6i^, sai,,»+i, 



«öl« 



SOfnl — Kly •••; S^mm — Kmy ««m,m + l> 



sa. 



'm + l,l> 



sa, 



m-^l^mf 



sa. 



'm + l,m + l7 






sa. 



Hl? 



•J «««mJ 



sa, 



'«,m + l' 



•7 «»« 



mit der Unbekannten s hat, da die Form P definit ist, lauter reelle 
Wurzeln s^y . . ., 5„, 0, . . ., 0, welchen einfache Elementarteiler der 
Determinante z/ entsprechen. Folglich gehen die beiden quadratischen 
Formen P, Q durch eine reelle lineare Transformation in 



-p=2'*'-' «-J***"' 



aber. 

Um diese Transformation auszufahren, schlagen wir den folgenden 
Weg ein.') 

Setzt man in der positiven definiten quadratischen Form P die 
Veränderlichen u^, . . ., u^ gleich Null, so erhält man die positive defi- 
nite quadratische Form 

der Veränderlichen Um-f-i, . . ., u^ welche sich durch eine reelle lineare 
Substitution 

% - Ä>.m + l«*m + l + • • • + f^jn^n (/«-.+1...^-) 

1) Vgl. Weierstraß, Werke, Bd. I, S. 233 «F., Bd. II, S. 19 ff. 

2) Vgl. Bd. 62, S. 11—13. 
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auf eine Smnme von Quadraten 

tC+i H h tti* 

bringen lä&t. Dann ist, wenn unter i, Je Zahlen der Reihe 1, . . ., m, 
unter jy l Zahlen der Reihe m + l, . . .,n verstanden werden. 

Setzt man 

«^i — «*; + a^iUi H h ajmw«, (/-m+i,..,«) 

BO wird 

••» i 

wahrend 

ungeandert geblieben ist. 

Die beiden quadratischen Formen 

ik ik 

deren erste definit positiv ist, gehen durch eine reelle lineare Sub- 
stitution 

Vf — Äfltt, H + Ä,.^U„ (.• = l,..,m) 

in 

i i 

über. Die reellen Größen s^y . . ., s^ sind die Wurzeln der Gleichung 

mten Ghrades 

sau —611, .. ., sai^ — *im I 

. ...., = 0. 

SöiJil — &ml, . . ., Äö'iim — 6mm | 

Die beiden ursprünglichen quadratischen Formen P, Q lassen sich 
ako durch die Substitution 

V, =. A,iUi + . • . + A,„4i„, (. = 1....,«) 

v^ - A.-iUi + • • • + A^„u„ + A^^^^.iti,,+i + • • • + A^,«i„ (/«m+i,..,«) 



1 
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worin 

ist, in 

P» t;f + • • • + t;« + t;;,+i + . . . + t;*, 

überfahren. 

§ 16 

Die Bewegung eines Systems von n Freiheitsgraden werde durch 
die Lagrangeschen Gleichungen 

d dL dL f. 

dt ox' dx K H -y 

a a 

dargestellt, wo L (das kinetische Potential; eine gegebene Funktion Ton 

In A. § 1 handelte es sich um den speziellen Fall, daß L=7+r 
ist, wo T (die lebendige Kraft, die kinetische Energie) eine quadra- 
tische Form von x[, . . ., x^ ist, deren Koeffizienten von Xy . . ., x^ ab- 
hangen, während U (die Kraftefunktion, die negativ genommene 
potentielle Energie) eine Funktion von x^j . . ., x^ ist. Jetzt wird je- 
doch die Voraussetzung, daß L eine Zerlegung in zwei Bestandteile 
T und ü von der früheren Beschaffenheit gestattet, nicht mehr gemacht.^) 

Wir nehmen an, L sei in eine Potenzreihe von x^j . . ., x^] xl, ..^x„ 
entwickelbar, welche mit quadratischen Gliedern beginnt: 



1) AIb Beispiel dient Aufgabe Y in § 19. — Ein anderes Beispiel erhält man 
durch andere Behandlung der in § 13 gestellten Aufgabe. Wir eliminieren £^^i, 
. . . , x^ yermittels der Integralgleichungen 

dT ^ 

(unter Einführung der Integrationskonstanten Cm+i, ..., Cn) und behalten nur 
die Koordinaten x^, . . ,, Xm bei. Drückt man 

L^T+U^ 2 Cx] 

durch Elimination vona;^_|,j, . . ., rc^j als Funktion von rCj, . . ., x^\ x{, ...,*« *°^' 
so wird die Bewegung durch die Gleichungen 

±llL^?Ii^O (.=1,.,«.) 

dt dx/f dx^ 

dargestellt. Vgl. Routh, Dynamik, Bd. I, S. 378; Whittaker, Analytical Dyna- 
mics, S. 68 ff. 
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dabei ist 

^;ia"^^a^y ^lia"^^a(iJ ^iia^Kfi- 

Die quadratische Form 

von xif . , .y Xn wird als definit positiv yorausgesetzt. 
Dann sind 

av '^ ^«/»*.i +-?'<'«/*^/* ± • • • 

a P P 

Potenzxeilien der x, x\ welche mit den angeschriebenen linearen Gliedern 
beginnen; 

a p p 

ist eine lineare Funktion von x'iy . . ., x'ny in welcher der Koeffizient 
von x'p eine mit a„u beginnende und das von den zweiten Ableitungen 
freie Glied eine mit ^Sb^^Xp beginnende Potenzreihe der Xy x' ist. 

Die Lagrangeschen Gleichungen schreiben sich demnach 

^iflap + • • •) ^? = ^^afi^fl + ^Oap^'ß + " "l (« = 1,..,«) 

/* fit* 

dabei ist 

also 

9aa ™ ^} 9(ia ™ ffapJ 

der Koeffizient von Xp ist eine Potenzreihe von x^y . . ., x„] x[, . . ., x'ny 
welche mit a^^ die rechte Seite eine eben solche Potenzreihe^ welche 
mit den angeschriebenen linearen Gliedern beginnt. 

Da die quadratische Form 2^ap^a*^p ^^^ ^7 • • •; ^n ^^ definit 
vorausgesetzt wurde^ hat die Gleichung nten Grades 

I Uo 



mit der unbekannten s n reelle (nicht notwendig verschiedene) Wur- 
zeln c^y . . ,y c^y welchen einfache Elementarteiler der Determinante 
entsprechen. Die beiden quadratischen Formen 



2<^ap^a^p7 2Cap^a^p 
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gehen also durch eine reelle lineare Sabstitution 



in 



über. Wenn man 
setzt, wird 



ya^Pal^ + '-+PanXn 

2a^ßXax'fl — yi * H h y^S 

2oaßX^x^ - c^y? + • . . + cyj. 



(a = l..-.) 



(a«l,..,«) 



Wenn wir die neuen Koordinaten y^y > - -y Vn ^®<l^i' ^^ x^y-jh 
bezeichnen, können wir 

voraussetzen. 

Die Lagrangeschen Differentialgleichungen in den neuen Ko- 
ordinaten 

Xa + 2{: ' ')Xfi ^ C„X^ + ^gaßXfi H , {a»l,..,.) 

ff fi 

worin der Koeffizient von x'^ eiüe für rc^ ««•••=» a:, «= 0, aJi »—• • . =« xi — 
verschwindende Potenzreihe ist, lassen sich nach Xi, . . ,, Xn auflösen: 

fjf„ ist eine mit quadratischen Oliedem beginnende PotenzreUie Ton 
a:i, . . ., Xn'^ x^y . . ., x^. Um die Sätze von A. §§ 2 —4 anzuwenden, 
stellen wir ein System von 2n Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit den abhängigen Veränderlichen x^, . . ., x^] x'iy , . ,, x'n her: 



dx 

a 

dt 



^X, 



aj 



Die charakteristische Gleichung dieses Systems ist 



(««!,..,•) 



^- 



-s, .. 


•> 


0, 1,.. 





0, .. 


•> 


-8, 0, . . 

0, 9ii-s,.. 


1 


0,.. 


•7 


««» fl',w 


V ?.«-« 



-0. 
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Die Determinante ^ geht, wenn man zur aten Kolonne (a— l,..,n) 
die mit s multiplizierte (n + a)te Kolonne addiert, über in 



^ = 



0, 
0, 

=.(-1)" 



0, 1 , 
■ 0, 0, ' 



,0 
•, 1 



c.—s' 



•7 9ln 



■') 



Als Determinante nten Grades geschrieben, bleibt ^ unverändert, 
wenn man s durch — s ersetzt und gleichzeitig die Zeilen und Ko- 
lonnen yertauscht. Daher ist ^ eine ganze Funktion nten Grades 
Ton s^. Die Wurzehi s der charakteristischen Gleichung sind paar- 
weise entgegengesetzt gleich; wir nehmen an, es sei ein Paar rein 
imaginärer Wurzeln ± lA vorhanden, aber daneben keine Wurzel dtzipl 
(p ganze Zahl) und keine Wurzel 0. 

Die Lagrangeschen Gleichungen besitzen die Integralgleichung 



oder 






Const., 



wo die nicht angeschriebenen Glieder von mindestens der dritten Di- 
mension in den o?, x' sind. Nach EinfGLhrung der neuen Koordinaten 
schreibt sich die Integralgleichimg 

a?!* H \r x'r?'- (h^i Cnxi H = Const., 

§ 17 

Wir setzen die Wurzeln 5^, «,, . . ., s^^ der charakteristischen 
Gleichung, welche die oben angegebenen Bedingungen erf&llen, überdies 
der bequemeren Schreibweise halber als einfach voraus. 

Dann lassen sich die auf die linearen Glieder reduzierten Differential- 
gleichungen 



1) Dabei ist ^u » • 



dx 

dt "■^«' 

dx^ 
*gnn^O gesetzt. 



(a=il,...,n) 
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durch eine lineare Substitution 



(a»l,...,i) 



auf die Form bringen: 

Wir setzen in den obigen linearen Differentialgleichungen 

in - 2fi 

y«i y = l 

in , in 

y=l y=l 

und yergleichen die Koeffizienten Ton Z^. Wir erhalten so ffir y = 1, 
..., 2n 

l^aY ™^ ^Y <XY 

und 

«y?21*ly + (^ - Sl)k^^ + '" + S^g^Jc^^ = 0, 
V»l^'ly + «y^«t*2y + • • • + (^1. - ^*«y -- 0, 

wodurch die Verhältnisse der Größen \^y k^^, . . ., A:„ bestimmt sind. 
Wenn 5^ =- »A, «2 ==* "~ *^ konjugiert ims^nar sind, können wir 
Tc^^ und Tc^^ als konjugiert komplex annehmen. Setzt man 

K\ "- *al + «*a2; *a8 = ^al — ^Kif 

WO A^i und Äj,, reell sind, und 

so gehen die DifPerentialgleichungen 

dt -*i'^i' dt -^t^i 
in 

^„1. ^ 1. 

dt **«' dt 1 

über, and es ist 

K,z, + k„^z, - A,,(z, + z,) + iK,{z, - z,) = K,s, + K,H, 
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Sind $^ und s^*^ — s^ reell, so setzt man 

sind 5, und s^ konjugiert imaginär, so setzt man 

usw. 

Die in § 16 aufgestellten Lagrangeschen Gleichungen lassen sich 
also durch eine reelle lineare Substitution 



(a=l,...,i.) 



worin 

ist, auf die Form bringen: 
dz 

> 

wo F^y F^y ... Potenzreihen mit Oliedem zweiten und höheren 
Ghrades sind. 

Die Integralgleichung 

2{oi^? - c^xl) + . . . = Const. 

geht über in^) 

'^(^i + 4) + --- = Const., 
wo 

^=^(A«Ä»2-C.«i)-^(i«Ä«X-C.Ä«,), 
a a 

also auch 

• < 

ist. 

Sind c^y . . ., c^ sämtlich negatiy, so wird die Gleichung ^^ » 
durch n negative reelle Werte von s* befriedigt.*) Es sei — A* einer 
dieser Werte und 

^=,1*1 ^ Xä-I 



1) Nach Bd. 62, S. 20 haben «f nnd z\ denselben Koeffizienten, während der 
Koeffizient von z^z^ Tenchwindet. 

2) Vgl. Ronth, Dynamik, ßd.n, S. 98. 



384 Weitere Beiträge zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

die zugehörigen Differentialgleichungen. Der entsprechende Wert von Ä 
ist positiv, da die n GrröBen X^ — c^ positiv sind und die 2n Großen A^j, 
h^2 iiicHt gleichzeitig verschwinden können. 

Wir verstehen unter c^, . . ., c^ wieder beliebige reelle Ghrößeii, wir 
setzen aber voraus, daß A von NuU verschieden ist. Dann besitzt das 
Differentialgleichungssystem mit den abhangigen Veränderlichen z^^ '-y^n 
nach A. § 4 eine periodische Lösung mit einer Periode 

wo c den Wert von g^ ftlr den Wert ( = darstellt, für welchen ^ 
verschwindet. Wenn man 

w — -J- 
setzt, ist 

^y — ctrii^) + c*^y,(tc;) + • • •; (y-i...-.«-) 

hierin ist 

tu '^ cos w, ^,1 « - sinw, ^M = 0, . . ., ^,^1 = 0; 

^yy ist eine lineare Funktion von cos^im;, Bmpu?(p =» 0, 1, 2, . .., v). 

§18 
Wir gehen etwas näher auf den Fall n = 2 ein. 
Das Differentialgleichungssystem 

wo g^^ » — g^y^ ist, hat die charakteristische Gleichung 



- i^it; Ci - «* 



«*-(<! +ci-(7f,y + c,(^ = 0^) 



oder, wenn 

gesetzt wird, 

f{p) » tf« - fc^ + ci - i7!,)<y + Ci(i - 0; 

die Auflösung ergibt 



Es ist /•(— oo) =- + cx>, /"(O) « CiC,, /•(+ oo) «X + oo, femer 

^0*^ o 



1) Vgl. Thomgon-Tait, Natural Phüoaophy, 2. ed., toI. I, partl, S. 39«. 
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nimmt f{6) den Minimalwert 

t\pQ) == ^1^ 4 

an. 

Sind q und c, beide negativ, etwa c, ^ Cj < 0, so liegt eine 
Wurzel 6 zwischen — oo mid c^^ die andere zwischen c^ und 0; die 
vier Wurzeln s der charakteristischen Gleichung sind rein imaginär. 

Ist von den beiden Größen q, Cg die eine positiv, die andere 
negativ, etwa c^<iO, c^ < 0, so liegt eine Wurzel 6 zwischen — <x> 
und Cj, die andere zwischen und c^; zw^i Wurzeln s sind rein imaginär, 
zwei reell. 

Sind c^ und c^ beide positiv, etwa < c^ < q, so ist der Minimal- 
wert f{€^ nur dann negativ, wenn g^^ entweder kleiner als Yc^ — j/c^ 
oder größer als l/q + Vc^ ist. Im Falle 

ist 6q > 0; die Gleichung f{6) = besitzt zwei positive Wurzeln, von 
denen die eine zwischen und öq liegt, die andere größer als 6q ist. 
Im FaUe 

9is > Vci + Vc, 

(in welchem auch c^ = Cj sein darf) ist 6q<0'^ die beiden Wurzeln 
der Gleichung f(6) ==> sind negativ, und zwar ist die eine kleiner, die 
andere größer als 6^, 

Periodische Bewegungen sind nur möglich, wenn die charakteristische 
Gleichung rein imaginäre Wurzeln besitzt, d. h. wenn mindestens eine 
der Größen q, c^ negativ ist oder wenn beide Größen c^, c^ positiv sind, 

aber fl'i« > V^ + V<^ ist- 

Sind Syf7= 1, . . ., 4) die Wurzeln der charakteristischen Gleichung, 
so hat man nach § 17 

(Ci - sf)k^y + Sy^iaÄ-jy = 0, 

^yQ^yßiY + (^ ~~ ^Yj'^tr ** ^y 



also z. B. 



Sind 






«1 = il, «2 ™ "" *^ 
rein imaginär und setzt man 

ZeiUohrift f. Mathematik a. Physik. 6S. Band. 1906. 4. Heft. 26 
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so ist 

femer 

*u-i, K-0, Ä„-o, Ä„ = Ä. 

Die Sabstitationsgleichungen von § 17 lauten 

«1 - «1 + • • •, 
ar, = A«j -I — •, 

x^ =» khzi + • • •, 

wo die weggelassenen Glieder nur e^ nnd z^ enthalten. 
Man hat die Integralgleichung 

x[^ + ^i* -c^x\-'C^x\ + "^^ A{z\ + xrj) + . . . = Const., 
worin 

A = k^v - ci = ;l« - c,A» 

ist. Wenn mindestens eine der Größen c^y c^ negativ ist^ ist A positir. 
Wir haben noch zu zeigen, daß auch im Falle 



— Ci = 



oder, wenn man 

2 

setzt, 



A 


Ton Null yerschieden ist. 
Soll in diesem Falle 






^ = i»A» - Ci = 


9}. 


sein, 80 mnB 






A« + Ci 


= i^uV^ 



Durch Quadrieren dieser Gleichung und Weglassen der den beiden 
Seiten gemeinsamen Faktoren erhält man 

was nicht möglich ist, wenn g^<^ und c^ von Null yerschieden smd. 

Demnach können auf jedes Paar rein imaginärer Wurzebd ± i^ 
der charakteristischen Gleichung die Sätze über periodische Bewegungen 
am Schluß Yon § 17 angewandt werden. 
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§19 

Wir wenden die Sätze von §§ 16 — 18 auf die folgende Aufgabe an. 

Aufgabe Y. Eine Fläche rotiere mit konstcmter Winkdgeschwindig- 
Jceit (o um eine lotrechte Achse, welche durch eine Stelle der Fläche 
mit waagerechter Tangentialebene geht. Wir untersuchen die periodischen 
Bewegungen eines an die Fläche gebundenen schweren Punktes in der 
Nähe der Stelle 0. 

Wir führen ein mit der rotierenden Fläche fest yerbundenes Ko- 
ordinatensystem mit dem Anfangspunkt so ein, daß die £r- Achse mit 
der Rotationsachse zusammenfällt (nach oben positiv), während die 
Achsen x und y die Tangenten der Erümmungslinien der Fläche im 
Punkte sind. Die Gleichung der Fläche ist dann 



^-i(J+9 + 9'(-.y), 



wo 9 (x, y) eine mit Gliedern dritten Grades beginnende Potenzreihe 
von X, y darstellt. 

Die absolute Geschwindigkeit des an der Stelle Xy y^ z befindlichen 
Punktes, dessen Masse wir gleich 1 setzen, hat die Komponenten 

x' — yoj y+xcjy js'] 
daher ist die lebendige Kraft 

die Kräftefunktion ist 

U^-gz. 

Nach Einführung des Wertes von z ist 

i_„ir-jj(i + J- + ...y. + (?^» + ..>y + (: + g + ...y. 

+ 2m(xy'^yx')]^\g[f^+^^-gg>{x,y), 

wo die Koeffizienten von a;'*, xy', y'* Potenzreihen von x, y sind, welche 
außer den angeschriebenen Gliedern nur solche dritten und höheren 
(Grades enthalten, oder 

L~i[x" + y'* + 2a>{xy'-yx-) + (a>'-fy+(a,'-fy + ..-], 

WO die weggelassenen Glieder von mindestens der dritten Dimension 
in bezug auf x, y, x\ y' sind. 

26* 
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Die Lagrangeschen Gleichungen 



deL 
dt ex 


ex 


ddL 

dtcy' 


cy 



achreiben sich hier 

'"(^+'4)(;;-+li)+»-['+(.^+li)*]+2"'+a-°> 

wo %u ^2 ganze homogene Funktionen zweiten Grades von x\ y dar- 
stellen, deren Eoefifizienten Potenzreihen yon Xj y sind, welche for 
or « 0, y » Terschwinden. Die anf die linearen Glieder reduzierten 
Differentialgleichungen sind 

Die Satze von §18 lassen sich hier anwenden, wenn man 
! setzt Die charakteristische Gleichung 

I ''+(^+?.+2''*>*+{,'-°')(i -"•)-» 

I hat im Falle 

\ und im Falle 



ei = ei ' 



1 >1 
et = er 

lauter rein imaginäre Wurzeln, während im Falle 



9t ei 

nur ein Paar konjugiert rein imaginärer Wurzeln vorhanden ist. 



1) Diese Bedingung ist von selbst erfüllt, wenn q^ und ^, beide positiv sind. 
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Jedem Paar konjugiert rein imaginärer Wurzeln entsprechen nach 
§ 18 periodische Bewegungen. 

§20 

Die in B. § 1 und § 9 behandelte Aufgabe I (Bewegung eines 
schweren Punktes auf einer Rotationsfläche mit lotrechter Achse in der 
Nähe eines Parallelkreises mit nahezu konstanter Geschwindigkeit) ist 
als besonderer Fall in der folgenden allgemeineren Aufgabe enthalten. 

Der Ausdruck 

eine positive definite quadratische Form von xi, . . .; Xn, stelle wie in 
§ 13 die lebendige Kraft eines Systems Yon n Freiheitsgraden dar; die 
Koeffizienten Ä^^^ und die Kräftefunktion 

Ü^U(x,,.,,,xJ 

werden als analytische Funktionen der m<n Koordinaten x^,.,,,x^ 
vorausgesetzt. 

Wir haben wieder die Lagrangeschen Gleichungen 





d dT dT du 
dtdx'^ dx^ dx^ 


(«=i,. 


..,«) 


mit den Integralen 


2(T-U)^C, 






dT 

dXf 


^AjiX[ +''- + ÄjnXn-Cj, 


(/=m-fl,. 


.,«) 


Es seien 


x^ = a^, . . ., x^^ a^y 







(i = l,...,m) 



^1 = 0, . . ., Xto = , Xm^i = 6ot4. I, . . ., X» = 6n 

reelle Werte, welche die m Gleichungen 

dx. "^ dx. '^ 
befriedigen; es ist also 

rdU ^dÄ,, -| 

llx+'^^-d^^^^l-^^ ('-!..•.,-), 

lex. jl ex. Jx,=a„..,ar,„=a„ 

wo sich die Summation über die Werte j, Z = m + 1, . . ., n erstreckt. 
Die Gleichungen 

Xi^a^y (1=1.... ,m) 

X^^ a^ + bjt, (;=»»-f l,...,n) 

WO »TO+i^'"?^« willkürliche Konstante sind, stellen eine stationäre Be- 
wegung dar. Wir untersuchen die benachbarten Bewegungen und zwar 
zunächst die periodischen Bewegungen. 
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Wir können aj » 0, . . .^ a^ » annehmen; wir brauchen nns nur 
X| — a|(t » 1, ...y itt) an Stelle Ton x^ als Koordinaten eingeführt m 
denken. Wir setzen 

a^^ = A^^ (0, . . ., 0) {a,ß = 1. . , «) 

und betrachten die positive definite Form 

von ttj, . . ., u«, welche sich als Samme von Quadraten 

darstellen laßt, indem man eine reelle lineare Substitution von folgender 
Gestalt anwendet: 



hierbei hängen t?i, . . ., t;^ nur von m^, . . ., w^ aber nicht von w,„+i, • • -, % 
ab. Setzt man demnach 

sodaß x^y "'f^m li^^<^^ homogene Funktionen von y^, • • -; Vm ^^^^y ^^ ^^ 

n 

O/!^ ' = 1 

Indem wir die neuen Koordinaten statt mit yif"',y^ wieder mit 
^v "-y^H bezeichnen, können wir voraussetzen, daß 

«..= 1, ««,. = 0(a^/J) 
ist. 

Die Lagrangeschen Gleichungen lassen sich durch ein System von 
2n Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzen: 

dx 

dx: dx' ^dÄ,„ , , , ^dÄ„^ , , du 

dabei durchlaufen die Indizes a, ß die Werte 1, . . ., », der Index i die 
Werte 1, . . ., wi. Wir scheiden die n— w Differentialgleichungen 

dx- 
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Torlänfig ans und führen in die n -f- ^ übrigen Gleichungen die n + nt 
abhängigen Veränderlichen ein: 



^i } Vi ~~ ^i ; 



(. = l,...,m) 
0=m+l....,n) 



Unter Beschränknng auf die Glieder, welche in den neuen Ver- 
änderlichen und ihren Di£Ferentialquotienten linear sind; lauten die 
Differentialgleichungen : 



dy, 






(<=.l,...,m) 



^ - c„aji + • • • + Ci„x„ + «7,1 yi + • • • + 9,.y„, (.=1,..».) 



-^'-9iiyt + - • + 9jmym 



Dabei ist 



^" = [?(^-l^)^'l.=,o.....^=o' 
», Ä durchlaufen die Werte 1, . . ., w und j, Z die Werte w + 1, . . ., n. Es ist 

9ii^^y 9ki^—9i%y 9ji="-9ij' 

Unser Differentialgleichungssystem hat die charakteristische Glei- 
chung (n + m)ten Grades 

z/(s) = 0, 
wenn man setzt 



^(s) 



- s, . 


. , 0, 1, . . 


•f 




0, 




0, . 


., 


0, . 


..,-«, 0, . 


•7 




1, 




0, . 


.., 


Cn, ■ 


• '} ^m9 9n ^f • • 


'f 




9lm, 


9i, 


m+l; • 


••> 9i, 


Cml> • 


• 't ^mmf 9ml7 ' 


' '7 


9mm-S, 


9„, 


m + l> • 


••> S'm« 


0, . 


••» 0; fl'm + l.U • 


'} 


9« 


1 + 1, m> 




-s, . 


., 


0, . 


•., 0, (7„i, . 


' '} 




9,m> 




0, . 


.., -8 
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Wenn man die mit s multiplizierte (m + h)ie Kolonne (k »= 1, . . ., m) 
zur it-ten Kolonne addiert and beachtet, daß gu^O, . . ., g^^^O ist, 
erkennt man, daß 



± ^(.s) = 




., 


ist, d. i. gleich 
wenn man setzt: 




0, . 

w + 17 • • 


.., -s 

■> 9ln 




-1,.. 


■} 9»n 

, ■ 




^«17 '"> 9nmJ 


0, .. 


•, -1 



Die Determinante D(s) bleibt ongeandert, wenn man s dnrch —s 
ersetzt und gleichzeitig die Zeilen und Kolonnen yertanscht, sie ist 
also eine ganze Funktion m-ten Ghiades von s^. Wir formen die Deter- 
minante D{s) am, indem wir zur ft-ten Kolonne {k^ ly , . .^ ni) die 
mit g^+i^i multiplizierte (m + l)te, . . ., die mit g^j^ multiplizierte nte 
Kolonne addieren. Man findet so 

<ii - ^ +29u9n y "'7 <^m + sgt^ +29u9i^ 

±D{S)^ ^ . ^. . . ,,. 

C^l + S9n,i +2gmj9jiy ' . ., Cm« ^ ^ +29mj9jn 

Die charakteristische Gleichung z/(s) = hat die (n + »i) fache 
Wurzel 5 = und die 2 m paarweise entgegengesetzt gleichen Wurzeln 
der Gleichung D{s) = 0. 

Beschrankt man sich nicht auf die linearen Glieder^ so haben die 
Bewegungsgleichungen die Form 

da;,. 
Ht-Vo (■■='•■■•■"' 

'*"•• + ? ''y' + ...4.f ^J' 
dt + '" dt ^ ^ '<« dt 

- c„x, + • • • + Cf„z„ + gtiPi + •■•+ 9t,y, + 5.-, (.»i.- .-) 

'dt ^ '^> dt ^ ^ '>" dt 

= 9ityi + •■• + 9imym + 5>; ü=»+>.- .") 
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hierin sind die f Potenzreihen von x^, . . ., x^j welche für rCi =» 0, . . ., 
x^ = verschwinden, während die % Potenzreihen von x^, . , ., x^y 
Vi9 ' ' '7 Vn BÜid, welche mit quadratischen Gliedern beginnen. Wenn 
man die n letzten Gleichungen nach 

dt ' " ' dt 

auflöst, erhält man die Differentialgleichungen der Bewegung in der 
folgenden Form: 





(.• = l,....m) 


-ai = «n^l + • • • + Cim^m + QnV, + • • 


•+9inyn + ®i, <' = J -») 


dt = OiiVi + • • 


•+p>«y« + ®y; "-»+1 ») 


1, . . ., @, sind Potenzreihen von x^, . 


•■y^m, Vi, ■ ■ •> yn, welche mit 



quadratischen Gliedern beginnen. 
Die Integralgleichung 

^^nVk +2^ji(J>i + Vi) = Cj ü = /«+i. ...,«) 

schreibt sich 

2 X, \2^-^ 6.1 + «,1^1 + • • • + «>,y, + ^y - G, , 

WO ^^ eine Potenzreihe von x^^ . . ., x^ mit Gliedern zweiten und 
höheren Grades ist, oder 

Die Enerfideffleichunff 

» » * 2(T- CO-Const. 

ersetzen wir durch 

oder ;-»+i'^^> 

2'A*^"^ii - 2Ü-- 22AiJ>j< 

afi aj 

^^AkViVk +2^ii (Pj + y,.)(6, + y,) 

+ ^^AiViih +yi) -20"- 22Äj,h,y, - 22Aj,bj(b, + y,) 

*J Ji Jl 

a{i ^ ' JI ' ' 

r du dAii 1 



'm = 



--!-.-* [äS + W'4^^I.,.....„..+ * - Const., 




äette, so littt 



.3^ -^'WVi ^ ♦ = c«-t 



lA 



— ^«|~1 (^ gkaxe Zalil) giui keiiia 

(» — «)lKfaa 




entgeg««- 

If d. L die 

ÄÄ — • ■* ^, J^. . , -, %,. Die Bof die 

et 



^i*Tt _ -t*ft»wi aas 



(;■ = » + !,...,■) 



Tiit r. 



- '^«.- fi- 



Imeoie Funktioiiai Z^, . . ., Z.^, 
jl^ cEsfikrt^ aaf die F<»iii bnngen: 



iZ. 



'=i.Zi. 



^1 -«i«^i-. 



^^ 



dt 



= 0. 



Weün die » — M ktxssi firVäLuiig e a wiridich die angegebene Form 
habei, €iit^*ieetai der ■ — m' &cliesi Wund s=^0 der charakteristi- 
schen Gkieiiimg m — ■ ^rni^^h^ ElemoitarteQer der Determinante J{s). 
Mac sieht aber «ofon. daß der nach / genommene Difieraitialqnotient 

des Ausdrucks 

gleich 
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ist, daß also n — m unabhängige lineare Verbindungen der x,y einen 
yerscbwindenden Dififerentialquotienten besitzen. 
Die Koeffizienten der Substitution 

y,- = kiiZi + • • • + hi^m + nZm + nf 
yj — ^n^l + • • ' + J^j,m-^nZm + n 

müssen die folgenden Bedingungen erfüllen, in welchen unter y ^^le 
der Zahlen 1, . . ., 2w, unter d eine der Zahlen 2m + 1, . , ., m + n 
zu verstehen ist: 

= ca*id H h c/,„i,„^ + gnKd H h 5^1 «^id; 

0^gjiJcis'\ \-gjmK6' 

Durch Elimination der Größen Jclyy • • •; Ky erhält man zur Bestimmung 
der Verhaltnisse der Größen A^y, . . ., Ä;^y die Gleichungen 

\ fsm + l / \ /«m + 1 / 

f ^ml + ^y9ml +^9ml9n] hy + ' " + ^mm - 4 + J'S'mlS'/m) *my = . 
\ « = m + l / \ l-m + 1 / 

Hiemach ist 

kiy = ^yl^iyf 

'kjY ^9jlhy'\ + 9jmKy ' 

Femer hat man nach Nullsetzen Yon kis und beliebiger Annahme von 
kj^ die Gleichungen 

Ciihii -\ h CimJCmd +5'/.m + lÄ'TO + i,J -\ h 9inKd = (• = !, ...,»») , 

aus welchen sich die Größen J^^, - - -, Ic^s berechnen lassen, wenn die 
Determinante 

^17 ' * -} ^im 



von Null verschieden ist. Setzt man z.B. klm-^j'^1, alle übrigen 
Größen kjj gleich Null, so hat man 

Ca*l.m + / + • • • + CimKm + J + 9iJ ^ ^ (>.m + l....,n) 
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So erhält man die Sabstitationegleichungen 

Vi - «1*«^1 + • • • + s^Jc^^^Z^^, 

Sind Si = A)/— 1 und s, = — ^l/— 1 konjugiert imaginär, so können 
wir 

annehmen, wo A|, , A„ reell sind. Setzt man 
SO gehen die Gleichungen 

in 

über; es ist 

k^^Z^ + TCi^Z^^h^^e^ + Ä,.,f,, 

O^/Al + • • • + 9jmKl)^l + (9/1*12 + • • • + 9smKl)Zl 
- i9ilK + • • • + 9jmKl)^l + K9ilK + • • • + 9jmK%)h • 

Sind «3 und 5^ — ■— S3 reell, so setzt man 

sind s^ und 5^ konjugiert imaginär, so setzt man 

;er,-Z, + Z„ ;f, = l/^T(7,-Z,); 
USW. Schließlich setzt man 

schreibt man 

und nimmt man h^m-^j'^ 1, die übrigen Größen hj^ gleich Null an, 
so ist 

<^ilKm + J +'" + CiJl^^^j + 9ij = 0. 0=« + ^. >«) 

Unsere auf die linearen Glieder reduzierten Differentialgleichungen 
gehen also durch eine lineare Substitution mit reellen Koeffizienten 

y* ■= Ä/iXfi + • • • + A|^2m^2m, 
yi='G'ilÄll+---+W0^1+--' + (9yi\jm+--'+W*m,2m>2m + ^«+>' 



Von J. HoRK. 
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worin A/i = — Aä,-«, Ä/g =» Ihn ist, über in 

^^9y dt ^^if 



dt 

dt ^^> 



dz, 



m±n _ A 
dt "^ ^• 



Die nicht linearen Differentialgleichungen haben dann die Form 



dz^ 
~di 



r ™ "~ ^^1 + -^1 \^U • • 'f ^m + n)f 



dZi 



»m-H _ 



dt 
dz, 



-^2m + l(^l> • • '9 ^tn + Jf 



m-^u , 



dt 



-^rn + nC^l? • • '7 ^m + iJ? 



%> 



WO jP^, . , ,, F^^^ Potenzreihen der beigefügten Argumente mit Gliedern 
zweiten und höheren Grades sind. 

Bezeichnet man die Yon Null yerschiedene Determinante 

mit C und die Unterdeterminaute von c^^ = c^, mit C^^ = C^^y so ist 

m 

Hiemach wird 

t t ( 

™^m + /+ öy,m + 1^2m + l + ' * ' + ö/n^m+n; 
WO 

ik 
ist. Da, wie wir unten sehen werden, die Determinante 

^ • xm + l,m + l^ • • '} Xm + l,« 

unter den früher gemachten Voraussetzungen Yon Null yerschieden ist, 
so lassen sich die n — m Integralgleichungen 

tfj +^9ij^i H = Const. 



E 
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durch AoflÖBung nach Ji^f^+v - • 9 ^m+» ^^ ^® Form bringen: 

^m+j + • • • = Conßt., 

wo die weggelassenen Glieder mindestens vom zweiten Grrade in jp^ . . ., 
^m + « sind. 

Die Integralgleichung 

^yi —^Cik^i^k H = Const. 

a 

geht über in 



ik 



WO 



^(j^ + 4)+-- = Con8t., 



ik 

ist. Wir machen die Voraussetzung^ (2a^ J. t^m ^t<S verschieden ist. 
Wir zeigen noch, daß die Determinante E Yon Null yerschieden 
ist, wenn die Gleichung D(s) = keine verschwindende Wurzel besitzt^ 
wenn also 



2)(0) = 



^ml9 



^mm9 ffm^m + lf 



9mn 



9m^l,lf 



9m + l,m} 



9nly • • 'J 9nmf 

Yon Null yerschieden ist. Wir setzen 

^17 • • •? ^Imf 9lJ 



-1, 

0, 



-1 



^si 




--C-20a9ii9skf 

ik 



= — -^Ciifi'i/fl'ii- 



ü^O 



9n} • • •; 9imJ 

Dann ist nach dem Deteiminantensatz yon Sylvester 



D. 



») m + 1 7 



•, ^.. 



= C— "->/)(0), 
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also ist nnter den oben gemachten Voraussetzungen die Determinante 
auf der linken Seite dieser Gleichung Yon Null verschieden. Diese 
Determinante ist aber wegen 

D,j = -CO. + Q,j), D„ = -CQj, 
gleich 

also ist auch die Determinante E von Null yerschieden, w. z. b. w. 

Das Differentialgleichirngssystem mit den abhängigen Veränderlichen 
jEfj, . . ., ^n-^n hesitzt unter den bisher gemachten Voraussetzungen nach 
B. § 7 eine Lösung von der Form 

Hierbei ist 

^1^ = Ci cos «7 + c, sin u; , 4^> = — c^ sin w? + <^ cos «; , 

4'' = o, ..., 4'i-o, 

g^y^ (v = 2, 3, . . .) ist eine ganze homogene Funktion v ter Dimension 

Ton Cj, Cg, ^„+1, . . ., (^tn^n ^^^ ®^^® Uucare Funktion von cosp«;, 
Bmpw (p = 0, 1, . . ., v). Es ist 



und 



2nt 



T^ — + T^^) + T(^) H I- TC»-) + 



wo T^^) eine lineare homogene Funktion von c^^^u . . ., c^^n ^^^ ^^^^ 
eine ganze homogene Funktion t/ten Grades von c,, c^, Cjm+i; • • •; ^m+ii 
ist. Dabei stellen q, c^, c^m+i,, .-•; c„+„ die willkürlich, aber klein 
anzunehmenden Werte von z^^ z^^ ^jm+i; • • •> ^m-k-n ^^ ^ = dar. 

Auf Grund der obigen Substitutionsformeln sind auch x^^ . . ., x^ 
Vv ' ' '9 Vn Potenzreihen der Integrationskonstanten Cj, c^, <^m+v • • •; ^m+n 
und periodische Funktionen von w mit der Periode 2yc. Dasselbe 
gilt fär Xi =» ffi und xj^bj + yj. 

Wir haben noch a:^+i, . . ., a?, zu berechnen. Für j = w + 1, 
. . ., n ist 

dxj dt dxj T y 

d^ ''dli~dt'^2lc^^^'^yj^ 

eine periodische Funktion von w mit dem Mittelwert 
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der fljfl Potenzreihe der Integrationskonstaiiteii erscheint. Soll für < = 
Xj « x^' sein, so erUdt man durch Integration 

Xj - xf = Äj^tr + xf' + xf + . . ., = m + l,-..«' 

wo 2^!^ eine ganze homogene Funktion vten Grades der Integrations- 
konstanten und eine lineare Funktion Ton cos pw, mipw (jp^O, 1; • •; ^) 
ist, welche für ir == verschwindet. 

§22 

Der Fall, daß iii = 1, n aher beliebig ist, möge etwas genauer be- 
handelt werden. 

Wir haben die Differentialgleichungen 



dt 



-9niyi + 



mit den Integralen 

yj H + y! — qa:J + Const., 

y« + 9if^i H = Const., 



y« + ^11.^1 + ••• = Const 
Die Gleichung 

D(s)-Ci-s»-i^, pf.-O 

hat, wenn 

positiv ist, die rein imagiimren Wurzeln s^ =« t A, «2 '^ ~ ^^' Durch die 
Substitution 

y» = Äi^i + ^»> 







Von J. 


Houi. 


gehen 


die 


Differentialgleichnngen in 






dt 

dt 


A«, + • • • 






dz 

dt 


A«r, + • ■ • 






dt 


+ •• 
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^"+1 _ 4. 

dt ^ 

vmd die Integrale in 

i?{z\ + £© + 2«/„«i«, + . . . + (i _ ?h) 4 + Const, 

«1+/ + ^ ^, + • • • + ^7^ «.+1 + • • • = Const. Ü-. «) 

über. Die n — 1 letzten Integralgleichungen erhalten durch Auflösung 
nach g^y . . ., jer^^i die Form 

jer, + • • • = Const., . . ., z^^^ -|_ . . . =« Const. 

Die Anwendung der jetzigen allgemeinen Methode auf die in 
B. § 1 imd § 9 behandelte Au%abe I (deren Wortlaut am Anfang von 
§ 20 wiederholt ist) gestaltet sich folgendermaßen. 

Unter Beibehaltung der in B. § 1 eingeführten Bezeichnung ist 

so daß T und U von 9 unabhängig sind. Die Gleichung 

oder 

r(r)r(r)r'» + r9>'»-(,r(r)-0 

wird, wenn /"(^o) > ^ ^s*> durch 

r^r„ r'-O, 9,' = ,, = ]/^^ 
befriedigt Setzt man 

SO wird 



WO an Stelle von . . . Potenzreihen von x^ stehen, welche für ^^ = 
verschwinden. Setzt man weiter 

ZeiUchrift f. MAtheiDAtik u. Fhyiik. SS.Band. 1906. 4. Heft. 20 
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und 

80 hat man die Differentialgleicliiuigen 



yi+r'W 



dt 



y^ 





j^«=»c,a;, +^„y,+ 


' ' ' } 




%- i'«y,+ ■•. 


Die Oleichung 






! Ci - «S «^1» 


-0 




f'/gl. Ck— »* 




, wenn 




;i — 


V^ . _lA(3r(r.) + r.r(ro)) 



reell ist, die rein imaginären Wurzeln + iX und — ik. Durch die 
Substitution 



^1 = ^1 + 



^ti 







yi- 




erhält man die Differentialgleichungen 








A^, + • • 






dt 


- A;fl + • • 


Die 


Integrale 


dr._ 
dt ~ 


+ •• 




dtp' 


-Const., 


2(T-I7) 


ersetzen 


wir durch 







oder 



y2 + 9i%^x-i =» Const., 

y\ + y^i — CirrJ + . • • == Const. 






= Const. , 
A«(j?J + 4) +.-.-. Const. 
Die weitere Behandlung vollzieht sich wie in B. § 9. 
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Graphische Berechnung der elliptischen Fnnktionen, mit 
einigen Anwendungen. 

Von N. Delaünay in Warschau. 

§1. 

Die im Laufe des 19. Jahrhunderts entwickelte Theorie der 
elliptischen Funktionen nahm, nach den Arbeiten von Weierstraß, 
eine so schöne und abgerundete Form an, daß wir jetzt Lehrbücher 
über elliptische Funktionen, wie das von Appell und Lacour, be- 
sitzen, deren leichtfaßlicher Inhalt sich mit einem Lehrbuch der Trigo- 
nometrie vergleichen läßt. Aber diese schöne und wichtige Theorie 
hat bisher in die Kreise der Ingenieure noch keinen Eingang gefunden. 
Die Ursache hiervon liegt nach meiner Meinung erstens darin, daß die 
Theorie der elliptischen Funktionen verhältnismäßig neu ist, zweitens 
in dem Fehlen graphischer Methoden, mittels deren man die unter der 
Form der elliptischen Funktionen sich darbietenden Resultate veran- 
schaulichen könnte. In Ingenieurkreisen wendet man gern trigonome- 
trische Funktionen an, nicht nur weil man ihre numerischen Beträge 
in den Tafeln finden kann, sondern auch weil jede trigonometrische 
Funktion sich leicht zeichnerisch bestimmen läßt. 

Tafeln für elliptische Funktionen hat bereits Legendre ausgerechnet, 
es fehlt aber noch an graphischen Methoden zur Berechnung der ellip- 
tischen Funktionen. Der Zweck dieser Abhandlung soll ein Versuch 
sein, die elliptischen Funktionen graphisch zu bestimmen, und mit 
Hufe dieser graphischen Methode die Lösung einiger mechanischer und 
geometrischer Aufgaben vorzuführen. Auf die Möglichkeit, die reellen 
Werte der elliptischen Funktionen mit hinreichender Genauigkeit gra- 
phisch zu bestimmen, habe ich in der Abhandlung „sur le calcul gra- 
phique des fonctions elliptiques et de quelques fonctions ultraeUiptiques^^ 
(Bullet, de la Societe Math, de France, XXX, 1902) hingewiesen. In 
der vorliegenden Abhandlung wende ich diese graphische Methode auf 
folgende Probleme an: 1. Rotierendes Seil, 2. einfaches Pendel, 3. elas- 
tische Kurve, 4. Kettenlinie und 5. geodätische Kurven auf einem Katenoid. 

§2. 

Die ganze Methode beruht auf folgender Eigenschaft des Haupt- 
mechanismus der Dampfmaschine, also des Schubkurbelgetriebes: 

26* 



404 GfaphiBche Berechnong der elliptischen Fnnktioiien, mit einig«n AnwendungtiL 

Fundamentalsatz: Der Kosinus des ÄUenkungsunnkds Oder Sdivih 
Stange m ist eine elliptische Funktion dn u von einem solchen Argument v^ 
für das der Kurhelwinkd tp gleich amu und der Modul k gleich dem 

Verh(ätnisse - der Kurbd a zu der Schubstange m ist. — Denn aus 

dem Dreiecke ABC (Fig. 1), das aus der Kurbel a, der Schubstange m 

und dem Stege BC besteht, haben wir: 

ßinö a ,. 

sing) m 




yT— Äf*sin*9 = ^fp =« dn ti 



-A 



Aus (2) und (3) erhalten wir: 



(4) 


" JcosÖ 


und dann 





(5) 


^'-äi 



Diese Beziehung (5) ist die Grundlage unserer graphischen Kon- 
struktionen. 



§ 3. Graphische Konstruktion von du für gegebenes 9. 

Wir zeichnen (Fig. 1) mit einem Halbmesser a eine Kreislinie. 
Wenn wir die Kurbel a als Längeneinheit betrachten, so haben wir: 

(6) a = l, Ä = i. 

Wenn der Kurbelwinkel q> eine kleine Änderung S^p annimmt, so 
ändert sich der Bogen DA auch um 8% weil der Halbmesser gleich 1 ist. 
Nehmen wir irgendwo auf der Geraden BC die Länge 

pp' = 8q> 

an und führen aus den Punkten p und p' zwei 2x1 BC senkrechte 
Geraden pq^ und pq\ Diese Geraden werden aus der Verlängerung der 
Schubstange die Länge 

ausschneiden. 



Von N. Delaunat. 
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ng. 2. 



§ 4. Konstruktion des Hanptgitters. 

Wenn der Modal Je gegeben ist, so bestimmen wir die Länge m 
der Schubstange aus (6). Dann beschreiben wir (Fig. 2) mit der Längen- 
einheit als Radius den Fundamentalkreis , teilen den Quadranten MN 
in n gleiche Teile ein^) und bestimmen, indem wir mit der Schub- 
stangenlänge als Radius um die Teilpunkte des Quadranten Kreisbögen 
beschreiben, deren n Schnittpunkte mit dem Durchmesser CM. Die 
von diesen Schnittpunkten nach den Teilpunkten des 
Quadranten gezogenen Geraden stellen die n Lagen der 
Schubstange vor. Auf diesen Geraden erhalten wir, wie 
oben gezeigt, die Änderungen 

indem wir in den im Abstände dg) voneinander liegenden 
Punkten p und p' des Durchmessers CP zwei Senk- 
rechte auf CP errichten. 

Jetzt tragen wir auf einer Abszissenachse OK 
(Fig. 3) die in der Fig. 2 erhaltenen Ände- 
rungen dt*i, dwj, . . . du^ eine nach der 
anderen auf. Dann erhalten wir auf 
der Abszissenachse n Punkte. 
Die durch diese n Punkte 
gefiihrten senk- 

rechten Ge- 
raden 




^^:^ 



Wnl^ 



geben den auf das Litervall . . . K bezüglichen Teil des Hauptgitters. 
Um das ganze Hauptgitter zu erhalten, müssen wir weiter die Änderungen 
des Argumentes u in umgekehrter Folge, also der Reihe nach dUn, 
d„— 1 . . . dtij, dttj, auf der Abszissenachse, dann dt«p dti^, - - • ^w« ^s^- 
abtragen und die zur Ordinatenachse symmetrische Konstruktion 
auf der negativen Seite der Abszissenachse ausführen und dann die 
zur Abszissenachse senkrechten Geraden durch die Punkte des Zu- 
sammentreffens von je zwei benachbarten Änderungen ziehen. Die 

1) Je größer n ist, desto genauer wird unsere Konstruktion sein. Die Unter- 
suchung der Genauigkeit der Konstruktion ist in meiner oben zitierten Abhand- 
lung angegeben. 
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Abszissen anf diesem Hauptgitier sind u, die Ordinaten wollen wir y 
nennen. 

Man sieht leicht, daß wir die Punkte der Kmren y = snu er- 




halten werden, wenn wir auf den senkrechten Geraden des Gitters die 
sehr leicht aus der Fig. 2 zu erhaltenden Längen 

sn Wi = sin y^ ; sn Mj = sin g>, ... 



Von N. Dblaükat. 407 

auftragen und daß wir in derselben Weise auch die Punkte der Kurven 
y = cnu und y » dnf4 finden können. 

Aber alle auf diese Art erhaltenen Konstruktionen werden ungenau 
sein. Wir müssen noch einige Verbesserungen einführen. In meiner 
erwähnten Abhandlung habe ich mit Hilfe der berühmten Eulerschen 
Formel 

6 

){v)dg> - ä[^^ + f (9.) + f (9.) + • • • + ^^] 







gezeigt, daß wir für genaue Konstruktion noch zwei Korrektionen 

,....sin(|;)oos( f;) 

berücksichtigen müssen. 

Ich habe dort auch gezeigt, daß man für k ^ 0,9 die Korrektion ^ 
Temachlässigen kann. Was aber die Korrektion |^ anbetrifft, so sehen 
wir, daß sie in der Form 

li = -i^[8ecÖ-l] 

ausgedrückt werden kann. Dieser Wert ist aber sehr leicht konstru- 
ierbar wie folgt. 

Aus dem Mittelpunkt C des Fundamentalkreises (Fig. 2) ziehen 
wir eine Gerade parallel zur entsprechenden Schubstange bis zu dem 
Schnittpunkte 8 dieser Geraden mit der durch den Punkt P geführten 
Tangente. Dann haben wir: 

Cs = sec 

Ds = sec 6 — 1 . 

Der aus dem Punkte D mit dem Halbmesser Ds beschriebene und 
dem Zentriwinkel j- entsprechende Bogen 5^ gibt also 
(8) 5i-5^ 

Wir werden jetzt in einem konkreten Beispiele sehen, wie man 
diese Korrektion in unsere Konstruktionen einfuhren kann. 
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§ 5. Die Eonstrnktion der elliptisoheii Funktionen y » snu; y == cnt4 

far Jfc - 0,9; n c=, 12. 

Wir teilen den Qaadmnten des Fundamentalkreisee (Fig. 2) in 
12 Teile ein. Die ans den Teilpunkten des Quadranten mit dem Halb- 
messer ^ "^ h ^ Y beschriebenen Kreisbögen geben auf dem Durch- 
messer PC 12 Schnittpunkte, und auf den 12 durch diese Schnitt- 
punkte und durch die entsprechenden Teilpunkte geführten Geraden 
erhalten wir 12 Strecken du^, dtij . . . dU],; Wir tragen diese Strecken, 
eine nach der anderen, auf einer durch den Anfang der Koordinaten 
(Fig. 3) geführten Hilfsgeraden OL ab. Dann tragen wir die auf der 6e- 

raden OL erhaltene Sunmie ^^ Sun auf der Abszissenachse vom An- 

femgspunkte ab und subtrahieren davon die aus der Fig. 2 vorher- 
bestimmte Korrektion l^ =5^. So erhalten wir OK^ K (Fig. 2), also 

die halbe Periode, weil g? » - , oder der ganze Quadrant, dem die halbe . 
Periode K entspricht, ist auf diese Weise — = am JC. 

Wir mußten für jedes n der Summe^ 8un eine solche Korrektion 

vornehmen, aber die Geraden, welche die so auf der Abszissenachse er- 
haltenen Teilpunkte mit den Teilpunkten auf der Geraden OL ver- 
binden, sind praktisch einander parallel. Diese Bemerkung gibt eine 
Vereinfachung unserer Konstruktionen: wir ziehen eine Gerade durch 
die Punkte L und K und führen dann durch die Teilpunkte der OL 
Geraden parallel zu KL, Aus den Schnittpunkten dieser Geraden mit 
der Abszissenachse ziehen wir zu dieser Achse senkrechte Geraden und 
erweitem unsere Konstruktion im Sinne der positiven und negativen u. 
Wir haben so das Hauptgitter (Fig. 3) konstruiert. 

Jetzt tragen wir auf den senkrechten Geraden des Hauptgitters, 
die aus der Fig. 2 leicht zu findenden Strecken sin tp^ sin 9^, . . . sin tp^, 
sin 9^^, sin^iQ ... sin^^ ... ab und verbinden die auf dem Haupi- 
gitter erhaltenen Punkte miteinander durch Gerade. So bekommen wir 
ein Polygon, welches angenähert die Kurve y = sn u darstellt. 

Ebenso einfach konstruieren wir auf dem Hauptgitter die Kurre 
y = cnu mit Hilfe der cos^^, co89>2 ••-9 welche man leicht aus der 
Fig. 2 finden kann. 
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§ 6. Die Konstruktion des elliptisohen Integrals. 

Tragt man auf den senkrechten Geraden 1^ 2^ 3 ... des Haupt- 
gitters die entsprechenden Längen dtp^ 2d(p, SSq) ... auf und verbindet 
die so erhaltenen Punkte miteinander, so erhalt man die Kurve 

y ^ (p ^ amti, 
die wellenförmig in der Richtung der Geraden 

aufsteigt. 

Diese Kurve stellt das elliptische Integral erster Gattung dar, weil 
seine Gleichung in die Form 






gebracht werden kann. 



§ 7. Die Konstruktion der elliptischen Funktion P(u). 

Für die mit den Perioden 2K und 2iK' konstruierte Funktion 
P(w) haben wir^) die Beziehung: 

welche für unsere Bezeichnungen die Form 

P{u) = cosecV - I (*' + 1) 
annimmt. 

Wir finden leicht aus der Fig. 2 die Längen cosec^^, cosecg^j? 
cosec 98 . . . und dann auch cosec* ip^, cosec' 9, .... Wir tragen die ge- 
fundenen Längen cosec^^j, cosec* 9^ ... im Hauptgitter auf (Fig. 3) 
und subtrahieren von den erhaltenen Ordinaten eine und dieselbe leicht 

ifc* + 1 
bestimmbare Länge — ^^. Dann erhalten wir auf dem Hauptgitter 

die Punkte der Kurve 

Die Zweige dieser Kurve wiederholen sich periodisch in den In- 
tervallen: ... 2K', 2K ... 4K .... 



1) Appell et Lacoar, loc. cit., p. 140. 
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§ 8. Die Konstroktioii der elliptisclLeii Funktion P'{u). 
Für die Konstruktion der Kurve y^P' (u) haben wir^) die Formel: 
2Bnu-cnu-dnii Scnudnu 



p'(«)-- 



sn'i* 



Die Lange - ^ - » cosec'9 haben wir schon in dem letzten Paragraphen 

konstruiert. Wir multiplizieren - , durch cnu, indem wir die Lange 

, auf den entsprechenden Kurbeln (Fig. 2) auftragen und sie auf 
den Durchmesser projizieren. Wir multiplizieren die gefundene Lange 
- , - mit dnu'^ indem wir sie auf der entsprechenden Schubstange auf- 
tragen und dann auf den Durchmesser GP projizieren« Endlich be- 
kommen wir die Ordinaten der gesuchten Kurve, indem wir die ge- 
fundene Länge ^ verdoppeln und im Hauptgitter auftragen. 

Die erhaltene Kurve y = P' (u) ist in (Fig. 3) durch eine gestrichelt« 
Linie dargestellt. Die Ordinate dieser Kurve nimmt in jeder Periode 
alle reellen Betrage von — 00 bis +00 an, indem die den Abs- 
zissen • . . — 2K, 0, 2Ky A.K . . . entsprechenden Ordinaten die Asymp- 
toten dieser Kurve sind. 



Die Anwendimgen. 

§ 9. Rotierendes SeiL 

Das in zwei Punkten der Abszissenachse befestigte und um diese 
Achse gleichförmig rotierende Seil nimmt') die Gestalt einer Kurre 

an. Unsere, in der Fig. 3 gezeichnete Kurve y == snu stellt also die 
Form des rotierenden Seils für J* — a' =» 1; afc' = )/2 dar. Wie diese 
Kurve, kann auch das rotierende Seil aus vielen Wellen bestehen- 

§ 10. Das einfache Pendel 

Erster Fall. Das Pendel wird aus seiner unteren Gleichgewichts- 
lage mit einer Anfangsgeschwindigkeit in Bewegung gebracht, welche 
nicht ausreicht, um das Pendel bis in die obere Gleichgewichtslage zu 

1) Appell et Lacour, loc. cit., p. 140. 

2) Appell et Lacour, loc. cit., p. 191. 
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fahren, so daß der größte AblenknDgswinkel des Pendels gleich a ist. 
Dieselbe Bewegung nimmt das Pendel an, wenn es um den Winkel a 
Ton der Lotrechten abgelenkt wird und sich dann unter dem Einfluß 
der Schwere bewegt. Für diese Pendelbewegung geben Appell und 
Lacour (loc. cit., p. 181) die Gleichungen an: 

(9) **=«inHf) 

(10) M = 8n(<"[/|) 

(11) 8inQ»8in(|).Bn(<]4). 

In diesen Formeln sind: l die Länge des Pendels, g die Be- 
schleunigung der Schwere, t die Zeit, welche von dem Zeitpunkt eines 
Durchganges des Pendels durch die untere Gleichgewichtslage gerechnet ist. 

Wir werden nun eine solche Bewegung des Pendels för l^ Qy 
also für 

(12) sin(|)=.Ä;.sn^ 

untersuchen. Dann werden wir für die halbe Schwingungsdauer die 
Formel T=2Jr haben. 

Wir können nunmehr an die Lösung folgender Aufgabe herantreten: 

Alle Lagen, welche das Pendel, nach gleichen Zeiträumen — ein- 
nimmt, zu zeichnen, wenn k = 0,9 ist. 

Für fc = 0,9, also für »inf^j = 0,9, haben wir schon das Haupt- 
gitter in Fig. 3 fertig. Wir teilen die Abszisse OJT in 8 gleiche Teile 
und tragen in den gefundenen 8 Teilpunkten die Ordinaten der Kurve 
y =» sn u auf. Wir finden so: sn u^, sn w, ... sn ti, und sn Wg = sn JE" = 1. 
Wir multiplizieren diese Ordinaten mit Ä;, indem wir sie in dem Ver- 

k 
hältnisse - verkürzen. So haben wir, wie es in der Formel (12) an- 
gedeutet ist, die Längen: sinf M, sinf^j-«» mit welchen wir leicht 

6 

die Winkel: ^ , o* ' ' ' '^^ dann durch Verdopplung die Winkel 0^, ög . . . 

und also die gesuchten Lagen des Pendels (Fig. 4) konstruieren. 

Es wird etwas bequemer sein, die Sinus nur für die Abszissen 

K. K. 

w<ä-, für die Abszissen w > «- aber die Kosinus zu konstruieren, 

TT 

weil für t^ > »^ die Kosinus sich schneller ändern als die Sinus. Man 
kann die Sinus auf dem horizontalen und die Kosinus auf dem yer- 
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tikalen Halbmesser, wie es in Fig. 9 angedentet ist, abtragen. Dann 
ziehen wir durch die erhaltenen Punkte des Halbmessers die zum anderen 
Halbmesser parallelen Oeraden, welche den Kreis in den Enden der 

Bogen I *» 



schneiden. Die Verdopplung der diesen Bogen ent- 
sprechenden Winkel gibt die gesuchten Lagen des Pendels. 



Flg. 4. 



Flg. 5. 





Fig. 13 stellt die yerschiedenen 
Lagen des Pendels f&r die Zeitinter- 

valle ^, für « *= g, also fBr t = — , 

dar. Diese Figur ist natürlich mit Hilfe 
eines anderen Haupt^tters gezeichnet 
Zweiter Fall, Das Pendel bekommt in seiner unteren Gleich- 
gewichtslage einen Impuls, der ausreicht, um das Pendel über seine 
obere Gleichgewichtslage zu werfen; dann wird das Pendel ganze Um- 
drehungen um den Punkt in derselben Richtung ausführen. Für diesen 
Fall finden wir bei Appell und Lacour (loc. cit., p. 183) die Gleichung 



(13) 



sin(-) = sn(AO. 



Diese Gleichung, für A « 1, gibt eine noch einfachere Konstruktion, 
als in dem ersten Falle, weil wir hier nicht mit k zu multiplizieren 

K 
brauchen. Die Lagen, welche das Pendel in den ZeitinterraUen -z für 

Je = 0,9 einnimmt, sind in Fig. 11 gezeichnet. 
Der dritte Fall ist in § 16 untersucht. 



§ 11. Kettenlinle. 
Die Gleichung der Eettenlinie ist: 



^Q + e"^ 



(14) y , 

oder, wenn A =■ 1 ist: 

Uö) y-i(«» + c-")- 

Man kann hier die Variable y einer Secans gleich setzen und man 
erhält dann, wenn man 
(16) y»sec9> 
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annimiiit: 

(17) 

(18) 
(19) 

(20) 



COS €P "« 

sin^ 



e^ + e" 



a? 



dti » dg) • secg) 

J C0B9 



Die Qleichungen (5) und (4) gehen in die Gleichungen (19) und 
(20) über, faUs ö =» 9, also falls Ä =• 1, d. h. wenn das Schubkurbel- 
getiiebe in ein gleich- 
schenkliges Schub- 
kurbelgetriebe übei> 
geht. DieFonneln(16) 
und (19) führen zur 
folgenden Konstruk- 
tion der Kettenlinie. 

Wir teilen den 
Quadranten des mit 
dem Halbmesser 1 be- 
schriebenen Funda- 
mentalkreises (Fig. 6) 
in n gleiche Teile. 
Die aus den Teil- 
punkten mit dem Halb- 
messer 1 beschriebenen 
Kreisbogen geben auf dem Durchmesser OH n Schnittpunkte. Auf den 
n durch diese Schnittpunkte und die n Teilpunkte des Quadranten ge- 
zogenen Geraden (Lagen der Schubstange) erhalten wir die Änderungen 
öu^y 8u^ . . ., indem wir aus den Endpunkten p und p' der auf dem 
Durchmesser abgetragenen Lauge Sq> zwei Lote auf diesem errichten, 
welche die Änderungen du^j äu^ . . . aus den Lagen der Schubstange 
ausschneiden. In Fig. 6 haben wir n == 12 angenommen. Die Summe 
Sdu der aus Fig. 6 erhaltenen Strecken übertragen wir auf eine Hilfs- 
gerade OL (Fig. 7). Wir ziehen durch C (Fig. 6) eine Gerade parallel 
mit der letzten betrachteten Lage der Schubstange, z. B. mit der 10., 
bis an den Schnittpunkt s mit der in jST an den Fundamentalkreis ge- 
legten Tangente. Die Gerade Os schneidet den Fundamentalkreis in einem 

Punkt 2). Den, dem Winkel — ^^ entsprechenden Bogen st des aus dem 
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Flg. 7. 



\ 



\ 



\ 



/ 



/ 



Punkte D mit dem Halbmesser Ds beschriebenen Kreises substrahieren wir, 

als eine Korrektion von ^Su, nnd tragen die Lange OP ^Sdu — st 

auf der Abszissenachse (Fig. 7) 
auf. Dann ziehen wir dnrcli 
die Teilpnnkte der Geraden 
OL die zn LP parallelen 
Geraden bis zu ihren Schnitt- 
punkten mit der Abszissen- 
achse, und aus den auf der 
Abszissenachse erhaltenen 10 
Schnittpunkten ziehen wir 
Ordinatenlinien, auf welchen 
wir, wie die Formel (16) 
lehrt, die Längen sec (p^j 
sec (p2 • ' ' sec fp^Q auftragen. 
So erhalten wir 10 Punkte 
der gesuchten Kettenlinie 
imd dann die 10 ihnen 
in bezug auf die Ordinaten- 

achse symmetrischen Punkte. Die Kettenlinie wird gezeichnet, indem 

wir diese 20 Punkte miteinander verbinden. 

§ 12. Ausartungen der elliptisclLen Funktionen bei X; » 1. 

Das Hauptgitter für die Kettenlinie, welche wir bei der Annahme 
t =» 1 konstruiert haben, kann natürlich dazu dienen, um die Ausar- 
tungen der elliptischen Funktionen zu zeichnen. Diese Konstruktionen 
werden wir in der (Fig. 8) vornehmen. 

Die elliptische Sinuslinie y == snu artet hier in die Kurve 



iOfi 



'"'^H-^-Ute 



(21) 

und die elliptische Kosinuslinie y 
(22) 



aus. 



C' — e " 

CUM in die Kurve 
2 



y = ' «-7 



Die Kurve (21) hat die Gerade y- 1, die Kurve (22) hat die 
Abszissenachse zur Asymptote. 

§ 13. Die Kurven y = e" und y = e-\ 

Aus (17) und (18) folgt: 

(23) e« + c-" = 2secg> 

(24) c" — ß-" = sing?! 2 sec 9 = 2tgg) . 
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Aus (23) und (24) haben wir: 

(25) 6" =» sec ^ + tg 9? 

(26) e~" =■ sec g> — tg 9>. 

Man kann leicht die Längen sec q) und tg 9 aus Fig. 6 finden. 
Wir werden die Kurve y =» c" erhalten^ wenn wir auf den Ordinaten des 
Hauptgitters (Fig. 8) die Summen sec^^ + ^V'i? Becg)^ + tg^j • • • ^^' 
tragen^ ebenso die Kurve y =- e~ **, wenn wir die DiflFerenzen sec <p^ — tg gj^; 
sec 92 — ^S 9s * • * auftragen. 



§ 14. Konstruktion der Kettenlinie In dem Falle, daß die Länge der 

Kette und der Abstand zwischen ihren zwei auf einer Horizontalen 

sich befindenden Endpunkten gegeben sind. 

In § 11 haben wir eine Kettenlinie für gegebenes h, welches wir 
als Längeneinheit betrachten^ gezeichnet. Aber in technischen Auf- 
gaben sind meistenteils die Länge s der Kette und der Abstand 2p 
zwischen zwei auf einer Horizontalen sich befindenden Punkten ge- 
geben. Betrachten wir nun, wie man die Kettenlinie bei solchen An- 
gaben konstruieren kann. 

Zu diesem Zwecke kon- ^^ ®- 

struieren wir von vorn- 
herein das Hauptgitter 
(Fig. 8) und die Kurven 
y « 6"undy =« 6~". Dann 
gibt uns die bekannte 
Formel 

,-*(e--c-) 

die Größe h in der Form 



(27)A=- 




Man kann leicht den 
Nenner der rechten Seite 
dieser Gleichung mit Hilfe 

der Kurven y«=e" und y^e"" finden. Wir werden dann aus (27) 
die Länge h erhalten. Wir zeichnen mit Hilfe des mit dem Halb- 
messer h beschriebenen Fundamentalkreises ein neues Gitter und folgen 
dann der in § 11 gezeigten Konstruktion. 
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Kurve haben wir den be- 



»*» » 




npatK 4. 9, 11 
ttt PcBÖfel m 



13 



falem Pkmki rotiemiden 

Art aU^ndd, daß die dmd 

dm fatm Pmkkt w»i 

fmk de$ SkAes ptmM 
iii, wtmn s '^ i ange- 
mamm^emwML (Kirck- 
hoffy YadeningeiifilMr 
mmrtieinatMche PhjnL 
1877, S. 422). 

Xach diewm Stile 
ehrtmrhnri Knrre ein 
Pandel, and w«nn bereiti in dn 
Lagm gegeb« snd, wdicke 
glriflifi Zctfaii im en einnimmt^ lo 
bnoclMB wir nnr daa ^^eb* 
witigo Polygon za michnen, 
dfign Seiten parallel den ge- 
zeichneten Pendellagen sind, 
um eine angenäherte elastische 
Karre zn haben. 

Für das Pendel Fig. 4 
mit Ablenkungswinkel 
ir== 2 aresin (0,9) 
erhallen wir die elastische Kurve Fig. 5, deren 
Sciileiren v-i^n beiden Seiten einer Geraden sieh 
ausbreiten und deren Wendepunkte auf dieser 
Geraden liegeii. 
Dem Penlt-I Fig. 11. welches r»ei i = 0,9 ganze Umdrehungen aus- 
fii.rt. eütjprloit die elastische Kurve Fig. 12 ohne Wendepunkte und 
mit SchleilVn. w^^I^he a:ii einer Seite einer Tangente liegen. 

D-m Pec-t-1 Fis- 13 mit Abl-rckunirswiiikel W^ und Ä- = — ent- 
spricht die elastische K::rve Fig. 14. 
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Für Je 



(28) 
(29) 



§ 16. Asymptotisohes PeEdel. 
1 haben wir nach den Ponneln (9), (11), (17) und (18): 



Bin 



cos 






Der Tatsache entsprechend, dafi die Kurve y < 



«- — c 



^ sich asymp- 




e« + c- 

totisch der Geraden y » 1 nähert, erhebt sich das Pendel bei X; » 1 
Ton der unteren Gleichgewichtsh^e und nähert sich immer mehr der 
oberen Gleichgewichts- 
lage, kommt aber in ^*« ^* ^- ^*- 
diese letzte Li^e erst 
nach unendlich langer 
Zeit (Fig. 9). Dieselbe 
Bew^^ung wird nach 
dem Durchgang durch 
die untere Gleichge- 
wichtsh^e ein Pendel 
herrorbringen, wenn 
man ihm aus der 
oberen Gleichgewichts- 

h^e eine unendlich kleine Ablenkung gibt imd 
es dann unter der Wirkung der Schwere sich be- 
wegen laßt 

Wir haben nur 21 von den unendlich vielen Lagen, welche ein 
solches Pendel nach gleichen endlichen Zeiträumen einnimmt, in Fig. 9 
gezeichnet. 

§ 17. Die dem asymptotischen Pendel entsprechende elastische Kurve. 
Diese Kurve (Fig. 10) hat nur eine Schleife und nähert sich asymp- 
totisch der Geraden, welche der oberen Gleichgewichtslage entspricht 

§ 18. Die geod&tischen Kurven auf einem Katenold. 
Für die geodätischen Linien auf dem Katenoid 

(30) r--|G^-fr^) 

geben Appell und Lacour (loc. cit., p. 209) die Gleichung: 

(31) r «= — — -I — — h ' cosec €p, 
V / snu smqp ^' 

Ztitwhrift f. JUtbeniAtik n. Phytlk. 68. Buid. 1906. 4. Haft. 27 
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WO r nnd u Polarkoordinaten und b eine Eonstante sind. Zeichne 
wir nnn die geodätischen Linien anf dem Katenoid 

(32) r-Kc' + c-'); Jfc-0,9. 

Diese Gleichung gibt r — 1 f&r r » 0. Der Halbmesser des Eatenoids 
ist also gleich 1. Wir zeichnen (Fig. 15) den Ejreis^ der die langen- 
einheit als Radius hat, und tragen auf diesem Kreis vom Punkte Ä 

Fig. 16. 




nacheinander Bogengleich |0£(Fig.3) auf. Der Bogen^jB»8(|0£)» OiT 
wird gleich der halben Periode sein. Wir ziehen Halbmesser durch 
die erhaltenen Teilpunkte des Kreises. Um die geodätische Linie für 
6 — 1 zu zeichnen, übertragen wir auf den Halbmesser OÄ (Fig. 15) 
die Strecken snu^, snti, . . ., welche wir aus Fig. 3 bestimmen können. 
Auf den Halbmesser OC (Fig. 15) übertragen wir die Strecken cnuj, 
cnti, ... Durch die auf dem Halbmesser OÄ erhaltenen Punkte ziehen 
wir Geraden parallel dem Halbmesser OC, und durch die auf dem 
Halbmesser OC erhaltenen Punkte ziehen wir ebenso Geraden parallel 
dem Halbmesser OÄ. Durch die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
dem Kreise ziehen wir die Halbmesser, welche uns die den Argumenten 
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u^f u^y tig entsprechenden Winkel (p^y tp^y tp^ . . . geben. Wenn wir jetzt 
aus Fig. 15 die Strecken cosec (p^, cosec (p^y cosec 9>8 • • * bestimmen und 
sie anf den Halbmessern 1, 2, S . . , auftragen, so daß oa' » oa, 
oh' ^ ob . . ,y dann erhalten wir, der Gleichung (31) entsprechend, die 
Pnnkte der gesuchten geodätischen Linie. 

um die geodätische Linie p'q' fOr ein anderes b zu zeichnen, mufi 
man dieselbe Eonstraktion, nur vom Kreise mit dem Halbmesser b 
ausgehend, durchführen. 

§19. 

Natürlich kann man alle dieser Abhandlung beigefügten Zeich- 
nungen mit Hilfe der aus den Legendreschen Tafeln ausgerechneten 
Längen, und^ yielleicht mit größerer Genauigkeit, ausführen. Doch 
glaube ich, daß die hier gezeigte Methode schneller zum Ziele führen 
wird. Man kann auch die elliptischen Funktionen je in eine trigono- 
metrische Reihe entwickeln, sich mit den beiden ersten Gliedern dieser 
Beihe begnügen und diese Glieder graphisch bestimmen. Ich glaube 
aber, daß diese letzte Methode nur dann schneller als die in dieser Ab- 
handlang gelehrte zum Ziele führen wird, wenn es sich nur um eine 
einzige Funktion handelt, weil in letzterer nur die Konstruktion des 
Hauptgitters etwas langwierig ist; wenn aber das Hauptgitter fertig 
ist, so geht die Konstruktion außerordentlich schnell von statten. 



Reflexion de la Imniöre snr Tean öbranlöe. 

Par F. BiSKE ä Strassbourg. 

Etant donnes un point d'observation et un point lumineuz au-des- 
sus d'une surface d'eau, on obserre sur l'eau absolument tranquille en 
general un point de reflexion, tandis qu'avec quelque ebranlement de 
l'eau on obsenre une surface de reflexion, qui augmente ä für et ä mesure 
de r^branlement. 

Je me propose: Etant donn^es les positions des points d'observa- 
tion et lumineux au-dessus d'une plane surface d'eau, ainsi que l'angle 
lequel atteignent en maximum les ebranlements de l'eau, de determiner 
la figure de la surface de reflexion, et inversement des dimensions ob- 
servees de cette figure de trouver l'angle maximal lequel atteignent les 
Ebranlements de l'eau. 

Soient (Fig. 1) ÄP =- ä la hauteur d'un point A, BM'='H Celle 

27* 
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d'un autre point B, PM >» (f la distance de ces points sur la sarface 
de YeaxLj on a poor Eq Felement reflechissant ayec rebranlement ^q = 

tg PÄE, -tg MBB, -^^ 

et poor E±, Telement avec rebranlement ± £; en distances angolaires 
E^ÄE±, - ± « et EqBE±, - ± /J 



±* = ± 



a + ß 



parce que si Ton constroit ä en JE^+« les rajons paralleles E^A 
et Ef^B il £Ant d'abord tonmer Telänent E±, de l'angle ±^ ponr 

faire comcider le premier rajon avec E±,Ä et aprte de Tangle ±^ 
poor £EÜre coincider le denxieme rayon a^ec E±tB] enfin poor Telement 

B 



lt.* i \ %■ W 




Eq soient <^ PÄE^^ ^ MBE^^ = i et ÄE^'^ Äsect = a, B-E; = iTseci - 1 
Dans ce cas on refoit des triangles ÄEqE±, et BE^E±, requation 

asina bslnß 

cos (• + a) "^ cos (» — /?) ' 

ou puisque ß ''2s — a, 

6(cosictga — sini) =■ a[cos«ctg(2£ — a) + sini], 



ou 



et enfin 



tr«-te^?=Tö -(«+*)*«* 



(1) [(o + &)tg»-otg2f]tg»a-(6 + a)(l+tg»tg2«)tga + &tg2£-0, 
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ou en r^Bolvant par rapport ä i 

(2) ^,^_ 5ci««-a«^(»-+«) . 

en fonetion d« /) on a en substitaant an liea de a, h, + a, + e resp. 

(1-) [(6 + o)tg» + &tg2«]l«»/J + (a + 6)(l-i«»tg2«)tg/J-atg26-0, 
(20 etg2.-i^^A±|Mzz«. 

De requation (1) resp. (1^ on troave pour rebranlement + e aussi que 

— £ deux yaleurs distinctes de a resp. ß et inversement de requation 

(2) resp. (2') pour Tangle de vision + a aussi que — a resp. + ^ et 

— ß deux valeurs distinctes de s, dont les unes correspondent ä la 
r^flexion reelle, comme pour Mement E+, et E^,y tandis que les 
autres correspondent ä la Prolongation d'un des rajons. 

A) d d^fini a) h, H definis a) Point d'observation en Ä^ lumineux 
en JB et Ä < Ä 

I) Determiner la figure de la suiface de r^flexion. 

1) Dans le plan BTM perpendiculaire ä la surface de l'eau on 
a de requation (1) 

Si rebranlement est £ » 0, Telement röflecbissant est yisible en l'angle 
a-0, 

si r^ranlement atteind £ ^ 0, les elements reflecbissants sont yisibles 
jusqu'ä a ^ 0, 

si rebranlement atteind « «- ± 90^, les elements r^flecbissants sont yi- 
sibles jusqu'ä a — ± 90 — i. 

2) Dans le plan BTM' de Tun ou de Tautre cote de la ligne 
TM tu rangle azimutale donnö MTM soient ^F JL FM' et BM± FM 
on a du triangle sph^rique en T 

(3) ctg^P'P-ctgJBJf' JJf-sinPTP'ctg^TP, oü tg^TP-— ^; 

alors AF' - Ä'- Äcosec ^P'P, BM' - 5' - ffcosecBJf' Jlf et FM' 
^ d' ^ dsecMTM'. L'el^ment r^fi^cbissant E^ ayec l'ebranlement 
minimum £^ — 90^ — ^P'P se trouye en l'angle P'-4.-B^ =»»', deter- 
mine analogiquement comme pour E^. Pour Tdement E'±t ayec l'ebran- 
lement ± s soit ± s' l'angle entre la normale ä l'd^ment et Celle k 
F' M'y on a du triangle spberique en £^« 

(4) sin (90« qp b) - sin(90« q: d) • cosec^P'P. 

Ces elements se trouyent en l'angle ± a d^termine comme pour j^+« 
de l'equation (1) en substituant les nouyelles yaleurs a ^ h', i'^ dt b'. 



422 B^flezioii de la lumi^re Bur Teau ^ranl^. 

Parce que «'< £ fl est aussi a'< «. Dans un plan avec AP'P^ 90®— f 
il est a — 0. 

n) De la fignre de reflexion trouver Tangle maximnm de Tebran- 
lemeni 

1) Dans le plan BTM on trouve ponr Tangle obserre PAE±t 
— PAE^ =» ± a Tebranlement ± « de requation (2). 

2) Dans le plan BTM' soit Felement reflechissant obserre en 
Tangle azimntal MPE\.,^y'^t et en l'angle nadiral PAE±^^ d±t. 

D'abord on determine l'angle PTE±, du triangle PTE'^, par 
Teqnation 

pS|^PT^^i(PrjB;,-p^;.r) ®* PTE±, + PE±.T^r±., 

oü 

PT-^ et P£;, = Ätgdi.; 

anssi que l'angle AP'P par l'equation (3). 
Apr^ parce que 

a^ _ V _ Ä __ P^ 

JS^o'^f' ^ Ä' "■ Ä "" E^M' 

il est ^'ojE'o _L P'M', d'oü on determine 

TjB^ = TEqCObEqTE'q, oü TE'o = TP + Ätgt. 
Alors on determine du triangle PTE^ 

PE'^* = PT» + TE^« - 2Pr . T-Eo cos PTE;,, 



d'oü 
et 



tgP^£^»tg*i-^^ 



sin rP£;-g. sin PTE;, 
d'oü ' 

^oP^o^yo-lSO'-^P^o- 

Enfin on determine du triangle spberique en A: 

cos EqAE+ , = cos ± «' =■ cos Äq • cos d+ , + sin d^ sin d+ , • cos (y^ — y±t). 

De ± a' on trouve ± s' par l'equation (1) avec nouvelles valeurs a, 
h\ i\ ± «'. L'ebranlement de Felement -B+, est egal a ±6 trouve 
par l'equation (4). Si l'dbranlement est £ ^ 90® — -4 TP, il existe un plan 
BTM' n'ayant qu'un seul Clement reflechissant E^. Parce que les 
Clements Eq, jB^ . . . se trouvent sur im cercle decrit avec E^T 
eomme diam^tre, on peut calculer pour des valeurs successives de PTE^ 
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les valeors correspondantes de y^ et d^ de ces valeurs afin de tronver 
Felfiment E'^ par Tobservation. Alors £-= 90 -^P'P, oü ÄP'P on 
dßtermine de PTE^^. 

ß) Point d'obseryation en B, lumineux en Ä, H>h. 

I) La figare de reflexion reste la inSme comme en a). On d^ter- 
mine Tangle ß de requation (1') analogiquement comme en a). 

n) L'Aranlement s se trouve: 1) Dans le plan BTM de T^qa. (2'). 
2) Dans le plan BTM' analogiqnement comme en a) en determinant 
d'abord des donnfes d'observation ^ PME± ,'^ri±, et ^ MBE± , =» ^t , 
du triangle PME±,: 

Ä«tgM;. - P£?. ^ ME^. + cP-2ME±. ' dco87i±, 
«t 

siny+. « sinJfPJE;. - sini?;, • ö^, oü ME±, - fl^tgg;.. 

Dans certains cas on peut anssi trouver par l'obaerration l'^ement E^, 
«n calculant pour valeurs saccessives de MTE^ des valeors TME^^ =• i]^ 
«t MBEI^-t;, du triangle TME;^: 

B*tg% = ME'^*^ MT* + TE^- 2MT- TE'^ ■ cosMTE'^ 
«t 

Alors on trouve b comme en d). 

y) Point d'obserration en A^ lumineux en J5, A *- H. 

I) On determine la figure de reflexion: 1) Dans le plan BTM et 
2) Dans un autre plan, donne ici par Tangle AP"Pj comme en a). 

n) L'ebranlement b se trouve: 1) Dans le plan BTM comme 
en a) 2) Dans un autre plan avec P"M" # PM et EK^±PM 
aussi comme en a), en determinant d'abord des donn^s d'observation 
^ MPEl, - /;. et ^ PÄE±.^ d'i. 

£oK-Ätgd;.-siny;., 
apr^s 

tgy;-tgjifP£;-§J', Ätgd;-PK-p^„-8ecy; 
«t 

tg^p"p-^,. 

On peut ici aussi trouver Teläment Eq\ en calculant pour des y^ les 
Öq et enfin on dftermine e = 90® — ÄP"P ou AP"P comme ci-dessus. 

b) üne hauteur ou toutes les deux » 0. 

a) Point d'observation en B, lumineux en P, ä — 0. 



90* f 

si r^ranlement atteind e <,-{ — , rfl^ment refl^chissant est yisible 

et si rA)ranlement atteind 6 > — r — , YA^ment reflechissant est 
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I) Trouver la figure de r^flexion. 

1) Dans le plan BPM on tronve de reqo. (1'), en snbstitaant 
a-0 

(5) (tgt + tg2£)tg«/l + (1 - tgttg2£)tg/J « 0; 

donc 

tgft - 0, tg/J, - - ctg(t + 2«), d'oü A - 0, A - q: 90« + (t + 2«) 

En comptant les angles /3 de la ligne BP ayec tgJfJSP» tgi»^, 

on tronve: 

Si rA>ranlement est £«-0, Moment räfi^hissant est yisible en l'angle ß^ — 0^ 

r^ranlement attei] 
en l'angle /)i » 
; si rA)ranlement 
Tisible en l'angle /), » 0^ 

si r^branlement atteind £ > H ä — ) ^^^ A^ments r^flechissants sont 

yisibles jnsqn'a ft > 

90* -4- • 

et si l'ebranlement atteind £< ^--, les fl^ments reflechissants sont 

vißibles jnsqn'a ß^ < 0, 
si r^ranlement atteind £ •• ± 90«, les ^l^ments reflechissants sont 

visibles jnsqn'a /J, — ± 90« + ♦. 

2) Dans un plan BPM' la recherche est identiqne^ en determinant 
premi^rement s' analogiqnement comme en a) a). 

Parce qne £' < £, il est anssi ß' < ß. Dans nn plan avec BM'M 
- 90« - £ ü est /J' - 0. 

U) L'^ranlement £ on tronve 1) Dans le plan BPM de l'angle 
donn^ ß de l'^qn. (5) 

Si l'el^ment r^fi^chissant est visible en l'angle /} » 0, l'ebranlement a 

90© ^ 

pent Stre de jnsqn'a — r — . 

2) Dans nn plan BPM' on determine d'abord l'angle ß' des 
donnfes d'observation -^ PME'±f — i^t« et MBE'±, « S+. dn triangle 
sph^riqne en B par l'^quation 

cos/J' — cos JkfJSP- cosg+« + Bin MBP ' sing+, • coBij+t, 
anssi que -^MPE'^, dn triangle MPE'±m par l'eqn. 

d-Htg^|i"-tgi(jifi^;.piiifps^' jif^;,p+jifP£;.-i8o«-i?;. 

et d', fi"' comme en a) a). 
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Aprfes on trouve ± e' comme ci-dessus avec la nonvelle valenr i\ 
L'ebranlement ± £ se tronve de ± £' comme en a) a). 

Si fi' ^ 90* - BPM il y a un plan BPM' tangente ä la figure 
de r^flexion avec an el^ment r^flfoliissant P, mais la determination de 
la direction de ce plan n'est pas exacte. 

ß) Point d'observation en P, lumineux en JB, Ä •= 0. 

I) La figure de r^flexion reste la meme comme en a); on ne la 
d^finit pas par l'angle constante a =» 90^ — i, mais par la disiance de 
TA^ment refl^chissante 

PE+.-d-irtg(i-/j). 

II) L'ebranlement ± £ se trouve comme en a), en d^terminant ß, 
si l'on connait PE^, par Tobservation; comme ci-dessus. 

Dans certains cas on pent determiner Tangle MPE'^, du plan tan- 
gente ä la figure de reflexion avec un el^ment refldcliissant P; alors 
on trouve ± «' en substituant /J' «= et enfin s, comme en a). 

y) Point d'observations en Jkf, lumineux en P, S" = 0, Ä -=» 0. 

1) Pour determiner la figure de reflexion: 1) Dans le plan vertical 
on substitue » = 90» dans Tequ. (5); alors /Jj - 0, /J, - ip 90 + (90» + 2e). 
Si l'ebranlement est a — 0^ les el^ments r^flecbissants sont visibles sur 

toute la ligne MPy 

si r^raalement atteind e^O, les Clements refl^hissants sont visibles 
sur toute la ligne MPy et surtout en M et P, 

si Tebranlement atteind £ >« ± 90», les el^ments reflechissants sont vi- 
sibles sur toute la ligne MP, et surtout en M+oo, P — oo. 

2) Dans le plan de la sur&ce de Teau les el^ments reflechissants 
sont visibles partout seulement si r^branlement est £ » ± 90». 

U) n est possible de determiner seulement Tebranlement £ — ± 90» 
inversement de la figure de reflexion. 

B) d'^O s) h, H d^finis; h^ Hy point d'observation en A^ lumi- 
neux en B. 

I) On determine la figure de reflexion identiquement dans tous 
les plans passants par JL et J? de Tequ. (1) en substituant i — 0, a — %, 

(6) Ätg2£tg*a + {H+ Ä)tga - fl'tg2£ - 0. 

Si r^branlement est £ » 0, Täement refl^cbissant est visible en Tangle 
«-0, 

si Tebranlement atteind £ ^ 0, les Aements r^fl^chiBsants sont visibles 
jusqu'ä a ^ 0, 

si Tebranlement atteind £ — ± 90», les elements r^fltehissants sont vi- 
sibles jusqu'ä et » ± 90». 
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n) On trouye r^ranlement ± s de Teqa. (2) 

. . JJctgtt — fctg« 

ctg«^ j,^rs — • 

b) üne hauteur oa ioates les deux » 0. a) Point d'obseiration 
en Äf lamineuz en P, -ff— 0. 

I) On trouTe la figore de reflexion de V6qxi. (6) 

tgOi-O, tg«, «-ctg2£, 
d'oü 

Si Tebranlement est £ »> 0, Telement refl^hissant est risible en Tangle 

si Tebranlement atteind £ > ± 45^; Telement reflechissant est visible 

en Tangle a » 0, 
si Tebranlement atteind £ ^ ± 45^, les elements reflechissants sont ri- 

sibles jusqn'ä « ^ 0, 
si Tebranlement atteind £ » d: 90^, les elements reflechissants sont ri- 

sibles jusqu'ä a » ± 90^. 

n) L'ebranlement ± £ se trouve inversement de Tequation 

Si a — 0, Febranlement 6 peut etre de 0® jnsqu'ä ± 45° 

ß) Point d'obseryation en P, Inmineux en ^, ff » 0. I) La figure 

de reflexion reste la mSme; on la deflnit par la distance de Telement 

reflechissant 

PJF+. = Ätga. 

II) L'ebranlement ± £ se trouve comme en a)^ si Ton connait 
P'E+9 par Tobservation. 

y) Point d'observation en P, lamineux anssi en P, Ä = 0, H^O. 

I) La figore de reflexion se determine de Tequation en a). 
Si Tebranlement est £ » 0^ Felement reflechissant est visible en P, 
si Febranlement atteind £ ^ 0^ Felement reflechissant est visible en P, 
si Febranlement atteind £ = ± 90®, les elements reflechissants sont Ti- 
sibles sur les lignes P ± oo. 

U) II est possible de trouver seulement Febranlement £ = ± 90*^. 

C) d « <x> a) Ä defini, ff = oo; point d'observation en -4, lumineux 
en Fangle zenital iy dans la direction QÄ. 

I) Determiner la figure de reflexion. 1) Dans le plan normal on 

trouve de Feqn. (1) en la divisant par b et faisant t- ^^ 0: 
tgftg»a-(l + tgag2£)tg« + tg2£-0; 
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donc 

tg «1 = tg 2« et tg Ol » ctgi, d'oü flfi = 2£, a, -» ± 90® — «. 

Si rebranlement est £ » 0, Telement r^fl^chissant est visible en Tangle 

90* t 

si rebranlement atteind e ^ — - — , les elements refl^cbissants sont vi- 

sibles jusqu'ä cc^ ^90^ —i 
et si rebranlement atteind £^ J^*, les flements reflechissants 

sont visibles jusqu'ä «i ^ — (90° + t), 
si rebranlement atteind e > — ^ — , les elements reflechissants sont 

visibles jusqu'ä a^ — 90® — i 

et si lebranlement atteind £ < ^-- , les elements reflechissants sont 

visibles jusqu*ä a, =* "^ (90® + t), 
si rebranlement atteind £ = ± 90®, les elements reflechissants sont 
visibles jnsqu'ä o, — ± 90® — i, 

2) Dans an plan qnelconqne ^QP' la recherche est identique, en 
determinant premierement i' et e' comme en A) a). 

n) L'ebranlement ± £ se trouve: 1) Dans le plan normal de Tangle 
observe a par requ. 

±a 
2- 

Si les elements reflechissants sont visibles en Tangle « = 90® — i 
ou a = — (90® + i)j rebranlement € pent §tre de — - — jusqu'ä + 90® 

oa de - ?^^ jusqu'a - 90®. 

2) Dans un plan quelconqae ÄQP\ ou tangente ä la Agare de 
reflexion, la recherche est identique, en determinant premierement a' 
et finalement € comme en A) a). 

Les cas particaliers i — 90® et t = 0® peavent ötre consideres par 
la memo recherche. 

b) A » 0, ^» oo; point d'observation en Q, lamineax en Fangle 
zenital t. 

I) Determiner la Agare de reflexion: 1) Dans le plan normal on 
a comme en a) 

aj = 2£, ffj = ± 90® - t. 



Si rebranlement est £ » 0, Teiement reflechissant est visible en Qy 

2 



9Q0 I 

si rebranlement atteind £ < — ^ — , l'eiement reflechissant est visible en Q 
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et si r^ranlement atteind €> ^ , Telement reflechissant est tI- 

sible en Q, 
si r^ranlement atteind s ^ — - — , las elements r^fiechissants sont vi- 

sibles BOT toute la ligne Q + oo 

et si rebranlement atteind £ ^ ^ , les el^menta reflechiasants sont 

visibles snr tonte la ligne Q ^ oo^ 
si rA)ranlement atteind £ »- ± 90^, les elements refl^chiasants sont yi- 
sibles snr toute la ligne Q ± oo. 

2) Dans un plan qnelconque ÄQP' ]a rechercbe est identiqne, en 
determinant premierement i' et £' comme en A) a). 

11) Pour tronver Tebranlement ± £ on a: 1) Dans le plan normal 

9^0 I 

il est possible de d^terminer senlement Febranlement e » — r — et 

90* -4- f 
£ «• 2 inversement de la figure de reflexion. 

2) Dans le plan AQP' limitant la figure de reflexion on trouve 
£' de i' comme ci-dessus, en determinant premi^ement t et finalement 
£ comme en A) a). Les cas particuliers $ » 0^ et t » 90^ penvent etre 
aussi consider^s par la m$me rechercbe. 

II semble qu'il serait possible au bord de la mer dans certains 
cas par l'obseryation de la figure de reflexion, provenant d'une source 
de lumiere, teile qu'une lanteme marine eloign^, ou immediatement 
prochO; ou aussi du soleil et d'un autre astre^ de tronver le iigre 
d'ebranlement des ondes en pleine mer, et d'ajouter par cela un element, 
interessant pour la Navigation, aux autres, donnes par les observations 
en Meteorologie. 

Odessa 1902. 



über die dichteste Lagerimg gleicher Kreise in 
einem Kreise. 

Von Otto Biermann in Brunn. 

Den Anlaß zu folgenden Erörterungen hat die Frage gegeben, 
welcher Baum von regelmäßig verteilten Poren eingenommen wird.^) 

Es sei die Aufgabe gestellt, in einem endlichen kreisförmigen Be- 
reich B eine bestimmte vorgegebene Anzahl n (n > 2) gleichgroßer 
Kreisflächen so zu legen^ daß sie einander berühren, aber die Be- 

1) Vgl. Darapsky, Über die Enteisenmig von Grundwasser, Leipzig 1905. 
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grenzung keiner Fläche die einer anderen oder die Begrenzung von B 
sclmeidet und so daß ein möglichst kleiner Teil von B unbedeckt bleibt. 
Der Bereich B sei die Kreisfläche vom Radius R und durch den 
Mittelpunkt l^e man zwei rechtwinklige Koordinatenachsen ; eine x- 
imd y-AchsO; so daß die Oleichung der Begrenzung von B heißt: 

x^ + y^^ B\ 

Legt man femer um einen beliebigen Punkt (p^, q^ des Bereiches Bj 
so daß p\ + gj{< B^ ist^ einen Kreis r, doch so, daß auch 

ist, und wählt auf diesem einen Punkt (a^, a'^, so ist 
(Pi-«i)*+(2i-«0*-'^-0. 

Macht man aber den Punkt (a^ a^ zum Berührungspunkt des um 
(Pi; 9i) gelegten E^reises r und eines gleichgroßen zweiten Kreises um 
die Stelle (p^, q^, deren Koordinaten wieder die Beziehung erfüllen 
sollen 

SO ist auch 

(ft-«ir+(<&-«D*-r»-o, 

und die Subtraktion der letzten yon der drittletzten Oleichung liefert: 

(P« - A)(2ai - A -Pi) + (& - 2i)(2a;' - & - q^) = 0. 
Hier schließt man, daß jedesmal, wenn 

ist, auch 

2a['^q,+q, 

gelten müsse, weil der Berührungspunkt der beiden Kreise in die Mitte 
ihrer Zentren fikllt. 

In der Tat, wäre nämlich Q'j — Q'i = 0, so müßte der Berührungs- 
punkt der beiden Ejreise die Ordinate 

haben, und es wäre auch jetzt 

was behauptet war. 

Zugleich mit p^ <-> p, ist auch 

2ai' — A— ft — 
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und danach besteht entsprechend dem Vorkommen des Berflhrongs- 
pnnktes (a[y a'i') außer den früheren zwei Gleichungen noch die dritte 

Machen wir auf dem zweiten Kreise um (j^y q^) eine Stdle 
(jhf (h) zum Berührungspunkt dieses Kreises und eines dritten r um 
die Stelle (j>^ q^)y deren Koordinaten die Bedingung erfüllen 

SO findet diese Aussage wieder in dem Bestände der folgenden drei 
Gleichungen ihren Ausdruck: 

(a.'-A)» + (ai'-a)*-r«-0, 
(«i-A)*+(«i'-«,)*-r»-0, 

So gehen wir (n — l)-inal weiter und schließlich lassen wir entsprechend 
der Minimnmsan^be einen Kreis r, dessen Mittelpunktskoordinaten 
Pf 9a *^® Bedingung erfSlIen 

mit dem ersten Kreise um (p^, q^) an der Stelle (a«; a^ in Berührung 
treten, setzen also die drei Gleichungen fest: 

(«:-Pi)*+K-«i)*-»^ = o, 

2a:-p.-ft-0; 

und so haben wir, was rascher auszusagen gewesen wäre, 3n Glei- 
chungen und n Forderungen 

deren erste den Bestand der Ungleichung 

p\ + ql<R' 

mit sich bringt, so daß diese nicht besonders genannt werden muß. 

Nun wähle man den von den Mittelpunktskoordinaten und denen 
der Berührungspunkte der Kreise abhängig zu setzenden Radius r 
derart, daß 

ein Minimum wird. 

Zur Behandlung dieser Aufgabe ist nun aber noch abzuzählen, 
wie yiel Bedingungen an die 3 n die n Ejreise bestimmenden Stücke zu 
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knüpfen sind^ damit jeder Kreis mindestens zwei andere berühre, aber 
keiner einen anderen schneide und dem Bereiche B angehöre. 

Wenn man beachtet, daß ein Kreis höchstens von sechs ihm 
gleichen einander nur berührenden Ej-eisen berührt werden kann, so 
ist die letzte Aufgabe einhch zu erledigen, sobald man die Anzahl 
der in den Bereich B zu legenden Ejreise in der besonderen Form 
wählt: 

n=l + 1.6 + 2.6 + ... + (v-l)6 = l + 3v(v - 1). 

Denn nun kann man die n gleichen Kreise so anordnen, daß jeder, 
abgesehen von den äußersten, von sechsen umgeben wird, keiner einen 
anderen oder den Kreis B schneidet, wenn der erste und diejenigen 
sechs, deren Mittelpunkte von dem des ersten gleich weit und am 
weitesten entfernt sind, 
innerhalb B liegen oder 
die Begrenzung von B 
nur berühren. 

In der Tat (siehe 
Figur) kann man zunächst 
einen ersten Ejreis mit 
einem noch unbestimmt 
gelassenen Radius r um 
die innerhalb B befind- 
liche Stelle (pi, q^ mit 
sechs gleichen und unter- 
einander in Berührung 
stehenden Kreisen um- 
geben. Dazu sind 3 • 6 
Bedingungen erforderlich. 

Soll femer jeder dieser sechs Ejreise von je sechs gleichen einander 
berührenden umgeben werden, so hat man auf den Seiten eines um 
die früheren 1+6 Ej-eise gelegten regelmäßigen Sechseckes, dessen 
Seiten den Verbindungslinien der Mittelpunkte aufeinander folgender 
der letzten sechs Kreise parallel sind, zweimal sechs Kreise r so anzu- 
bringen, daß sechs je zwei und sechs je einen der letzten sechs Kreise 
berühren. Hierzu sind 3*2*6 neue Bedingungen zu erfüllen. 

Man kann sie so treffen, daß jeder von den den ersten Ejreis be- 
rührenden sechsen von sechs Ejreisen umgeben wird, unter den neuen 
Kreisen nur einander berührende vorkommen und kein neuer Kreis 
und um so weniger ein früherer den Ej-eis B schneidet, wenn der 
Mittelpunkt (p^, q^ des ersten Ejreises und wenn die Mittelpunkte der 
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3 + 9H^-l) 

Dock wefl die simte Zahl 
wir f winwelie Py w > 1 ist, d. L 
wcQ miU m Tiefe F aid e i— g ai geeUDi eind, so kann man wirUieh n 
^äthe Kroae dm F wd e i— gen c nlsyr ediend anbringen und hat die 
Mo^dikeü die Lagrangeadie Tarachrift zur Ermittelung des Mini- 
mums Ton 

IPx — nr^x 

anzawoiden, wo za bemerken ist, daß die Bedmong zur Bildung eines 
extremen Wertes einer Funktion jetzig wo Ungleichungen statt, wie in 
dem Falle ron Lagrange, Gleiehungen als Nebenbedingungen vorge- 
geben sind, gerade ao durchzufuhren ist, denn die Differentiation der 
Ungleichungen liefert Beziehungen, wie sie anschließend an Gleichungen 
in dem Lagrangesehoi Schema TortLommen. 

Beachtet man endlich, daß ron einer Kreisflache H durch sieben gleiche 
eingeschriebene Kreisflächen dann am meisten bedeckt wird, wenn 
sechs derselben die siebente um den Mittelpunkt des Kreises H um- 
geben und die Begroizung des letzten ron innen berühren, so daß 

der Radius jeder der sieben Kreisflachen — ist, so wird man im all- 

gemeinen Falle die Stelle (p^ q^ in den Mittelpunkt des Kreises B 
legen und 

B = (1 + 2 (v - l))r = (2 V - l)r 



Von Otto Bixbmakn. 433 

setzen, also weil 

ist, 

""21^ — 1 y4n — 1 

Drei einander berührende unserer gleichen Kreise r, deren Mittel- 
punkte in den Ecken eines gleichseitigen Dreieckes von der Seitenlänge 
2r liegen, nmschließen einen Zwickel von der Grröße 

und Yon den n Kreisen werden 

6[H- (2 . 1 + 1) + • • . + ((i;-2).2 + 1)] = 6(».- 1)» 

Zwickel nmschloBsen. 

Endlich die Grröße des unseren n Kreisen umschriebenen regel- 
mäßigen Sechseckes wird, wenn die vom Mittelpunkte (jp^, q^) entfern- 
testen Punkte die Entfernung d besitzen. 

Nunmehr lassen wir v unendlich werden und suchen das Yerhältnis 
der von den unendlich vielen einander berührenden gleichen Kreis- 
flächen r bedeckten Fläche zu der unendlichen Ebene, die wir aus dem 
den n Kreisen umschriebenen regelmäßigen Sechsecke hervorgehen lassen. 

Dieses Verhältnis wird, weil d — JZ zu setzen ist: 



|)/3J2» 



also näherungsweise 7852 : 8660 = 0,90, und eben dieses Verhältnis 
findet man in der Arbeit von Minkowski über die dichteste gitter- 
förmige Lagerung kongruenter Körper, denn in unserem Falle der dich- 
testen Lagerung von gleichen Kreisen in der Ebene bilden die Mittel- 
punkte ein parallelogrammatisches Punktsystem.^) 

Es ließe sich nun auch eine unserer Forderung entsprechende An- 
ordnung von n Kreisen geben, wenn n = l -|- Sv{v — l) + fi ist, wo 
fi eine von null verschiedene ganze Zahl bedeutet. Doch in diesem 
Falle wird die Stelle (p^, q^) nicht in den Mittelpunkt des Bereiches 
B zu legen sein, und femer ist die Lösung darum nicht bestimmt, weil 



1) Göttinger Nachrichten 1904, S. 331. 

Z«itaohrilt f. Mathematik n. Pbvsik. 63. Band. 1906. 4. Heft. 28 
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alle gegenüber den yerschiedenen Seiten des Sechseckes symmetrisclien 
Losungen gleichberechtigt sind. 

Die Drehung um den Mittelpunkt des Kreises B ist jetzt wie 
im früheren Falle gestattet. 

Es wäre ferner auch naheliegend, das Verhältnis des yon gleichen 
einander berührenden Kugeln umschlossenen Raumes, in dem zwölf 
Kugeln um jede einzelne gelegt werden können, zu dem unendlichen 
Räume zu suchen. Doch man findet in der genannten Arbeit dieses 

Verhältnis gleich 

« 1 

d. i. näherungsweise 6235 : 7071 « 0.88. 

Diese Angabe ist wegen der eingangs erwähnten Frage nach dem 
Räume, der Yon regelmäßig yerteilten Poren eingenommen wird, Ton 
Bedeutung. 

Das Potential einer leitenden Kreisscheibe ^). 

Von R. Gans in Tübingen. 

Um das Potential einer leitenden, elektrisch geladenen ELreisscheibe 
zu bestimmen, kann man zwei yerschiedene Wege einschlagen: 

1. Man bestimme das Potential eines abgeplatteten Rotationsellip- 
soids und lasse die Rotationsachse unendlich klein werden. Zu diesem 
Zwecke führe man die krummlinigen Koordinaten ein 

X = a)/<y* + 1 yr^ fi* cos (p 
(1) 1/ - aYö^ +1 yr^^ sin q> 

tf läuft von bis oo, fi von — 1 bis + 1, 9> von bis 2ä. 
6 « const ist eine Schar konfokaler Rotationsellipsoide mit der Exzen- 
trizität a, fi ^ const. ist die hierzu orthogonale Schar konfokaler Rota- 
tionshyperboloide, q> = const die Schar der Meridianebenen. 

Führt man tf, ft, 9 als unabhängige Variable in die Laplacesche 

1) Gelegentlich der Besprechung der früheren Arbeit des Herrn Gans 
(Zeitschr. f. Math. n. Physik, Bd. 49, S. 298) in den Fortschritten der Mathematik 
hatte Herr W angerin die Richtigkeit eines dort abgeleiteten Resoltats beanstandet. 
Wie Herr W angerin der Redaktion mitteilt, beruht diese Beanstandung auf 
einem Versehn. Herr W angerin hat sich inzwischen auf einem von der G aus- 
sehen Ableitung ganz Yerschiedenen Wege von der Richtigkeit jenes Resultats 
überzeugt. Die Redaktion. 
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Gleichung ein, berücksichtigt, daß das Potential V aus Symmetriegründen 
Yon q> unabhängig ist und benutzt die Methode der Partikularlösungen, 
80 ergibt sich, daß V die Form haben muß 

(2) V^^A,P,i(.)Q,ii6). 

««=0 

Hier bedeutet P„ (ft) die Kugelfunktion erster Art n. Ordnung vom 
Argument fi, Q^ (itf) die Kugelfunktion zweiter Art n. Ordnung vom 
Argument iö. Die Abhängigkeit von 6 muß durch die Kugelfunktion 
zweiter Art ausgedrückt werden, damit V im Unendlichen verschwindet 
wie 1/JB. 

Da nun V auf der leitenden Oberfläche, d. h. fttr <y =» (Jq nicht mehr 
von ^ abhängen soll, so müssen alle A^^O sein außer A^, Es ist 
aber P^ (fi) « 1 ; iQ^ (iö) = 2 arc ctg 6, wo arc ctg 6 < 3r/2^), also ist 

(3) V ^ 2A^i arc ctg 6 . 

Für tf = oo folgt 6 = JB/a, arc ctg 6 = a/JB, wenn iJ den Abstand 
vom Koordinatenursprung bedeutet. Ist die Ladung M auf der Scheibe, 

SO wird F « -^ im Unendlichen, also muß 

(4) 2 Ai - f 
sein. Damit folgt aus (3) 

(5) F-farcctgtf. 

Aus (1) drückt sich 6 durch z und r* = a;* + y* aus, und wir haben 

(6) F^ -arcctgf/ %^, +y(--J__) +^<~^, 

wo beide Wurzeln mit dem + Zeichen verstanden sind. 

Diese Formel gab ich gelegentlich bei der Untersuchung einer 
Frage über Nobilische Farbenringe^) an und stellte sie einem Aus- 
druck gegenüber, der von H. Weber') abgeleitet worden ist. Man findet 
ihn folgendermaßen: 

2. Man gehe direkt von der Kreisscheibe vom Radius a aus, fähre 
Zylinderkoordinaten r, z, (p in die Gleichung ^ F = ein und berück- 
sichtige, daß F von (p unabhängig ist. Dann erhält man 

(7) r=-ß{a)e-<"J,(ar)da. 



1) cf. z. 6. E. Heine, Theorie der Engelfunktionen. 2. Aufl. 1878 Bd. 1, S. 162. 

2) R. Gans, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 49 (1903) S. 298, Fonnel (22). 

8) H. Weber, Partielle Differentialgleichungen d. math.Phys.Bd. 1, (1900)8. 329. 

28* 
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c7^(ar) bedeutet die Besselsche Funktion erster Art 0. Ordirang 
rom Argument ar. f (a) da entspricht dem A^ in (2). Da den Werten 
Yon a keine Beschränkung auferlegt ist, wird die Sxmimation eine Inte- 
gration von bis cx), wahrend in (2) n aus Stetigkeitsgründen eine 
ganze Zahl sein mußte. 

f (a) muß so bestimmt werden, daß V konstant ist für j? » und 
r<ia. Das laßt sich bewerkstelligen mit Hilfe eines von H. Web er ^) 
abgeleiteten bestimmten Integrals. Es zeigt sich, daß 

(8) f(„)_^.!l^ 

sein muß. 

Es folgt also 

«0 

(9) F-f/r-«'?^J.(«r)da. 

ü 

Es fragt sich nun, wie man die Identität von (6) und (9) nach- 
weisen kann. Das soU im folgenden ausgeführt werden. 

3. Ersetzt man in dem Ausdruck l e~^^J^{ar)da J^iar) durch 



das bestimmte Integral 

n 

(10) J^{ar) - -fe-'^'-'^^dfo 



und vertauscht die Integrationsfolge, so ergibt sich*) 

00 1t oo 1t 

(11) Ce-^JAttr^dtt-- Cdm Ce-<'^+>'-^<')det=- f — ^ — = -^^. 
^ V "^ ^ V J nj p+inos«, Vp'+r' 



Multiplizieren wir die Gleichung 

00 

(11) Je--JoMd« = ^^ 



beiderseits mit dp und integrieren von bis p, so haben wir, wenn 
wir links die Integrationsfolge vertauschen, 

00 p 00 00 

(12) fdaJ,{ar)JirP'dp = -Jt^J^iar)da +f^^^Ua 



# 

1) H. Weber 1. c. p. 187ff. 

2) vgl. H. Weber I.e. p. 186. 
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and rechts 






(13) /_^!^-.^^E±V£Lhl!. 



Setzen wir p '^ e -\- ai, so folgt durch Gleichsetzung von (12) 
xmd (13) • 

OD 

(14) -Je-('+«'0«J,(ar)d«+/^^da-??i±^i±l^S±fl!±L'. 



Der imaginäre Teil links ist das in (9) vorkommende Integral. 
Rechts nennen wir die komplexe Zahl unter dem ^Zeichen u + vi] 

dann ist der imaginäre Teil arc ctg - . 

Wir setzen 



d.h. 

(15) ^» + r«-a»-(/«-A» 

(16) az^gh, 
also 



(17) , ^^1+^ + l/(?^t^)« + aV. 

Nim ist u = ^-^ und v = ^ "^ wegen (14), also 

wegen (16), d. h. der imaginäre Teil der rechten Seite von (14) ist 



arc 



. -| A« + r» — o« , -1 //5» + r* — o«\ 2 , ;?« 



Damit ist die Identität von (6) und (9) erwiesen. 
Tübingen, Physikal. Institut 28. März 1906. 
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Kleinere Mitteilimgeii. 



Preisanfgaben aus der angewandten Hatliematik und Physik 1907. 

Academie Rojale de Belgique. 1. On peut assimiler aa phenomene 
de la deliquescence proprement dite divers phenomenes d'absorption de gaz 
ou de vapeurs par des solides on des liquides, tels que Tabsorption du gaz 
sulfurenx SO^ par le camphre et racetone, du gaz ammoniac NH^ par 
divers sels ammoniacaux, surtont le nitrate, du gaz chlore par le trichlorure 
d'antimoine, etc., etc. On demande de completer nos connaissances snr les 
faits de ce genre par de nouvelles recherches methodiquement instituees. — 
Preis 1000 Frs. 

2. (Wiederholt aus dem J. 1905.) Trouver, en hautßur et en azimut, 
les expressions des termes principaux des deviations pehodiqnes de la verti- 
cale, dans Thypoth^se de la non-coincidence des centres de gravite de recoroe 
et du noyau terrestres. — Preis (erhöht) 800 Frs. 

3. On demande de nouvelles recherches sur le siege de la pression 
osmotique. — Preis 600 Frs. 

Die Arbeiten dürfen noch nicht veröffentlicht und müssen leserhch 
geschrieben sein. Sie können in französischer, flämischer oder lateinischer 
Sprache abgefaßt sein. Sie sind vor dem 1. August 1907 an den ständigen 
Sekretär der Akademie in Brüssel (a M. le Secretaire perpetuel, au Palais 
des Acad^mies, Bruxelles) einzusenden. 



Ansknnft 

auf die Anfrage im laufenden Bd. dieser Zeitschrift, S. 287. 

V. B., B. Die Verwaltung der Bibliothek der Marineakademie und 
-Schule in Kiel teilt uns mit, daß die Tafeln der natürlichen LogarWmen 
von Dase, Wien 1850, dort vorhanden sind und leihweise entnommen 
werden können. Femer schreibt uns Herr Dr. H. Clemens in Beriin- 
Friedenau, daß die Annalen der k. k. Sternwarte in Wien, aus deren 
34. Teil (14. Bd. Heft 1 der 2. Reihe, 1851) die fraglichen Tafeln abgedruckt 
sind, sich auf jeder Sternwarte befinden. 



BücherscliaTi. 



W. Foerster^ Aatrometrie oder die Lehre von der Ortabeatimmung 

im HimmelBraimie sugleioh als Grundlage aller Zeit- und Baum- 

messiing. Erstes Heft: Die Sphärik und die Koordinatensysteme, sowie 

die Bezeichnungen und die sphärischen Koordinatenmessungen. 8^ 160 S. 

Berlin, G. Reimer 1905. 

Das Vorwort dieser Schrift definiert die Astrometrie (neben Astro- 

mechanik und Astrophysik) „als Lehre von der Ortsbestimmung im Himmels- 

räume oder von den Maßbestimmungen der makrokosmischen Konfigurationen 
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und ihrer Veränderungen"; sie „hat zugleich die Aufgabe, solche Konfigurations- 
änderungen oder -bewegungen, welche durch die besondere Einfachheit und 
Stetigkeit ihres Verlaufs sich zum Grundmaße aller anderen Bewegungs- 
erscheinungen eignen, aufzuBuchen, zu erforschen und für die Maßbestimmung 
aller Bewegungen zu verwerten". Es lag nicht in des Verfassers Absicht, 
ein neues Lehrbuch der sphärischen Astronomie zu schreiben, er wollte 
vielmehr in „kritischem und erkenntnistheoretischem Sinne die ganze Auf- 
gabe behandeln, indem auf Vollständigkeit im einzelnen und besonders in 
den numerischen Angaben" verzichtet wurde. 

Neben dem didaktischen Zweck, den das Buch in meist neuartiger 
Weise verfolgt, bietet es weiter zahlreiche Betrachtungen und Entwickelungen, 
die von denen der gebrauchlichen Lehrbücher abweichen. 

Ein erster Abschnitt von 15 Seiten umfang behandelt unter der Über- 
schrift; „die Sphärik" wesentlich die Grandzüge der Winkelmessung und die 
Bedeutung der sphärischen Trigonometrie. Der zweite kürzeste Abschnitt 
— er nimmt nur öVj Seiten ein — skizziert die sphärischen Koordinaten- 
systeme und die in ümen geltenden Bezeichnungen. Der dritte und letzte 
Abschnitt ist mit 130 Seiten zugleich der längste; er lehrt die sphärischen 
Koordinatenmessungen und beschäftigt sich der Hauptsache nach mit dem, 
was man sonst wohl als Theorie der Instrumente zu bezeichnen pflegt. Be- 
sondere Aufmerksamkeit verdient hier eine Methode der Konstruktion von 
Tafeln zur leichteren Ermittelung der Zenitdistanz eines Gestirns. Der 
Vorschlag läuft darauf hinaus, bei gegebener Polhöhe die Zenitdistanzen für 
die festen („singulären'*) Azimute, Stundenwinkel oder parallaktischen Winkel 
0°, 4- 45^, + 90® nach einfach gebauten Formeln zu berechnen und dann 
den Übergang von diesen Wertgruppen auf irgend einen Punkt der Sphäre 
durch eiQe Art von Differenzformel zu bewerkstelligen. Es wäre wohl 
einer Diskussion wert, ob dieser Plan etwa zum Entwurf der bisher ohne 
rechten Erfolg angestrebten nautischen Höhentafel sich verwenden ließe, 
d. h. einer Tafel, die für beliebige Werte von geographischer Breite des 
Beobachtungsortes, Stundenwinkel und Deklination des Grestims die Zenit- 
distanz des Gestirns bequemer und ebenso sicher liefert, wie dies vierstellige 
logarithmische Rechnung vermag. — 

In einem nächsten Hefte wird Herr Foerster sich mit den durch Prä- 
zession, Nutation, Aberration, Parallaxe und Refraktion hervorgerufenen 
Koordinatenänderungen beschäftigen. 

Straßburg i. E. C. W. Wirtz. 

Neue Btlclier. 



Aritbmetik und Analysis« 

1« Ahbxns, Rich., Die AuBgleichungsiechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate und ihre spezielle Anwendung auf die Geodäsie, nebst e. Anh. v. Bei- 
spielen. Leipzig, Göschen. M. 2. 

2. Brohzin, Vinzenz, Lehrbuch der politischen Arithmetik. Wien und Leipzig, 
Deuticke. K. 2.60; geb. K. 3. 

8. Fassbinder, Gh., Theorie et pratique des approzimations numäiiques. Paris, 
Gauthier-Yillars. 
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4. KBcen, L., Zur AoBgleichiuig der Widersprüche in den Winkelbedingnngs- 
gleichnngen trigonometriacher Netze. (VeröffenÜichimg des K, pteofiiBcben 
geod&t. InstiiQti, neue Folge Nr. 25.) Potsdam (Leipzig, Tenbner). M. 2.80. 

6« ICacdkbli, Siom., Die Interpolation und ihre Verwendung bei der Benutzung 
nnd Herstellung mayiematisclier Tabellen. Solothum, Lütiiy. M. 3.60. 

6. MöLLBE, Max, Die abgekfinte Dezimalbmchrechnung. Ein Beitng. Wien, 
Holder. M. —90. 

AstiWBOBle ud €)«odisie. 

7« EnTKLOPlDix der mathem. Wissenschaften. VI. Bd., 1. TL Geodäsie und 
GeophTsik. Red. v. Ph. Furtwftngler und E. Wiechett. 1. Heft. Leipzig, 
Teubner. M. 3 40. 

5. Gauss, F. G. Txigonometrische nnd polygonometriscbe Rechnungen in der Feld- 
mefiknnst. 3. AufL, 2. u. 3. Heft. Halle, Strien. Je M. 3.50. 

9. Klacsks und Labs, Lehrbuch der Vennessnngskunde. Für den Gebrauch an 
Gewerbeschulen, su^eicb als Hilfsbuch f. Bau- und Maschinen-Techniker xasw. 
Bearb. u. herausg. t. Alfons CappiUeri. 3. Aufl. Wien, Deuticke. 

E. 3.60; geb. K. 4. 

10« Nkwcomb, Snfoir, A compendium of spherical astronomy. With its applica- 

taons to yie detennination and reduction of positions of the fixed stars. London, 

Marmillan. 12 8. 6d. 

S. auch N. 1, 4, 63. 

DanteUemde Geonetrie« 

11. GomiK, W. J., The geometty of üie screw propeller. London, Blackie. Ib. 6d. 

12* (Vttixgsx, Abthtb Ton, Die pezspektivischen Kreisbilder der Kegelschnitte. 

M. 85 Abb. im Text und auf 4 Tafeln. Leipzig, Engelmann. M. 5. 

15. Volk, Kamju, Das Skinieren t. Maschinenteilen in PerspektiTe. 2., verb. Aufl. 
Beddn, Springer. Geb. in Leinw, M. 1.40. 

S. auch Nr. 54. 

Mechamlk. 

14« CiLDAiKBo, Fkaxcssco, Corso di meccanica radonale. toI. KL Palermo. L. 11. 

1». Enzyklop&die der matiiem. Wiasenschaften. lY. Bd., 2. TL 3. Heft. Leipzig, 

Teubner. M. 5.80. 

16. Fischeb, Otto, Theoretische Grundlagen f eine Mechanik der lebenden Körpei. 
Mit speziellen Anwendungen auf den Menschen sowie auf einige Bewegungs- 
vorgänge an Maschinen. In möglichst elementarer und anschaulicher Weise 
dargestellt. (Teubners Sammlung Bd. 22.) Leipzig und Berlin, Teubner. 

Geb. in Leinw. M. 14. 
17« HoLLEPBscicD, Kasl, Dio Elemente der Mechanik Tom Standpunkte des 

Hamilton*schen Prinzips. ^^Teil 11.) Progr. Luisenst&dt.-Realgymn. Berlin. 

Berlin, Weidmann. M. 1. 

18« MoHB, Otto, Abhandlungen aus dem Grebiete der technischen Mechanik. 

Berlin, Ernst & Sohn. M. 15; in Leinw. M. 16.50. 

19« Ritter, W., Anwendungen der graphischen Statik. Nach C. Cuknann bearb. 

4. TL Der Bogen. Zürich, Baustein. M. 9.60; geb. in Leinw. M. 10.60. 

20« Sausscjrb, Rkm£ de, Theorie g^mäirique du mourement des corps. Fin de 

la Ir« partie et conunencement de la 2« partie. La g^m^trie des feuillets. 

(Extrait des Archives des Sciences physiques et naturelles, T. XYlü, 1904 

et XXI, 1906.) Gen^ve, Kündig. 

21. Yaks, F. J., Graphostatica. 11. Zwaartepunten. Dementer, Eluwer. F. 1.26. 

22. Yeek, H. J. YAK DES, Graphischc statiek. 2« verb. druk. Amaterdam, Yeen. 

F. 1.90. 
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SS. VoNDEBLiK, J., Statik f. Hoch- und Tiefbautechniker. 3. Aufl. Bremerhaven 1906, 
T. Vangerow. M. 5; geb. M. 6.60. 

24. ZnoaoucAHN, H., Die Knickfestigkeit eines Stabes mit elastischer Querstützung. 
Mit 3 in den Text eingedruckten Abbildungen, e. Tafel und zahlreichen 
Tabellen. Berlin, Ernst & Sohn. M. 2. 

S. auch Nr. 49, 62, 69. 

Physik. 

25. Bbass, Arnold, Untersuchungen über das\Licht und die Farben. Osterwieck 
(Harz), Zickfeldt. M. 4. 

26. CoMTBiBUTioNs from the Jefferson physical laboratory of Harvard üniversitj 
for the year 1906. vol. UI. Cambridge, Mass, ü. S. A. 

27. Enzyklopädie der mathem. Wissenschaften. V. Bd. Physik. 1. Tl., 3. Heft. 
Leipzig, Teubner. M. 6.20. 

28. Fischer, Victor, Grundbegriffe und Gleichungen der mathematischen Natur- 
wissenschaft. Leipzig, Barth. M. 4.60 

29. Fleiuno, J. A., Elektrische Wellentelegraphie. Vier Vorlesungen. Autorisierte 
deutsche Ausgabe v. E. Aschkinass. Leipzig und Berlin, Teubner. M. 4.20. 

80. Fortschritte, die, der Physik im J. 1906. Dargestellt v. der deutschen 
pbysikaL Gesellschaft. 61. Jahrgang. 1. Abtlg. Allgemeine Physik, Akustik, 
physikalische Chemie. Braunschweig, Vieweg & Sohn. M. 28. 

dl. Grimsehl, E., Ausgewählte physikalische Schülerübungen. Leipzig, Teubner. 

M. —.80. 

82. Grüner, Paul, Die radioaktiven Substanzen und die Theorie des Atomzerfalles. 
Bern, Francke. M. 1.60. 

S8« Holzmüller, Gustav, Die neueren Wandlungen der elektrischen Theorien ein- 
schließlich der Elektronentheorie. Zwei Vorträge. Berlin, Springer. M. 3. 

84. Jäger, G., Die Fortschritte der kinematischen Gastheorie. (,iDie Wissenschaft^' 
Heft 12.) Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

85. Jamin, J., Cours de Pbysique de TEcole Polytechnique. 3*«»« Supplement par 
M. Bouty. Radiations. Electricit^, Ionisation. Paris, Gauthier-Villars. Frs. 8. 

86. Klimpert, Rick., Lehrbuch der Akustik. 2. Bd. Die verschiedenen Tonerreger. 
Für das Selbststudium und zum Gebrauch an Lehranstalten bearb. nach 
System Eleyer. Bremerhaven, v. Vangerow. M. 10; geb. M. 11. 

87. Kraus, Konrad, Experimentierkunde. Anleitung zu physikalischen und chemischen 
Versuchen in Volks- und Bürgerschulen und Fortbildungsschulen. Wien, 
Hehlers Witwe & Sohn. M. 4.20; geb. M. 4.60. 

88. Leon, Alfons, Über die Wärmespannungen in runden Schornsteinen. Wien 
und Leipzig, Fromme. 

89. Loreutz, H. A., Abhandlungen über theoretische Physik. Li 2 Bänden. 
1. Band, 1. Lfg. Leipzig und Berlin, Teubner. M. 10. 

40. Metz, G. de, La double rä&action accidentelle dans les liquides. („Scientia''. 
Nr. 26.) Paris, Gauthier- Villars. cart. Frs. 2. 

41. Müller, Friedrich C. G., Technik des physikalischen Unterrichts nebst Ein- 
fuhrung in die Chemie. Berlin, Salle. M. 6. 

42. Perntsr, J. M., Meteorologische Optik, 3. Abschn. Wien, Braunmüller. M. 9. 
48. Planck, Max, Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrahlung. Leipzig, 

Barth. M. 7; geb. M 7.80. 

44. Bamsay, Sir William, The gases of the atmosphere. The history of their dis- 
covery. 3 rd. ed., with portraits. London, Macmillan. 6s. 

45. J. J. Thomson, Elektrizitäts- Durchgang in Gasen. Deutsche autorisierte Aus- 
gabe, unter Mitwirkung des Autors besorgt und ergänzt v. Erich Marx. 
Leipzig 1906/1906, Teubner. 
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46« Tractschold, M., Zur EntdeckungsgeBchicfaie der lichtelektriBchen Erscfaeiniingen. 
Progr. Leipzig, Dürr. M. S. 

47. Whitehsad, B. N., On mathematical concepts of ihe material world. London, 
Dulaa. 2fl. 6d. 

48. Wood, Robebt, Physical optica. London, Macmillan. 15 b. 

S. aach Nr. 50, 56. 

TafelD. 

49. Haimovici, Escamuel, Graphische TabeUen und graphisch dargestellte Formeln 
zur sofortigen Dimensioniemng von Eisenbeton -Plattendecken resp. Platten- 
balken. M. 5 Lichtdrucktafeln 48;^3 cm. Leipzig, Teubner. U. 15. 

60. KüsTEB, F. W. Logarithmische Rechentafeln f. Chemiker, Pharmazeuten, Medi- 
ziner und Physiker. 6., verb. u. verm. Aufl. Leipzig, Veit & Co. 

geb. in Leinw. M. 2. 

51. MocMiK, Logarithmisch-trigonometrische Tafeln. 6., verm. Aufl., besorgt Ton 
Johann Beidinger. Wien, Tempsky (Leipzig, Frejtag). M. 2 

52. Pböll, R., Rechentafeln f. Schraubenfedem. Dresden, (Berlin, Springer.). M. 1. 

58« Webkmeisteb, P., Graphische Tachymetertafeln f. alte Ereisteilung. Ent- 
worfen f. Entfernungen von 5 bis 500 m und f. Höhenunterschiede von 0,1 
bis 70 m. Mit e. Vorwort v. E. Hammer. Stuttgart, Wittwer. Mit Zellnloid- 
stab. M. 4.60. 

S. auch Nr. 5. 

TeneliiedeiLes. 

54« LöscHKER, Hans, Über Sonnenuhren. Beiträge zu ihrer Geschichte und Kon- 
struktion nebst Aufstellung e. Fehlertheorie. 2., umgearb. u. verm. Ausg. 
Graz, Leuschner & Lubensky. M. 7.50. 

— dasselbe. Sonder- Abdr. Konstruktionen. Ebenda. M. 1.20. 

55. Mabtim, W. R., Lectures on compass a^justment. London, Philip. 5i. 

56. Neumann, Fbanz, Gesammelte Werke. Hrsg. v. seinen Schülern. H. Bd. M. 
e. Bildnis Franz Neumanns aus dem 86. Lebensjahre in Heliogravüre. Leipzig, 
Teubner. M. 36. 

57« PoiNCAB^ Henbi, Wissenschaft und Hypothese. Autorisierte deutsche Ausgabe 
mit erläuternden Anmerkungen von F. u. L. Lindemann. 2., verb. Aufl. Leipzig, 
Teubner. geb. M. 4.80. 

58« PoiNCAB^ HsNBi, Der Wert der Wissenschaft. Mit Genehmigung des Yerfassezs 
ins Deutsche übertragen von E. Weber. Mit Anmerkungen und Zusätzen von 
H. Weber und einem Bildnis des Verfassers. Leipzig, Teubner. Geb. M. 3.60. 

59. Waoenbb, A., Indizieren und Auswerten von Kurbelweg und Zeitdiagrammen. 
Berlin, Springer. M. 8. 

Eingelaufene Sohriften. 

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmäßig auigefiihri 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksendung findet 

nicht statt] 

Bebkran, Gustav, Zur projekti vischen Behandlung der Dreiecksgeometrie. Diss. 

Königsberg, Leipzig 1906, Teubner. 
Bbabs, A., Untersuchungen über das Licht und die Farben, s. N. B. („Neue 

Bücher") Nr. 26. 
Bbonzxn, Y., Lehrbuch der politischen Arithmetik, s. N. B. 2. 
Clbbbch^ Alpbbd, Vorlesungen über Geometrie, bearb. und hrsg. v. Ferdinand 

Lindemann. 2., vermehrte Aufl. LBd., l.Tl., 1. Lfg. Leipzig, Teubner. M. 16. 
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NabrscheinliGhkeitsrechnnng ond KollektivmäBlehre. 

Von '^ 

Dl«. Heinrich Bruns» 

Profettor der Aitionomie mo. der Vniymltftt sq Ii«ipsig. 

[ym, 810 S. imd Anhang 18 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. uH> 8.40. ' 

Das vorliegende Buch ist ans den Yorlesnngen entstanden, die der Verfasser 
über Wahrscbeinlichkeitsi-echnung gebalten hat, und es d&rfte wohl kaum ein 
Kachteü sein, wenn diese Entstehungsweise sich in der Form der Darstellung deutlich 
verr&t Nachdem es dem Verfasser gelungen war, eine brauchbare analytische Dar- 
stellung für willkürliche Verteilungsfunktionen aufzufinden, hat er das Hauptgewicht 
auf die Entwicklung der Eollektivmaßlehre gelegt, die rund zwei Drittel des Werkes 
ausfüllt. Die sogenajmten Anwendurigen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Ver- 
sicherungswesen, Statistik und, Feblertheorie werden nur flüchtig gestreift, weil diese 
Gegenstände längst über den Rahmen einer bloßen Anwendung hinausgewachsen sind 
und eine selbständige B^andlung beansprudien dürfen. Als Ausgleich bietet das 
Werk die erste lehrbuchmäßige Darstjellung der allgemeinen Eollektivmaßlehre. 

Elektrische Wellen -Telegraphie. 

Vier Vorlesungen gehalten Ton 
J. A. Fiemingi 

' K. A.; D. sc, F. B. 8. 
Prbfenor d«r Elektrotechnik %m ünlvertity Ck>Uege zu LondoiL 

Autorisierte deutsche Ausgabe von 

Professor Dr. E. AsehkinaB, 

PriTfttdoMnt Ml der Unirerattät Berlin. 
Mit 58 Abbildungen. [TV u. 186 S.] gr. 8. 19Q6. geh. n. Jl 4 . 20^ in Leinw. geb. n. «^ 6 . — 

Obwohl das Thema der Telegraphie ohne Draht schon mehrfache Bearbeitungen 
gefunden hat, so existiert doch bisher in der deutschen Fachliteratur kein Werk, in 
dem, wie hier, auf verhältnismäßig engem Baume sotrohl die rein wissenschaftliche 
als auch die technische Seite des G^enstandes in gleichem Maße berücksichtigt wird 
und in dem beide mit^er gleichen gründlichen Sachkenntnis behandelt werden. 

Die der neuen Technik zugrunde liegenden wissenschaftlichen Prinzipien werden 
in diesem Werke von ein^n völlig modernen Standpunke aus erörtert, indem die 
Faradaj-Maxwellschen Vorstellungen zuJMmmen mit der Elektronentheorie zu einem ein- 
heitlichen Bilde verbunden werden. Dabei tritt in der Darstellung allenthalben jene An- 
schaulichkeit hervor, der wir gerade in den Werken englischer Autoren so häufig begegnen. 

An der praktischen Ausgestaltung des drahtlosen Telegraphie hat der Ver- 
ftsser bekanntlich als Mitarbeiter von Marconis Wireless Telegraph Company, die wohl 
von allen Untemehmung^i auf diesem Gebiete nicht nur über die reichsten Erfahrungen 
Terfügt, sondern auch die bedeutendsten Erfolge aufzuweisen hat, selbst einen hervor- 
ragenden Anteil gehabt. Daher dürfte es auch von besonderem Interesse sein, die 
Stellungnahme des Verfassers zu den praktischen Problemen jener Technik aus diesen 
Vorlesungen näher kennen zu lernen. 
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PROJECTIVE DIFFERENTIAL GEOMETRY 

OF 

CURVES AND RULED SURFACES. 

BY 
E. J. WILCZYNSKI, a.ii.pn.d. 

BSflBABGR ASBOCLkrm OF THX GJaonOIB DI8TITUTI0V OF wiSHinOTOH, 
ABBHTAHT PB0FU80B OF XiLTHKlIATICS AT TBS UHZVXBSZTY OF CAUFOBSIA. 

[Ym u. 398 S.] gr. 8. 1906. In Lein^ns&d geb. n, JC 10. ~ 
An der Hand von Monge, Ganß und deren Naohfolffem besch&fbigie die DifFeiential- 
geometrie licb faat aoaschliefilich mit' metriBchen Sigenschaften. Dem wichti^aten 
Beitrag zu einer ByatematiBcben projektiven Differentuu^roometrie bilden die Arbeiten 
Halphena über die Differentialinvarianten von ebenen nnd itaamlnirven, Bowie diejem^^n 
des YerfasBerB über geradlinige Flftchen. In dem vorliegenden Lehrbuch sind diese 
Untersuchungen in aystematiBcher Weiae gefaounelt worden und werden dein Publikum 
nach einer neuen, einheitlichen Methode behandelt in ihrem gesamten Umfange dar- 
geboten, so daß die projektive Differentialgeometrie hiermit sram ersten Jule als 
selbständiges, in sich abgeschlossenes Wissensgebiet erscheint. Analytisch bildet 
die Invariantentheorie linearer Differentialgleiehungen die Grundla^ der projektiren 
Kurventheorie; daher folgt einer kurzen 8£zze der Lie'schen Theorie kontmmerlicher 
Gruppen eine eingehenoe Behandlung der Invariante und Eovarianten linearer 
Differentialgleichungen. Die YeraUgemeinerung dieser Invariantentheorie auf ein 
System von Differentialgleichungen mhrt zu der Theorie geradliniger Flächen. Die 
äaupteinteilung des Buches ergibt sich als natürliche Tolge dieser Behandlungsweise. 

Einleitung in die Funktionentheorie. 

Von 

Oji 8tolZ| und J. km Gmeineri 

weiland ßrofeiBor Profe«K>r «n der d«titaolitt& 

KD. (lex UiiiT«nit&t Innsbmok UnlTanitftt Prag. 

2., umgciarbeitete und vermehrte Auflage der von den Yerfassem in der „tiieoretiflchen 
Arithmetik*^ nicht berücksichti^n Abschnitte der „Vorlesungen Über allgemeine 

Arithmetik'* von 0. Stols. 
2 Abteilungen in einen Band gebunden. [X u. 598 8.] gr. 8. 1906. geb. n. JClb. — 
Erste Abteilung. Mit 10 Figuren im Text [VI u. 242 8.] gr. 8. 1904. geb.n.Uü: 6.«- 
Zweite Abteilung. Mit 11 Fig. im Text. [VIIIu.S.243-698.] gr.8. 1906. geb.n.Uil9.— 

Sohon in der „theoretif ch«n Asithmetik** wurde die eindeutige Funktion ein«r reellen Yerftnderiieliea 
eingeführt und verwendet; Jedooh »of die Erklinmg der Stetigkeit einer lolohen Fonktioa bcanobte dort 
nicht eingegangen en werden. Knnmehr tritt dieser BegrilT in den Yordergnuid. Dabei kum die iin»lK 
h&ngige Veränderliche sowohl reell, als »noh komplex sein. Im Feile einee komplexen Azfnmenle« ge- 
lingt es, eine Klaite ron Funktionen a« bilden, wofür eine wirkliche Theorie getehaffsn werden kaiin. 
Nach WeierstraS sind dies die monogenen analytischen Funktionen. 

Unsere ,^inleltung" eerfUlt in die folgenden Abschnitte: L Die reelle Yertaderlleke und ihre 
reellen Funktionen. IL Beeile Funktionen von iwei und mehr reelle^ YertLnderliehen. IH. Komplexa 
Veränderliche und Funktionen. IV. Die gansea rationalen Funktionen. V. Die ganaen Potenareihen. 
VI. Kriterien fttr Konrergena und Divergena v on un endlichen Beihen. VII. Die monogene analytisehe 
Funktion einer Verftnderlichen nach Weierstrafi. VUL Die Kreisftinktionea. IX. Die unendlichen Produkte. 
X. Die endlichen und XL die unendlichen Kettenbrflohe. 

Vom IV. Abschnitte an wird, soweit dies nach der Natur der Sache mAglioh Ist, ein Untencfaied 
Bwischen reellen und komplexen Werten der VerAnderlichen und Konsta nten nicht mehr geaweirtr wo- 
durch eine wesentliche Vereinfachung der Darstellung erxielt wird. — Der VIL Abschnitt ist neue Zugabe 
sur ersten Bearbeitung der übrigen Abschnitte in den „Vorlesungen ftber ellgemaine Azithmettk** ron 
Stola. Simtliohe Abs^mitte sind mit angehOrlgea Übungen ▼ersehen. 

Hierzu Beilagen von B. B* Teubner in Leipilg^ die wir der Beachtung unserer 

Leser bestens empfehlen. 



